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PRÉFACE. 


Le  problème  de  la  résolution  algébrique  des  équations  est  l'un 
des  premiers  qui  se  soient  imposés  aux  recherches  des  géomètres. 
Dès  les  débuts  de  l'Algèbre  moderne,  plusieurs  procédés  ont  été  mis 
en  avant  pour  résoudre  les  équations  des  quatre  premiers  degrés  : 
mais  ces  diverses  méthodes,  isolées  les  unes  des  autres  et  fondées  sur 
des  artifices  de  calculs,  constituaient  des  faits  plutôt  qu'une  théorie, 
jusqu'au  jour  où  La  grange,  les  soumettant  à  une  analyse  approfondie, 
sut  démêler  le  fondement  commun  sur  lequel  elles  reposent  et  les 
ramener  à  une  même  méthode  véritablement  analytique,  et  prenant 
son  point  de  départ  dans  la  théorie  des  substitutions. 

L'impuissance  de  la  méthode  de  Lagrange,  pour  les  équations 
générales  d'un  degré  supérieur  au  quatrième,  donnait  lieu  de  croire 
k  l'impossibilité  de  les  résoudre  par  radicaux.  Abel  démontra,  en 
effet ,  cette  proposition  fondamentale  ;  puis ,  recherchant  quelles 
étaient  les  équations  particulières  susceptibles  de  ce  genre  de  réso- 
lution, il  obtint  une  classe  d'équations  remarquables  qui  portent  son 
nom.  Il  poursuivait  avec  ardeur  ce  grand  travail  lorsque  la  mort  vint 
le  frapper  ;  les  fragments  qui  nous  en  restent  permettent  de  juger  de 
l'importance  de  cet  édifice  inachevé. 

Ces  beaux  résultats  n'étaient  pourtant  que  le  prélude  d'une  plus 
grande  découverte.  Il  était  réservé  à  Galois  d'asseoir  la  théorie  des 
équations  sur  sa  base  définitive,  on  montrant  qu'à  chaque  équation 
correspond  un  groupe  de  substitutions,  dans  lequel  se  reflètent  ses 
caractères  essentiels,  et  notamment  tous  ceux  qui  ont  trait  à  sa  réso- 
lution par  d'autres  équations  auxiliaires.  D'après  ce  principe,  étant 
donnée  une  équation  quelconque,  il  suffira  de  connaître  une  de  ses 
propriétés  caractéristiques  pour  déterujiner  son  groupe,  d'où  l'on 
déduira  réciproquement  ses  autres  propriétés. 


VI  PRÉFACE. 

I>e  ee  point  de  vue  élevé,  le  problème  de  la  résolution  par  radicaux, 
qui  naguère  encore  semblait  former  l'unique  objet  de  la  théorie  des 
équations,  n'apparaît  plus  que  comme  le  premier  anneau  d'une  longue 
chaîne  de  questions  relatives  aux  transformations  des  irrationnelles 
et  à  leur  classification.  Galois,  faisant  à  ce  problème  particulier  l'ap- 
plication de  ses  méthodes  générales,  trouva  sans  difficulté  la  propriété 
caractéristique  des  groupes  des  équations  résolubles  par  radicaux ,  la 
forme  explicite  de  ces  groupes  pour  les  équations  de  degré  premier, 
et  deux  théorèmes  importants  relatifs  au  cas  des  degrés  composés. 
Mais,  dans  la  précipitation  de  sa  rédaction,  il  avait  laissé  sans  dé- 
monstration suffisante  plusieurs  propositions  fondamentales.  Cette 
lacune  ne  tarda  pas  à  être  comblée  par  M.  Betti,  dans  un  Mémoire 
important,  où  la  série  complète  de  ces  théorèmes  de  Galois  a  été  pour 
la  première  fois  rigoureusement  établie. 

L'étude  de  la  division  des  fonctions  transcendantes  offrit  à  Galois 
une  nouvelle  et  brillante  application  de  sa  méthode.  Depuis  long- 
temps Gauss  avait  démontré  que  les  équations  de  la  division  du  cercle 
étaient  résolubles  par  radicaux  ;  Abel  avait  établi  le  même  résultat 
pour  les  équations  de  la  division  des  fonctions  elliptiques,  en  sup- 
posant la  division  des  périodes  effectuée  ;  proposition  que  M.  Hermite 
devait  étendre  aux  fonctions  abéliennes.  Mais  il  restait  à  étudier  les 
équations  modulaires  dont  dépend  la  division  des  périodes.  Galois, 
déterminant  leur  groupe,  remarqua  que  celles  de  ces  équations  dont 
le  degré  est  6,  8  ou  12,  peuvent  s'abaisser  d'un  degré.  M.  Hermite, 
effectuant  cette  réduction,  montra  qu'il  suffisait  de  résoudre  des 
équations  des  quatre  premiers  degrés  pour  identifier  la  réduite  ob- 
tenue dans  le  cas  de  la  quinlisection  avec  l'équation  générale  du 
cinquième  degré,  ce  qui  fournissait  la  solution  de  cette  dernière 
équation  par  les  fonctions  elliptiques.  M.  Kronecker  parvenait  en 
même  temps  au  même  résultat  par  une  méthode  à  peu  près  inverse, 
que  M.  Brioschi  a  reprise  et  développée  dans  quelques  pages  remar- 
quables. 

Une  autre  voie  féconde  de  recherches  a  été  ouverte  aux  analystes 
par  lès  célèbres  Mémoires  de  M.  Hesse  sur  les  points  d'inflexion  des 
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roiirbes  du  troisième  ordi'e.  Les  problèmes  de  la  Géométrie  analytique 
fournissent,  en  effet,  ime  foule  d'autres  é{|uations  remarquables  dont 
les  propriétés,  étudiées  par  les  plus  illustres  géomètres,  et  principa- 
lement par  MM.  (^ayley,  Clebsch,  Hesse,  Kummer,  Salmon,  Steiner, 
sont  aujourd'hui  bien  connues  et  permettent  de  leiir  appliquer  sans 
difficnlté  les  méthodes  de  Galois. 

La  théorie  des  substitutions,  qui  devient  ainsi  le  fondement  de 
toutes  les  questions  relatives  aux  éijuations,  n'est  encore  que  peu 
avancée.  Lagrange  n'avait  fait  que  l'effleurer;  Cauchy  l'a  abordée 
à  plusieurs  reprises.  MM.  Bertrand,  Brioschi,  Hermite,  Kronecker, 
J.-A.  Serret,  E.  Mathieu  s'en  sont  également  occupés;  mais,  malgré 
l'importance  de  leurs  travaux,  la  question  était  si  vaste  et  si  difficile, 
cpi'elle  reste  encore  presque  entière.  Trois  notions  fondamentales 
commencent  cependant  à  se  dégager  :  celle  de  la  primitivité,  qui  se 
trouvait  déjà  indiquée  dans  les  Ouvrages  de  Gauss  et  d'Abel;  celle 
de  la  transitivité,  qui  appartient  à  Cauchy;  enfin  la  distinction  des 
groupes  simples  et  composés.  C'est  encore  à  Galois  qu'est  due  cette 
dernière  notion,  la  plus  importante  des  trois. 

Le  but  de  cet  Ouvrage  est  de  développer  les  méthodes  de  Galois 

et  de  les  constituer  en  corps  de  doctrine,  en  montrant  avec  quelle 

facilité  elles  permettent  de  résoudre  tous  les  principaux  problèmes 

de  la  théorie  des  équations.  Pour  en  faciliter  l'intelligence,  nous  avons 

pris  notre  point  de  départ  dans  les  éléments,  et  nous  y  avons  exposé, 

outre  nos  propres  recherches,  tous  les  principaux  résultats  obtenus 

par  les  géomètres  qui  nous  ont  précédé.  Mais  nous  avons  souvent 

modifié  assez  profondément  l'énoncé  et  le  mode  de  démonstration 

de  ces  propositions,  afin  de  tout  ramener  à  des  principes  uniformes 

et  aussi  généraux  que  possible.   L'abondance  des  matières  nous  a 

d'ailleurs  contraint  à  supprimer  tout  développement  historique.  C'est 

ainsi  que  nous  avons  dû  laisser  de  côté,  non  sans  regret,  la  célèbre 

démonstration  donnée  par  Abel  de  l'impossibilité  de  résoudre  par 

radicaux  l'équation  du  cinquième  degré,  ce  beau  théorème  pouvant 

aujourd'hui  s'établir  par  des  considérations  beaucoup  plus  simples. 

Parmi  les  Ouvrages  que  nous  avons  consultés,  nous  devons  citer 

b 
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particulièrement,  outre  les  Œuvres  de  (^alois,  dont  tout  ceci  n'est 
qu'un  Commentaire,  le  Cours  d'Algèbre  supérieure  de  M.  J.-A. 
Serret.  C'est  la  lecture  assidue  de  ce  Livre  qui  nous  a  initié  à  l'Al- 
{çèbre  et  nous  a  inspiré  le  désir  de  contribuer  à  ses  progrès. 

Nous  tenons  également  à  remercier  ici  MM.  Clebsch  et  Kronecker 
des  précieuses  indications  qu'ils  nous  ont  fournies.  C'est  grâce  aux 
libérales  communications  de  M.  Clebsch  que  nous  avons  pu  aborder 
les  problèmes  géométriques  du  Livre  III,  Chapitre  III,  l'étude  des 
groupes  deSteiner  et  la  trisection  des  fonctions  hyperelliptiques.  IN'ous 
devons  à  M.  Kronecker  la  notion  du  groupe  des  équations  de  la  divi- 
sion de  ces  dernières  fonctions.  Nous  aurionsdésiré  tirer  un  plus  grand 
parti  que  nous  ne  l'avons  fait  des  travaux  de  cet  illustre  auteur  sur 
les  équations.  Diverses  causes  nous  en  ont  empêché  :  la  nature  tout 
arithmétique  de  ses  méthodes,  si  différentes  de  la  nôtre;  la  difficulté 
de  reconstituer  intégmlement  une  suite  de  démonstrations  le  plus 
souvent  à  peine  indiquées;  enfin  l'espérance  de  voir  grouper  un  jour 
en  un  corps  de  doctrine  suivi  et  complet  ces  beaux  théorèmes  c[ui 
font  maintenant  l'envie  et  le  désespoir  des  géomètres. 

Cet  Ouvrage  se  divise  en  quatre  liivres  : 

Le  Livre  premier  est  consacré  aux  notions  indispensables  relatives 
à  la  théorie  des  congruences. 

Le  Livre  II  se  partage  en  deux  Chapitres,  consacrés,  le  premier  à 
l'étude  des  substitutions  en  général,  le  second  à  celle  des  substitutions 
dont  la  forme  est  définie  analytiquement  et  principalement  à  celle 
des  substitutions  linéaires. 

Le  Livre  III  contient  quatre  Chapitres.  Dans  le  premier,  nous 
posons  les  principes  de  la  théorie  générale  des  équations.  Les  trois 
suivants  renferment  des  applications  à  l'Algèbre,  à  la  Géométrie  et 
à  la  théorie  des  transcendantes. , 

Enfin  dans  le  Livre  IV,  divisé  en  sept  Chapitres,  nous  déterminons 
les  divers  types  généraux  d'équations  solubles  par  radicaux,  et  nous 
obtenons  pour  ces  types  im  système  complet  de  classification. 
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ligne  22 ,  au  lieu  fie  x^  "  ,  Usez  x^     —  1 . 

ligne  21 ,  n»  Ueu  de  distinctes,  lisez  distinctes  entre  //  lettres. 

ligne  i5,  aa  Ueu  de  G,  Usez  H. 

ligne    2,  au  Ueu  de  k,  Usejji  A\, 

ligne  27 ,  au  Ueu  de  T~*  ST.  S,  Usez  T"'  ST.  S'  ' . 

ligne  29,  ûu  Ueu  de  (abcd)^  (becd)  [cdef),  Usez  (ab)  (c</),  (abc)  (dfe). 

au  Ueu  de  toutes  les  lettres,  Usez  toutes  les  lettres  a^.. ,,  a^.. 

au  Ueu  de  x'-j-x.  Usez  x,  x'-^x, 

au  Ueu  de^  ^y  Usez  B^' ,. 

au  Ueu  de  ^^j,  Usez  7'  —  1 . 

au  Ueu  de  aj,  Usez  af', 

au  Ueu  de  K'f*,  Usez  KJrK 

au  Ueu  de  aj-^  jc"-'  -f-  ^J"*  Jtf-  ' ,  Usez  a^-^  x^  4-  ^"*  x^  ' . 

20,  21,  au  Ueu  de  /;,  p'y  Usez  />',  p^", 

au  Ueu  de  Y.-hK,Z„  «,  =:Z.-h  K,Y„  Usez  Y.-4-K,Y,,  s,  =  Z.  +  K.Z., 

au  Ueu  de  z'')^y  Usez  «"-f-^'*)  =. 

au  Ueu  de  échangeable  à  A\  Usez  échangeable  à  A. 

au  Ueu  de  racine.  Usez  série. 

au  Ueu  de  xfr^  Usez  x^\ 

22,  27,  au  Ueu  de  6,  Usez  c. 

au  Ueu  de  S  étant,  Usez  l' étant. 

au  Ueu  de  f[ ,  Usez  f[  . 

au  Ueu  de  -i-d^m^  et  -\-a^m^,  Usez  —(/[m^  et  —  «7/«„. 

au  Ueu  de  L'/,  Usez  L',''. 
au  Ueu  ^  4-  ^1 ,  Usez  —  ^, . 
au  Ueu  de  L",  Usez  L'/. 
au  Ueu  de  Q, ,,  Usez  Q,^,. 
4711  Ueu  de  c,,  Usez  (f^, 
au  Ueu  de  bf^  rf',,  Usez  b^  s  «/', . 
au.  Ueu  de  C^.,  Usez  caract.  C,. 
au  Ueu  de  G^,  Usez  caract.  C^. 
au  Ueu  de  f ,  Usez  F. 
9,  19,  mi  Ueu  de  f ,  Usez  F. 
au  Ueu  de  o*p  Usez  w^. 
au  Ueu  de  racines,  Usez  lettres. 
au  Ueu  de  2^,_„  Usez  2^,_,  =  2  (2'"-'  —  2" 
au  Ueu  de  sao^  Usez  ^  1 . 
au  Ueu  de  sf,  Usez  af. 

au  Ueu  de  Z»_,  -hCZ^„  Usez  Z— '  -f-CZ--». 
au  Ueu  de  invariables,  Usez  invariable. 
au  Ueu  de  irréductible,  Usez  réductible. 
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Page  -291,   ligne  12,  au  lieu  de  G,  lisez  F. 

Page  294,  ligne    9,  au  lieu  de  ff(x),  lisez  f{x). 

Page  296,  ligne  i3,  au  lieu  de  racines,  lisez  racines  primitives. 

Page  307,  lignes  5  k  10^  au  Heu  de  Si  les  x^  sont  tous  pairs,  eic.j  lisez  Si  d'autre  part  les  jt^  sont 

tous  pairs,  et  les  a/^  ou  les  af  égaux  à  zéro,  les  ^  ou  les  x^  seront  égaux  aux  j-^  ,  et  les  cas 

d'exclusion  se  réduiront  à  trois  distincts. 
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ligne    2,  au  lieu  de  (S02),  lisez  (504). 
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au  lieu  fle(—i)  *  ,  lisez  (—  i)  •  n. 

au  lieu  de  29,  multipliées,  lisez  28,  divisées. 

au  lieu  de  trois,  lisez  deux. 

au  lieu  de  la,  lisez  le. 

au  lieu  de  c^m,  lisez  c^m^, 

au  lieu  de  r,  p,  ^  r^^^^  lisez  Li  =  £2 . 

au  lieu  de  ô,,  lisez  b\^. 
lignes  14  et  19,  écrire  des  lignes  de  points. 
au  lieu  de  F,  lisez  T'. 

au  lieu  de  (i  -hj^'i/,  lisez  (1  -t-j^x/', 

au  lieu  de  Si  5',  =Ç,,  lisez  Soit  /zrrr-f-v,  et  %\  --  Ç,;. 

au  lieu  de  D^,  lisez  C^  , . . . . 

au  lieu  de  mais,  lisez  maïs,  si  w  =  1 ,  ou  ///  >  1  et  y(  =^  o  (  mod.  2  ) 

au  lieu  de  *<?,  lisez  \*^i. 

au  lieu  de  S,  S',  lisez  I, . . . . 

au  lieu  de  et  contient,  lisez  à  moins  qu'il  ne  contienne. 

au  lieu  de  ou,  lisez  et. 

uu  lieu  de  on  aura  d=  i,  lisez  L  aura  pour  exposant  l'unité. 
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au  lieu  de  e^'-^\  lisez  ef*"^  , 

au  lieu  de  F,  lisez  F^. 

au  lieu  de  Cç, ç,...,,...,.,  lisez  [Ç,  5,. . .  >i, . . .  ];.. 

au  liru  de  Trois  cas,  lisez  Cela  est  clair  si  I',  est  de  troisième  catégorie  ; 

au  lieu  de  /?,  lisez  /?*. 

au  lieu  de  F',  lisez  F'  (premier  faisceau  de  L'). 

au  lieu  de  -»-/,?,,  lisez  —  /,  Ç,. 

au  lieu  de  >?,,  lisez  Ç,. 
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LIVRE  PREMIER 

DES  CONGRUENCES, 


§  I.  —  Première  étude  des  gongruenges. 

Congruences  du  premier  degré, 

1.  Deux  entiers  a  et  b  dont  la  différence  est  divisible  par  un  entier  p 

s^bnt  dits  congrus  suivant  le  module  p.  Gauss  exprime  cette  relation  par  la 

notation  suivante 

a^b    (mod. /?). 

Mais  quand  le  module  est  connu,  on  omet  souvent  de  l'écrire. 

Soit  F  une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  d'une  ou  de  plusieurs 
indéterminées  :  la  relation 

F^o    (mod. /?), 
s'appellera  une  congruence. 

2.  Problème.  —  Résoudre  la  congruence  du  premier  degré 

a,j?i -4- aa^a -f-. . .+ a«^i.^6    (mod.^). 

Cette  congruence  revient  à  l'équation  indéterminée 

(l)  /^arH-a.a?,  -t-  «a^a-h.  .  .^-«li^ll  =  é• 

Soit  a^  le  plus  petit  des  nombres  p^  a^  ^i»*--;  et  soit /?  =  af/n  +  />\ 
a^— a^m2-\'d^,...yp\  d^,...  étant  les  restes  minima  de  la  division  de 


ï  . 
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p,  aa,...  par  a,.  Posons 

^\  étant  une  nouvelle  indéterminée;  il  vient 

équation  analogue  à  la  précédente,  mais  avec  des  coefficients  plus  petits. 
Si  p\a^,...  ne  sont  pas  tous  nuls,  on  répétera  ce  procédé;  et  il  est  clair 
qu'on  parviendra  enfin  à  une  équation 

où  tous  les  coefficients  soient  nuls,  sauf  un  seul,  d.  D'ailleurs,  il  est  évi- 
dent  que  p,  a^^  a^f*..  ont  le  même  plus  grand  commun  diviseur  que  p\  a^, 
a/,...;  de  même  à  chacune  des  réductions  suivantes  :  donc  d  sera  ce  plus 
grand  commun  diviseur.  S'il  ne  divise  pas  b,  l'équation  (2)  sera  impossible  : 

mais  s'il  le  divise,  on  aura  z=^  -j-,  et  Ton  aura  a?,  a?,,...,  Xn  exprimés  en 

fonction  linéaire  de  z  et  des  n  indéterminées  affectées  de  coefficients  nuls 
dans  l'équation  (2),  lesquelles  restent  arbitraires. 

Remarque.  —  La  congruence  cuv^b  (mod.  p)  est  toujours  résoluble,  d'a- 
près ce  qui  précède,  si  a  est  premier  à/?.  Soient  x,  x'  deux  de  ses  racines  : 
a{x  --  x')  sera  divisible  par  p;  donc  x=^x'  -\-kp^  k  étant  entier.  Parmi  les 
nombres  de  cette  progression,  il  en  est  évidemment  un,  et  un  seul,  qui 

soit  </?  et  non  négatif.  Nous  le  désignerons  par  le  symbole  -  (mod.  p). 

Congruence^  de  degrés  supérieurs. 

3.  Les  congruences  les  plus  intéressantes  sont  celles  dont  le  module  est 
un  nombre  premier.  Nous  les  considérerons  exclusivement  dans  ce  qui  va 
suivre,  à  moins  que  nous  n'avertissions  expressénient  du  contraire. 

4.  Soit 

une  fonction  entière  de  a?  à  coefficients  entiers.  Soient  a,  b^...  les  restes  res- 
pectifs de  la  division  de  A,  B,...  par/?;  il  est  clair  qu'on  aura  identiquement 

Aj:"4-Bx^-»-f-.  ..^a^C'-f-  éx"*""'  H-. . .     (mod.  p). 

La  fonction  simplifiée  ax'^-h  baf^"* -]-,,.  aura  par  définition  tous  ses  coeffi- 
cients positifs  et  inférieurs  h  p. 
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5.  Théorème.  -  Soient  F(a:)  =  Aa;"'-^-l-Ba?^''"*-f-...-f- Ka:'«-*-f-...  et 
f{x)  =  ax"^  4-  baf*"*  h-  . . .  deux  fonctions  de  degré  m  -h  n  et  m,  on  pourra 
toujours  déterminer^  et  d'une  seule  manière^  deux  fonctions  simpU/îées 
y(a?)  =  ait?"  +  |3a:^*-f-...  et  v|;(a?)  =:Ra?'"-* -h  Sa?""-^-!- .. .,  telles  que  l'on 
ait  identiquement 

V{x)^f(x)  <p(jc)-+-  ^K^r)    (mod./?). 

En  effet,  les  coeflBcients  de  (f[x)  et  de  ^[x)  étant  supposés  indéterminés, 
cherchons  à  vérifier  cette  congruence.  On  aura  les  congruences  suivantes  du 
premier  degré  : 

A  ^aa 

(mod.  p), 
K^fonct.  (a,  6,. . . ,  a,  p,. . .)+  H 


qui  déterminent  sans  ambiguïté  a,  puis  p,...,  puis  R,  etc. 
Les  fonctions  ff[x)  et  if{x)  pourront  être  appelées  respectivement  le 
quotient  ei  le  reste  de  ^{x)  par /(a?).  Si  ij^(a?)  est  nul,  on  dira  que  f{x)  est 
Un  éiiviseur  de  ¥{x). 

6.  RemarOue.  —  Les  diverses  fonctions  qui  s* obtiennent  en  multipliant  une 
même  fonction  F  (a?)  par  divers  entiers  constants  ^,  ^^ , . . . ,  ont  toutes  les  mêmes 
dii^iseurs. 

Soit,  en  effet,  f{x)  un  diviseur  quelconque  de  eF{x);  on  aura 

eV{x)=f{x)cf{x). 

Soit  jy  une  racine  de  la  congruence  ey^^,;  on  aura 

en  désignant  par  (fi{x)  la  fonc.tion  simplifiée  congrue  hy(p{x). 

La  fonction  e¥{x)  est  évidemment  divisible  :  i®  par  l'entier  e;  2^  par  elle- 
même.  La  fonction  F{x)  ayant  les  mêmes  diviseurs,  on  voit  qu'elle  sera 
nécessairement  divisible  :  1**  par  un  entier  arbitraire  e;  2'^  par  un  quelconque 
de  ses  multiples  'ef{x).  Si  ces  diviseurs  sont  les  seuls  que  possède  la  fonc- 
tion, nous  dirons  qu'elle  est  irréductible.  Dans  le  cas  contraire,  on  pourra  la 
mettre  sous  la  forme  d'un  produit  de  fonctions  irréductibles. 

7,  Il  est  clair  que  si  deux  fonctions  F  (a;)  ei  f{x)  ont  un  diviseur  com- 
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mun,  il  divisera  le  reste  de  leur  division  ^J^(^),  et  réciproquement.  On  pourra 
donc,  comme  dans  Talgëbre  ordinaire,  chercher  le  plus  grand  commun  di- 
viseur de  deux  fonctions  en  opérant  des  divisions  successives,  et  démontrer  : 
i""  que  si  une  fonction  irréductible /(a?)  divise  un  produit  de  fonctions  F(a?), 
Ff(a?),...,  elle  divise  nécessairement  l'un  des  facteurs;  2^  que  de  quelque 
manière  que  Ton  s'y  prenne  pour  décomposer  une  fonction  en  facteurs  irré- 
ductibles, on  obtiendra  toujours  les  mêmes  facteurs,  à  des  coefficients  con- 
stants près. 

8.  Théorème.  —  Une  congruence  f[cc)  ^o  de  degré  m  admet  précisément 
autant  de  racines  égales  ou  inégales  ^  comprises  entre  o  et  p  —  \j  que  son  pre- 
mier membre^  décomposé  en  /acteurs  irréductibles ^  contient  de  /acteurs  du  pre- 
mier degré. 

Soit,  en  effet, 

Ft^)  =/(^)/(^). .  .<p(:r). . . , 

/(a?),  /[x)^...  étant  des  facteurs  du  premier  degré,  ety(^),...  des  facteurs 
de  degrés  supérieurs.  Pour  que  Y[x)  soit  divisible  par/?,  il  faudra  qu'un  de 
ses  facteurs  le  soit  :  l'une  des  congruences  /(a?)^o,  /, (a?)^o, . .., 
(f[x)^o...  devra  donc  être  satisfaite. 

Or  la  congruence /(a?)  ^o  admet,  comme  on  Ta  vu,  une  seule  racine  a 
.  comprise  entre  o  et  /?  —  i  ;  /, [x)  en  admet  également  une  seule  a« ,  etc. 

Les  autres  congruences  telles  que  ff[x)^o  n'en  admettent  aucune  :  car, 
s'il  y  en  avait  une,  b,  on  aurait 

9(6)^0;     d'où     (p(a?)^9(a7)  —  <p(6)^M(:c  —  6), 

M  étant  la  fonction  simplifiée  de  la  fonction  entière  ^  |    ^;  ff[x)  serait 

donc  divisible  par  a?  —  6,  et  ne  serait  pas  irréductible,  comme  on  le  suppose. 

9.  Dans  le  cas  le  plus  favorable,  où  tous  les  facteurs  de  F  (a?)  sont  du  pre- 
mier degré,  leur  nombre  sera  précisément  égal  à  m,  et  Ton  aura 

F(a;)=/(^)/.(:r)...s[/(:r) -/(a)]  [/.(^)-/.(a.)]...=  A-(a;~a)(x- «.)..., 

k  étant  un  coefficient  constant. 
Soit 

F(jr)  =  A^-f-  B^"*-' H- Car*-' H- 

Comparant  cette  expression  à  la  précédente,  il  viendra 
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Les  fonctions  symétriques  des  racines  de  la  congruenee  s'expriment  donc  au 
moyen  des  coefficients  de  la  mémo  manière  que  dans  la  théorie  ordinaire 
des  équations. 

Ces  propriétés  importantes  cessent  d'avoir  lieu,  si  Ton  considère  les  con- 
gruences  dont  le  premier  membre  contient  des  facteurs  irréductibles  d'un 
degré  supérieur  au  premier.  Un  inconvénient  analogue  s'était  présenté  dans 
la  théorie  ordinaire  des  équations,  lorsque  celles-ci  n'ont  pas  toutes  leurs 
racines  réelles;  on  y  a  remédié  en  introduisant  dans  le  calcul  la  notion  des 
imaginaires,  qui,  permet  de  rendre  aux  énoncés  des  théorèmes  toute  leur 
généralité.  Par  un  procédé  analogue,  on  peut  obtenir  ici  le  même  avantage, 
ainsi  que  Galois  l'a  montré  le  premier.  Mais,  avant  d'exposer  Sja  méthode, 
il  convient  de  nous  arrêter  un  instant  sur  une  congruenee  importante  dont 

toutes  les  racines  sont  réelles  et  inégales. 

• 

§  II.  —  Des  gokgruenges  binômes.  —  Des  résidus  de  puissances. 

Des  congruences  binômes, 

m 

10.  Théorème  de  Fermât.  —  Tout  nombre  entier  A  non  dUsdsible  par  le 
nombre  premier p  est  racine  de  la  congruenee  x'*"*  ^  i  (mod./?). 

En  effet,  les  entiers  non  divisibles  par  p  peuvent  être  répartis  en  p—  i 
classes,  en  groupant  ensemble  dans  une  même  classe  tous  ceux  qui  sont, 
congrus  entre  eux  suivant  le  module  p.  Cela  posé,  formons  la  suite  i ,  Â,  Â', 
A',....  Les  premiers  termes  de  cette  suite  pourront  appartenir  à  des  clauses 
différentes;  mais  comme  leur  nombre  est  illimité,  on  finira  nécessairement 
par  en  trouver  un  qui  soit  congru  à  quelqu'un  des  précédents.  Soit  A''  le 
premier  terme  qui  jouisse  de  cette  propriété;  il  sera  congru  à  i,  car  s'il  l'é- 
tait à  A'",  on  aurait 


^w(^ii-m_  ,j^^,_  A.^^o    (mod.p), 

et  comme  A*"  est  premier  k  p,  A'^'^  —  i^o  {mod.p).  Donc  A"""'"  serait 
congru  à  i.  A''  ne  serait  donc  pas,  comme  on  le  suppose,  le  premier  terme 
qui  fût  congru  à  l'un  des  précédents. 

Soit  donc  A^^i,  d'où  A""^*  ^  A,....  Les  entiers  i,  A,...,  A""*,  étant 
incongrus  entre  eux,  appartiennent  à  n  classes  différentes;  puis  on  retrou- 
vera périodiquement  les  mêmes  classes  en  formant  les  puissances  suivantes 

An      kn+i 
f    rk.         ,  • . .  ■ 
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Le  nombre  n  est  un  diviseur  de  /?  ->  i ,  nombre  total  des  classes.  Cela  est 
évident  si  p  —  ï  =  n.  Sx  p—i  est  >n,  soit  B  un  entier  appartenant  a  une 
classe  différente  de  celles  que  nous  venons  de  déterminer  :  les  entiers  B, 
BA,...,  BA""*  appartiennent  à  n  nouvelles  classes,  distinctes  des  précé- 
dentes et  distinctes  les  unes  des  autres;  car  si  l'on  avait,  par  exemple, 
BA  ^  A*,  on  aurait 

(B  — A)A  =  o;     d'où    (B~A)  =  o, 

et  B  appartiendrait  à  la  même  classe  que  A,  contre  l'hypothèse;  et  si  l'on 
avait  BA'^^BA',  on  aurait  A'*^A*,  r  ei  s  étant  moindres  que  n,  ce  qui 
est  impossible. 

Donc/7—  I  est  au  moins  égal  à  2/1.  S'il  est  plus  grand,  soit  C  un  entier 
appartenant  à  une  classe  quelqonque  autre  que  celles  que  l'on  vient  de 
trouver:  les  entiers  C,  CA,...,  CA""'  appartiendront  à  n  classes  nouvelles 
distinctes  des  précédentes,  et/>  —  i  sera  au  moins  égal  à  3n.  On  peut  pour- 
suivre ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  le  nombre  des  classes. 

Soit  donc  p  —  i=nd:  la  congruence  A^^i,  élevée  à  la  puissance  rf, 
donnera  A''"*  ^  1 ,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque.  —  Le  théorème  de  Fermât  a  été  généralisé  par  Gauss  ainsi 
qu'il  suit  : 

Tout  nombre  A  premier  à  un  nombre  quelconque  m,  satisfait  à  la  congruence 

^P(«)^i     (mod.m), 

ç  (m)  étant  le  nombre  des  entiers  premiers  à  m  et  inférieurs  à  lui. 

Car  les  nombres  preiniers  à  m  peuvent  être  répartis  en  (f{m]  classe?  en 
groupant  ensemble  ceux  qui  sont  congrus  suivant  le  module  m.  Cela  posé, 
la  démonstration  se  fera  absolument  comme  tout  à  l'heure,  en  remplaçant  p 
eip  —  I  par  m  et  y  (m). 

Faisons  en  particulier  m  =  p^^  p  étant  premier,  on  aura 


<p(m)  =p*  ^  p 
et  A  satisfera  à  la  congruence 


«t— I 


.V     »«  — I 


xP-p'^  '  =  1     (mod.y;*). 

1 1 .  Corollaire. —  Soit  &  un  diviseur  quelconque  de  p—  i  :  la  congruence 
a?*  —  I  =E  o  a  J  racines  distinctes  comprises  entre  o  et  p  —  \ , 
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Car  la  congruence  x^^*  —  i  ^  o  a,  comme  on  vient  de  le  voir,  p  —  i  ra- 
cines distinctes  comprises  entre  ces  limites,  à  savoir  i,  9,...,  p—  \.  Son 
premier  membre  est  le  produit  de  x^  —  i  par  un  facteur  M  de  degré 
/?  —  I  —  <?  et  ne  peut  être  divisible  par  p  que  si  Ton  a  a?^  —  i  ^  o  ou  M  ^  o. 
La  première  de  ces  congruences  a  tout  au  plus  &  racines  distinctes;  la  se- 
conde en  a  tout  au  plus/?  ~  i  —  cJ;  elles  en  ont  ensemble/?—  i;  donc  elles 
ont  précisément  ^  et  p—  i  —  ^  racines  distinctes. 

Soient  A  une  racine  quelconque  de  la  congruence  x^  —  i  ^£20,  A"  la  pre- 
mière des  puissances  successives  de  A  qui  soit  congrue  à  l'unité;  celles  des 
puissances  de  A  qui  sont  congrues  à  l'unité  seront,  d'après  ce  que  nous 
avons  vu  (10),  les  suivantes  A",  A*",  A'",....  Mais  A^  est  congru  à  i;  donc  n 
est  un  diviseur  de  â. 

Si  Ton  a  précisément  n  =  i^  on  dira  que  A  est  une  racine  primitive  de  la 
congruence  a?^— 1^0.  Dans  ce  cas,  les  è  quantités  A,  A^,...,  A^  seront 
toutes  incongrues  entre  elles,  et  les  restes  qu'on  obtient  en  les  divisant  par/? 
seront  les  d  racines  de  la  congruence  donnée;  car  soient  A'"  l'une  d'elles, 
p  le  reste  correspondant,  on  aura  p^^zk'^^^i. 

12.  Théorème.  —-  La  congruence  x^  —  i^^^o  (mod./?),  où  d  est  un  divi- 
seur de  p  —  I ,  a  toujours  des  racines  primitives. 

1°  Supposons  d'abord  c>  =  y*,  q  étant  premier.  Les  racines  non  primi- 
tives de  la  congruence  donnée  satisfont  à  la  suivante 

et  sont  en  nombre  9*"*;  les  autres,  en  nombre^*  (  i—  -U  seront  primitives. 

2^  Soit  maintenant  (?  =  y*rP...,  y,  r, ...  étant  premiers.  Soient  res- 
pectivement A,  B,...   des  racines  quelconques  des  congruences  a?^* —  i  :=  o, 

a 

x"  —  1^0,,..  Le  produit  AB. . .  sera  une  racine  de  la  congruence  proposée, 
dont  réciproquement  toutes  1rs  racines  seront  de  cette  forme  ;  et  l'on  obtiendra 
ses  racines  primitives  en  prenant  successivement  pour  A,  B,...  les  diverses 
racines  primitives  des  congruences  correspondantes. 

En  effet,  des  relations  A^  ^i,  B'"  ^i,...,  on  déduit  évidemment 

donc  AB...  est  une  racine  de  la  proposée.  D'ailleurs  les  produits  de  la 
forme  AB...  sont  en  nombre  q^r^...  et  tous  incongrus;  car  si  l'on  avait 

2 
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AB. ..  ^  A'B'. . .    sans    avoir  A  ^  A',    B^B', ...,    soit    par    exemple 
A  ^  A' (mo(l./>),  on  aurait 

AA'-  =  BB'-'.,.;     d'où    (AA'-y^-  =  (B' B-. .  .r^' '  =  i. 
ce  qui  est  absurde;  car  A  A'"*  satisfaisant  à  la  congruence 

les  exposants  de  celles  de  ses  puissances  qui  sont  congrues  à  Tunité  sont  des 
mulliples  du  moindre  d'entre  eux,  lequel  étant  >i  (puisque  A^A')  et 
divisant  q"^  sera  divisible  par  q\  or  r^./.  n'est  pas  divisible  par  q.  Donc  les 
q^r^...  produits  AB...  sont  tous  incongrus  et  égaux  aux  diverses  racines 
de  la  congruence  proposée. 

Enfin  si  A,  B,...  sont  des  racines  primitives  des  congruences  correspon- 
dantes, AB...  sera  une  racine  primitive  de  la  proposée;  car«  s'il  en  était 
autrement,  elle  satisferait  à  l'une  des  congruences 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu»  car  on  a 

(  AB  . . .  )î  =  Kf-'  '■^••-  B»*""'  '^••- . . .  =  Aî'~'  '■^•••, 

expression  qui  ne  peut  être  congrue  à  i,  y*~*rP...  n'étant  pas  divisible 
par  y*. 

Au  coniraire,  si  A  n'était  pas  une  racine  primitive,  il  est  manifeste  que 

Q 

(AB...)''  se  réduirait  à  i  (mod./>). 
Les  congruences 

^î* —  I^O,       X''    —  I^O,... 

ayant  respectivement  y*(i  — -jirPfi  — -J9-- racines  primitives,  la  pro- 
posée en  aura 

'•"••■(-i)(-7) 

* 

Ainsi  toute  congruence  de  la  forme 

x^^  I     (mod./?  , 


î  • 
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et  eo  prlicttlier  la  suivante 

xP-*^i    (mod./>), 
a  nécessairement  des  racines  primitives. 
13.  Il  est  intéressant  de  savoir  si  la  congruence  analogue 

x?(«)^i     (mod./iî), 

relative  aux  modules  composés,  a  également  des  racines  primitives.  Ce  sujet 
n  été  complètement  traité  par  M.  Scrret  dans  son  Algèbre  supérieure,  Sec- 
tion III,  Chapitre  II).  Nous  emprunterons  à  cet  important  ouvrage  les  résul- 
tats relatifs  au  cas  le  plus  simple,  où  m  est  une  puissance  d'un  nombre 
premier. 
Soit 

m=p*\     d*où     (p(m)=/?"  — //'-', 

p  étant  un  nombre  premier  impair. 

I**  Les  racines  primitives  des  deux  congruences 

jc^*-/»*"' ^  I     (mod,p)        el        jt/'-'^i     (mod.p) 

sont  congrues  entre  elles  suivant  le  module  p. 

Car  si  g  n'est  pas  congrue  a  une  racine  primitive  de  la  dernière  des  con- 
gruences ci-dessus,  et  qu'on  ait  par  exemple 

g*'^  I  (mod./;)  =  I  4-  rp, 
n  étant  </;  —  i,  on  aura 


g^p   '  =  (14-/7?)'     =»     (mod.p), 

np*~*  étant  </>^  —  /^''"*,  et  g^  ne  sera  pas  racine  primitive  de  la  première 
congruence. 

2*^  Soient  maintenant  a  une  racine  primitive  de  la  seconde  congruence, 
g  un  nombre  congru  h  a  (mod./>);  g  sera  ou  ne  sera  pas  racine  primitive  de 
la  première  congruence,  suivant  que  g^^*  —  i  ne  sera  pas  ou  sera  divisible 
par  p^. 

Car  soit  g'  la  première  puissance  de  g  qui  soil  congrue  à  i  (mod.^''),  elle 
le  sera  à  i  (mod./?);  donc  /  est  un  multiple  de  /?  —  i .  Ob  s^ait  d'ailleurs  qu'il 
divise/?"— />^"^;  il  sera  dx^ncégal  à/?^(j»  —  4),  X  étant  un  certain  entier. 

2. 
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Or  soit  g*^*  =  I  -h  kp\  k  étant  non  divisible  par/);  on  aura  en  général 

kl  étant  un  entier  premier  à  p.  Donc  la  plus  petite  des  valeurs  de  X,  telle 
qu'on  ait 

sera  v  —  i;  elle  sera  v  —  i  si  i=i,  et  g  sera  racine  primitive  :  elle  sera 
moindre  dans  le  cas  contraire. 

3°  Posons  donc  g=  a  -h  np  et  cherchons  à  déterminer  n  de  telle  sorte 
que  gP"*  —  I  ne  soit  pas  divisible  par/>*.  On  a 

expression  non  divisible  par />^  si  n  est  choisi  de  telle  sorte  qu'on  ait 

\-{p  —  i)aP-^  n>^o    (mod.p), 

relation  qui  peut  toujours  être  satisfaite,  {p—  i)  a''"^  étant  premier  k/?. 

Il  est  clair  que  cette  inégalité  sera  satisfaite  pour/?  —  i  valeurs  de  n  infé- 
rieures  a/?;  en  ajoutant  à  chacune  d'elles  un  multiple  quelconque  de  p 
inférieur  à/?^*,  on  aura  {p  —  i)  /?''"**  valeurs  distinctes  de  n  qui  donneront 
pour  g  autant  de  valeurs,  toutes  inférieures  à  p^j  et  dont  chacune  sera  une 
racine  primitive. 

14.  Soit  maintenant  /w  =  2^.  Si  v  =  2,  la  congruence 

x?^2'^  =  x''^'  =  I     (mod.  2^) 

aura  la  racine  primitive  3.  Si  v  >  2,  elle  n'aura  pas  do  racine  primilive,  car 
tout  nombre  a  premier  à  2  peut  s'écrire  ainsi 

a  =  ±  i  H-  2'+»  /r, 
k  étant  un  entier  impair,  et  l'on  aura  en  général 

kl  étant  un  entier  impair.  La  moindre  valeur  de  X  pour  laquelle  a^  sera 
divisible  par  2"^  sera  donc  v  —  2  —  i,  nombre  inférieur  à  v  —  i;  donc  a  ne 
sera  pas  racine  primitive  de  la  congruence  proposée.  Mais  si  l'on  pose  1  ==  o- 
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la  valeur  cherchée  de  X  sera  v  — 2;  a*'"'  sera  donc  la  première  puissance 
de  a  qui  satisfasse  à  la  congruence  proposée.  Parmi  les  diverses  puissances 

a,  a^,  a',...,  a**"*  toutes  incongrues  entre  elles,  il  n'en  existe  évidemment 

qu'une  seule  a**"*  qui  soit  différente  de  i(mod.2^),  dont  le  carré  soit 
congru  à  i  (mod.  2"),  et  qui  par  suite  soit  de  la  forme  ±  i  h-  ^"^  h,  k  étant 
impair.  Or  cette  forme  contient  plusieurs  nombres.  Soit  b  l'un  d'entre  eux 

autre  que  a^^^x  b^  sera  congru  k  1  (mod.  2^),  et  les  deux  suites 


a  à*  a*. . .  a^^^. 


ba  bà*  ba* . . .  ba^ 


dont  tous  les  termes  sont  évidemment  impairs  et  incongrus  suivant  le  mo- 
dule 2*^  reproduiront  (aux  multiples  près  de  2^)  la  suite  complète  des 
nombres  impairs  et  inférieurs  à  2"^. 

Des  résidus  de  puissances. 

i5.  La  considération  des  racines  primitives  permet  de  résoudre  très-sim- 
plement les  congruences  binômes.  Soit  en  effet  x''^a{mod.p)  une  sem- 
6/able   congruence,    et   soit  y  une    racine   primitive   de   la    congruence 
^'^^  —  1^0.  Un  nombre  entier  quelconque,  satisfaisant  nécessairement  k 
celte  dernière  congruence,  sera  congru  k  quelqu'une  des  puissances  de  j  : 
soit     donc    œ^y'    et    a^j*.  La    congruence    œ''  —  a^^o    deviendra 
y''*  — j*^o;  mais  pour  que  deux  puissances  de  y  soient  congrues  entre 
elles,  il  faut  et  il  suffit  que  leurs  exposants  diffèrent  de  multiples  de/?  —  i. 
La  question  sera  donc  ramenée  à  résoudre  la  congruence  du  premier  degré 

rz^a     (mod./i  — i), 

problème  traité  au  n"^  2. 

Le  problème  ne  comporte,  comme  on  l'a  vu,  aucune  solution  si  a  n'est 
pas  divisible  par  le  plus  grand  commun  diviseur  c^  de  r  et  de/?  —  i.  Sx  gc  est 

divisible  par  d',  il  en  comporte  une  inBnité,  de  la  forme  a,  -h  A^-^»  parmi 

lesquelles  il  en  existe  évidemment  &  qui  sont  inférieures  a /?  —  i. 

16.  Soit  en  particulier  r  =  2,  /?  étant  impair.  On  dit  généralement  que  a 
esi  résidu  quadratique  de  p  ou  non  résidu  quadratique^  suivant  que  la  con- 
gruence a?*  —  a  ^  o  {inod.p)  sera  possible  ou  non.  On  voit  que  a  sera  résidu 


14  UVRE  PREMIER. 

OU  non  résidu,  suivant  que  a  sera  congru  à  une  puissance  paire  ou  à  une 
puissance  impaire  de  y.  Soient  a^y^  et  b^y^  deux  nombres  quelconques 
non  divisibles  par /?  :  leur  produit  db^y^^^  sera  résidu  quadratique  s*i1s 
sont  tous  deux  résidus  ou  non  résidus,  car  a  et  /3  étant  tous  deux  pairs  ou 
tous  deux  impairs,  a+]3  sera  pair.  Au  contraire,  le  produit  d'un  résidu  par 
un  non  résidu  sera  un  non  résidu. 


§  III.  —  Théorie  de  Galqis. 

17.  Considérons  maintenant  une  congruence  irréductible /(a?)  ^o,  dont 
le  degré  v  soit  >  i.  Elle  n'admet*  comme  on  l'a  vu,  aucune  solution  en 
nombres  entiers;  mais  rien  n'empêche  d'introduire  dans  le  calcul  un  sym- 
bole imaginaire  i.  supposé  lel  que  l'on  ait/(i)  ^o,  et  de  prendre  en  consi- 
dération, outre  les  entiers  réels,  les  entiers  complexes  formés  avec  cette 
imaginaire.  Grâce  à  cette  convention,  on  va  voir  que  la  congruence 
f[x)^o  admettra  précisément  v  raciocs  imaginaires  incongrues  entre 
elles. 

En  premier  lieu,  soit  Y[i)  une  fonction  entière  de  i;  divisons-la  par/(«), 
il  viendra 

ij/(i)  étant  de  la  forme  ai^"^  4-  bi"*"^  -f- Si  cette  fonction  n'est  pas  identi- 
quement nulle,  «KO»  ^^  P^**  suite  F(i),  ne  pourra  être  congrue  à  zéro;  car  si 
l'on  avait  à  la  fois  ^  [i]  ^  o  et  f{i)  ^  o  on  aurait  /(i )  ^  o,  /(i  )  étant  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  ^  [i)  et  ùef{i).  Mais/(i )  étant  irréductible, 
;((i)  devra  se  réduire  à  un  entier  constant,  essentiellement  différent  de 
zéro.  On  arriverait  ainsi  à  une  absurdité. 

Donc  :  i**  ¥{i)  ne  peut  être  congrue  à  zëwque  si  elle  est  divisible  par  f[i)\ 
2^  si  elle  n'est  pas  congrue  à  zéro,  elle  sera  congrue  à  l'un  des  p^  —  1  nombres 
de  la/orme  ae""*  H- fo*""^,...  obtenus  en  donnant  a  a,  b,...  tous  les  sys- 
tèmes possibles  de  valeurs  inférieures  a  p,  sauf  le  système  de  valeurs  a  =  o, 
6  =  o,..,;  3**  enfin  ces p^ —  1  nombres  sont  incongrus  entre  eux,  car  si  deux 
d'entre  eux  A  et  B  étaient  congrus  entre  eux,  A  —  B  serait  congru  a  zéro 
sans  s'annuler  identiquement,  ce  qui  est  absurde,  comme  on  vient  de  le 
voir. 

Si  donc  on  répartit  les  entiers  complexes  non  congrus  a  zéro  en  classes, 
en  groupant  ensemble  ceux  qui  sont  congrus  entre  eux,  on  aura  p^—  i 
classes,  contenant  chacune  «n  des  nombres  ai""*  -h  61""^-!-.... 
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En  outre»  le  produit  de  deux  entiers  complexes  ket^ne  peut  être  congru 
à  zéro  que  siVun  de  ses  facteurs  l'est.  Car  si  le  produit  est  congru  à  zéro,  il 
est  divisible  par/(i);  donc/(c)  divise  l'un  des  facteurs,  lequel  sera  congru 
k  zéro. 

Cela  posé,  on  établira  sans  difficulté,  en  répétant  les  raisonnements  des 
n^»8,  10.  11  et  12: 

i^  Qxx^une  congruence  quelconque  de  degré  m  admet  au  plus  m  racines ^ 
tant  réelles  que  com[)lexes,  incongrues  entre  elles; 

2®  Que  tout  entier  réel  ou  complexe  satisfait  à  la  congruence  x^*'^  —  i  ^:  o  ; 

3^  Que  J  étant  un  diviseur  quelconque  de  p^  —  u  la  congruence  x^—  i  h=  o 
a  â  racines  incongrues  entre  elles^  parmi  lesquelles  il  en  existe  qui  sont  pri- 
mitives. 

18.  La  congruence  f[x)^o  admet  les  v  racines  i,  i'',...,  i^^~\  Soit  en 
effet 

f(i)z=:  mi"  -♦-  /îi*^*  4-  . . .  îs  o. 

Élevons  ce  polynôme  à  la  puissance//'  et,  après  avoir  développé  par  la  for*- 
mule  du  binôme,  supprimons  les  termes  divisibles  par/?;  il  vient 

[f(i)y^mP'i"p'-^nP'ii^^^p''h. . . . 
Mais  m,  n,...  étant  des  entiers  réels,  on  a 

9 

mP^m,     d'où     m/^'^m,...; 

(lODC 

etcornme/(i)^o,  on  aura/(i'^)^o,  quel  que  soit  r. 

Lesv  racines  i,  i'',...,  «'''"',  dont  nous  venons  de  prouver  Texislence,  sont 

d'ailleurs  incongrues  entre  elles,  car  si  Ton  avait  par  exemple  I'^^^^''^ 
r  étant  >  p  et  <  v,  tout  entier  complexe  satisferait  à  celte  congruence;  car 
OD  aurait 

Celle  congruence  aurait  donc/?"—  i  racines  incongrues  entre  elles,  quoique 
son  degré p^  soit  inférieur  à  />"—  i ,  ce  qui  est  impossible. 

19.  Soit  ç(i)  une  fonction  entière  quelconque  de  i;  les  diverses  foncîlions 
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9(1';,  ç(/''j,...,  ?(«''*"')  sePODl  dites  conjuguées  les  unes  des  autres.  Leur 
somme,  étant  symétrique  par  rapport  aux  racines  de  la  congruence  à  coeffi* 
cients  réel8/(i)  ^o,  sera  un  entier  réel  exprimable  au  moyen  de  ces  coef- 
ficients. 

Si  un  entier  complexe  ç  (i  )  satisfait  à  une  congruence  quelconque  F(a?)  ^o, 
ses  conjugués  y  satisfont,  car  la  relation  F  [9  (i  )]  ^  o  ne  peut  avoir  lieu  que 
si  le  polynôme  F  [9(0?)]  est  divisible  par/(a?),  auquel  cas  toutes  les  racines 
de  f[x)  ^  o  l'annuleront,  d'où  F  [9  («'')]  ^  o,  etc. 

20.  Soit  maintenant  Y{x)^o  une  congruence  quelconque.  Décomposons 
son  premier  membre  en  facteurs  irréduclibles/(a?), /,  (a;),...  ayant  respec- 
tivement pour  degrés  /x,  jx,,..  .  Soit  v  =  /xrf  le  plus  petit  multiple  de  jx, 
jX|,....  S'il  existe  une  congruence  irréductible  de  degré  v,  soit  i  une  de  ses 
racines  cboisie  arbitrairement.  La  congruence  F(ic)^o,  dont  le  degré  est 
fjH-|X,,...,  aura  précisément  ii-^-yL^..,  racines  égales  ou  inégales,  et  qui 
toutes  seront  des  fonctions  entières  de  i. 

En  effet,  pour  que  l'on  ait  F(a?)^o,  il  faut  et  il  suffit  que  x  satisfasse  à 

l'une  des  congruences/(j7)^o, /i(a7)^o, Considérons  spécialement 

l'une  d'elles,  la  première  par  exemple  :  soit  y  une  de  ses  racines,  on  aura, 

comme  on  l'a  vu,y'^^y,  et  par  suite 

j^=j^^       =r      =j^       =-=y; 

donc  j  satisfait  à  la  congruence  x^^ej^x,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à 
celle-ci  a?'"'"*  — 1^0,  dont  toutes  les  racines  sont  des  fonctions  cnlières  de  /. 

21.  Il  reste  à  s'assurer  que,  quel  que  soit  le  nombre  v,  il  existe  au  moins 
une  congruence  irréductible  de  degré  v.  Cette  vérification  est  facile.  Considé 
rons  en  effet  la  congruence 

et  décomposons   son   premier   membre    en    fadeurs    irréductibles   ^{x), 

9i(j?),....  Ces  facteurs  seront  tous  inégaux,  car  si  a?'''  — a?  avait  un  facteur 
double,  il  diviserait  sa  dérivée,  laquelle  se  réduit  à  —  i  (mod./?),  ce  qui  est 
absurde.  Soient  ff{x)  Tun  de  ces  facteurs,  X  son  degré,  /  une  des  racines 

de  la  congruence  (f{x)^o\  ses  autres  racines  seront  /^,  l^\...,  Ip^~\  et 
l'on  aura 
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Ceux  des  termes  de  la  suite  indéfinie  /»  /^,...,  /''^...  qui  sont  congrus  a  / 

seront  donc  les  suivants  :  /,  Z**^,  /'''\....  Mais  K^/;  donc  X  divise  v. 

1^  Cela  posé,  admettons  d'abord  que  v  soit  égal  ^  (f-^  q  étant  premier. 

Si  X<v,  il  divisera  9*"*;  on  aura  par  suite  V''^     ^/.  Donc  le  polynôme 

x^  — .a?  =  X  sera  divisible  par  ^{pc)\  il  le  sera  de  même  par  tous  ceux 
des  facteurs  de  x^^  —  x  dont  le  degré  est  moindre  que  v.  Ces  facteurs  étant 

inégaux,  il  sera  divisible  par  leur  produit.  Le  polynôme  ^^  dont  le  degré  d 

est  égal  à  z?^*  — /^^*  '»  ne  contiendra  donc  plus  que  ceux  des  facteurs  irré- 
ductibles de  Y  dont  le  degré  est  précisément  égal  à  v.  Donc  il  existe  tou- 
jours de  semblables  facteurs,  et  leur  nombre  est  égal  à  -• 

îï®  Soit  plus  généralement  v  =  5r*rP...,  y,  r,...  étant  premiers.  Soient 
respectivementy,  yi»...  des  racines  appartenant  à  des  congruences  irréduc- 
tibles de  degrés  ^r",  r^...:jj/,,...  sera  racine  d'une  congruence  irréductible 
de  degré  v.  En  effet,  v  étant  divisible  par  (f-y  r^,...  on  aura 

7''' =y  »  iK = 7  «>  -M   d'où  (  j[/, ...  y'  =  ji/,    . 

Le  degré  X  de  la  congruence  irréductible  dontjy'i...  f^st  la  racine  est  donc  un 
diviseur  de  v.  Mais  s'il  était  moindre  que  v,  il  diviserait  un  des  nombres  -9 

-9 —  Supposons  qu'il  divise  -1  on  aurait 

V  •  V 

•.  •         « 

[jj^'-y  =JJ*'-   l     dou    jf  =y, 

ce  qui  est  impossible,  -  n'étant  pas  un  multiple  de  q'^. 

22.  Remarque.  —  Les  résultats  obtenus  ci-dessus  pour  les  congruences 
a  coefficients  réels  s'étendent  aisément  à  celles  dont  les  coefficients  sont  des 
entiers  complexes  (le  module  p  restant  réel  et  premier).  Ainsi,  soit  v  le  de-, 
gré  de  la  congruence  irréductible  à  laquelle  satisfait  l'imaginaire  1  que  l'on 
a  introduite.  La  congruence  x^^i  (mod.  p)t  où  (^  =  y"r^...  est  un  diviseur 

de  p^—if  aura  q^r^...  (  1  — -)  f  i  — -]•••  racines  primitives,  de  la  forme 

ai""* -+- W"-* -h —  De  même  encore,  la  résolution  d'une  congruence  bi- 
nôme a  coefficients  complexes  se  ramène  à  celle  d'une  congruence  du  pre- 

3- 
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inier  degré  :  les  entiers  complexes  se  partageront  en  résidus  et  non  résidus 

quadratiques  de  p  :  etc 

Soit  l'une  imaginaire  quelconque  :  et  soient  a?»»...,  x^^...  les  racines  de 
la  congruence 

La  congruence  à  coefficients  conjugués 

aura  pour  racines  a?^^...,x^, Car  on  a  identiquement 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DES  SUBSTITUTIONS  EN  GÉNÉRAL. 


§  l*^  —  Premiers  principes  de  la  théorie. 

Préliminaires* 

23.  Oq  donne  le  nom  de  substitution  à  l'opération  par  laquelle  on  inter- 
vertit un  certain  nombre  de  choses  que  Ton  peut  supposer  représentées  par 
des  lettres  a»  6,.... 

24.  Une  substitution  donnée  S  peut  être  définie  de  la  manière  suivante  : 
Soient  a  une  des  lettres  données  prise  arbitrairemeiU»  b  celle  qui  la 

remplace  lorsqu'on  effectue  la  substitution  S;  soit  de  /même  c  la  lettre  qui 
remplace  &,...  jusqu'à  une  lettre  A  qui  sera  remplacée  par  a.  Les  lettres  a, 
b,  Cf...^  k,  qui  se  remplacent  ainsi  en  cercle,  forment  un  cycle.  Si  ce  cycle 
contient  toutes  les  lettres,  la  substitution  sera  dite  circulaire.  Sinon,  une 
lettre  étrangère  à  ce  cycle  donnera  naissance  à  un  nouveau  cycle  a',  &',...,  ^. 
Il  pourra  de  même  y  en  avoir  un  troisième,  un  quatrième,  etc.  Si  une  lettre 
n'est  pas  déplacée,  elle  forme  à  elle  seule  tout  son  cycle.  Mettant  les  cycles 
en  évidence,  on  pourra  désigner  la  substitution  S  par  la  notation 

S  =  {ab. . .  A-)(a' 6'. . .  k'){a\  . .  *•"). . . . 

25.  Le  nombre  des  substitutions  distinctes^est  1.2.3...  n,  en  y  comprenant 
la  substitution  dite  unite\  qui  laisse  chaque  lettre  ksa  place. 

2^  Soient  Â  et  B  deux  substitutions  :  nous  désignerons  par  AB  la  substi- 
tution résultante  obtenue  en  efTectuant  d'abord  la  substitution  A,  puis  la 
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subslitution  B.  Le  sens  des  notations  A^,  A',...  se  trouve  ainsi  expliqué. 
A"*  sera  la  substitution  qui,  multipliée  par  A,  reproduit  l'unité. 

27.  On  dira  qu'un  système  de  substitutions  forme  un  groupe  (ou  un  fais- 
ceau) si  le  produit  de  deux  substitutions  quelconques  du  système  appartient 
lui-même  au  système. 

Les  diverses  substitutions  obtenues  en  opérant  successivement  tant  qu'on 
voudra  et  dans  un  ordre  quelconque  certaines  substitutions  données  A,  B, 
C,...  forment  évidemment  un  groupe  :  nous  l'appellerons  le  groupe  dérivé 
de  A,  B,  C,...,  et  nous  le  désignerons  par  le  symbole  (A,  B,  C,...). 

28.  L'orrf/ied'un  groupe  est  le  nombre  de  ses  substitutions  :  son  degré  est 
le  nombre  des  lettres  soumises  à  ses  substitutions. 

29.  Considérons  en  particulier  le  groupe  A,  A*,...,  A"*,...  des  substitu- 
tions dérivées  d'une  seule  substitution  A  =  (aJ...  A)  (a'è'...  *')....  Soient 
respectivement  /,  /',...  les  nombres  des  lettres  de  chacun  des  cycles  de  A, 
fx  leur  plus  petit  multiple;  l'ordre  de  ce  groupe  sera  égaFà  |x.  En  effet,  la 
substitution  A"*  remplace  chaque  lettre,  telle  que  a,  par  celle  qui  la  suit  de 
m  rangs  dans  son  cycle.  A**  sera  donc  la  première  substitution  de  la  suite  A, 
A^,...  qui  se  réduise  à  l'unité.  D'ailleurs  les  substitutions  A,  A*,...,  A^*  se- 
ront toutes  distinctes;  car  si  Ton  avait  A^=  A^',  on  aurait  A^""^'=  i,  ce  qui 
est  impossible,  X  et  X'  étant  <fji.  Les  puissances  suivantes  A^\  A^^,... 
reproduiront  périodiquement  la  suite  A...  A^. 

Nous  dirons  dans  la  suite  pour  abréger  que  /x  est  \ordre  de  la  substitu- 
tion A.  Mais,  pour  parler  exactement,  on  devrait  dire  que  c'est  l'ordre  du 
groupe  dérivé  de  A, 

30.  Si  A  est  une  substitution  dont  tordre  D  soit  un  nombre  composé  tel 
que  dâ,  la  substitution  A^  sera  d'ordre  d.  En  effet,  la  suite  de  ses  puissances 
A^,  A^^,...,  A**^,...  se  reproduira  périodiquement  au  delà  de  d&. 

On  peut  toujours  prendre  pour  d  un  diviseur  premier  de  D,  et  Ton  voit 
ainsi  que  d'une  substitution  quelconque  donnée  A  on  déduit,  en  la  répétant 
convenablement,  une  substitution  d'ordre  premier. 

31.  Soit  en  général  D  =p*^Pr^,..,  /?,  y,  r,...  étant  des  facteurs  premiers 

J5-  JL  -L 

différents.  Les  substitutions  A''*=Ao  A^^=A2,  A'"^=  A,,...  sont  respecti- 
vement d'ordre/?*,  q^,  r^.*.,  et  font  toutes  partie  du  groupe  dérivé  de  A. 
Réciproquement,  A  dérive  de  ces  substitutions  combinées  entre  elles,  car 
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les  entiers  —»  —„>  --?•••  n'avant  aucun  diviseur  commun  autre  que  l'unité, 
on  peut  déterminer  des  entiers  /,  m,  n,,..  satisfaisant  à  la  relation 


d'où  Ton  déduit 


,  D  D         D 


,  l>  D  D 


32.  Soient  Â  et  6  deux  substitutions.  Formons  la  substitution  B~*AB; 
nous  l'appellerons  la  transformée  de  A  par  B. 

Théor£H£.  —  Les  cycles  de  la  transformée  B""*AB  sont  respectivement -com- 
posés du  même  nombre  de  lettres  que  ceux  de  A^  et  chacun  d'eux  s'obtiendra 
en  remplaçant  chacune  des  lettres  du  cycle  correspondant  de  A  par  la  lettre 
que  B  lui  fait  succéder. 

En  effet,  soienta,  6,  c,...  les  lettres  de  Tun  des  cycles  deA;  a',  b',  c',...  les 
lettres  qUe  B  leur  fait  succéder;  B~*  remplace  a'  par  a,  que  A  remplace  par  6, 
queB  remplace  par  b'  :  donc  B^^AB  remplace  a'  par  b'.  Elle  remplace  de 
même  V  parc', —  L'un  de  ses  cycles  est  donc  formé  des  lettres  a\  b\  c',.... 

33.  Deux  substitutions  sont  dites  semblables  lorsqu'elles  ont  le  même  . 
nombre  de  cycles,  contenant  respectivement  le  même  nombre  de  lettres. 

D'après  le  numéro  précédent,  toute  substitution  A  est  semblable  à  l'une 
quelconque  de  ses  transformées,  telle  que  B^*AB.  Réciproquement,  si  deux 
substitutions  A  et  A^  sont  semblables ^  on  pourra  déterminer  une  substitution 
qui  transforme  A  e/i  A,.  Car  soient  par  exemple 

A={abc){de){fgh     A.  =  {bdc)(af)[eg) 

deux  substitutions  semblables; 'la  substitution  B  qui  remplace  respective- 
ment a,  6,  c,  d,  e,f  g  p^v  b,  d,  c,  a,/,  e,  g  transformera  A  en  A,. 

La  substitution  B  ne  sera  pas  la  seule  qui  produise  cette  transformation, 
car  en  écrivant  chaque  cycle  de  A,,  on  peut  mettre  une  lettre  quelconque  à 
la  première  place;  on  peut  en  outre  permuter  entre  eux  les  cycles  qui  ont 
le  même  nombre  de  lettres,  et  écrire  par  exemple  A,  =  {dcb)  [eg)  [af], 
forme  sous  laquelle  ses  cycles  correspondront  encore  avec  ceux  de  A,  de 
telle  sorte  que  l'on  ait  C'"*AC  =  A^  C  étant  la  substitution  qui  remplace  a, 
*»  Cy  d,  c,  /,  g  par  d,  c,  6,  e,  g,  a,  /. 

Supposons  en  général  que  chacune  des  substitutions  A,  A|  contienne 
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[i  cycles  de  n  lettres,  f/<  cycles  de  /i,  leltres;....  Il  est  clair  qu'on  pourra  faire 
correspondre  les'  cycles  de  A,  à  ceux  de  A  de  i.2...|x/i^.i.2...(X|n,^... 
manières  différentes,  ce  qui  fournira  autant  de  substitutions  B,  C,...  trans- 
formant A  en  A,. 

Si  Ton  suppose  que  A,  soit  identique  à  A,  on  aura  les  substitutions  qui 
transforment  A  en  elle-même.  Le  produit  de  deux  quelconques  d'entre  elles 
jouit  évidemment  de  la  même  propriété  :  elles  forment  donc  un  groupe  dont 
Tordre  est  celui  que  nous  venons  de  déterminer. 

•  34.  Si  deux  substitutions  D  et  A  sont  telles,  que  l'on  ait  D*"*AD  =  A,  d'où 
AD  =  DA,  les  deux  substitutions  A  et  D  seront  dites  échangeables, 

35.  La  transformée  du  produit  de  deux  substitutions  est  le  produit  de  leurs 
transformées f  car 

M-ABM  =  M-'AM.M-BM. 

Donc,  si  A,  B,...  sont  des  substitutions  formant  un  groupe^  leurs  transfor- 
mées par  une  substitution  quelconque  M  formeront  un  groupe,  qu'ofi  pourra 
appeler  le  groupe  transformé  de  (A,  B...)  par  M.  Si  ce  groupe  transformé  se 
confond  avec  le  groupe  (A,  B...),  on  dira  que  M  est  permutable  à  (A,  B...). 

Il  est  clair  que  les  substitutions  permutables  à  un  groupe  donné  forment 
elles-mêmes  un  groupe. 

36.  Si  deux  substitutions  AetB  sont  échangeables  entre  elles ^  leurs  transfor- 
mées le  sont  encore,  car  on  aura 

M-AM.M-'BM  :rr:  M-'ABM  =:  M^BAM  =  M-'BM.M-AM. 

On  voit  de  même  que  si  une  substitution  est  permutable  à  un  groupe,  sa 
transformée  sera  permutable  au  groupe  transformé,  quelle  que  soit  la  substi- 
tution transformante  M. 

37.  Lorsqu'une  substitution  M  est  permutable  à  un  groupe  G,  les  substitu-- 
tions  dérivées  de  G  et  de  M  pourront  toutes  se  mettre  à  volonté  sous  chacune  des 
deux  formes  g„M^  ou  M^-g,„',  g^,  gm'  étant  convenablement  choisies  parmi 
les  substitutions^!,  g2^"*  du  groupe  G.  Car,  par  hypothèse,  quel  que  sait /i, 
M-'^^M  sera  égale  à  une  substitution  de  G,  telle  que  gn*;  d'où  ^„M  =  M^„/. 
Si  donc  on  considère  une  substitution  quelconque  dérivée  des  substitutions 
de  G  et  de  M,  telle  que  g^M^g^M^gi,...,  on  pourra,  par  une  série  d'inter- 
versions successives,  faire  passer  les  M  en  arrière  et  la  ramener  ainsi  à  la 
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forme  gm^^'*'^'*'"'  ou   les  faire  passer  en  avant  pour  obtenir  la  forme 

38.  Si  toutes  les  substitutions  d'un  groupe  H  sont  comprises  parmi  celles 
d'un  autre  groupe  G,  nous  dirons  que  le  groupe  H  esicontenu  dans  le  groupe  G. 

Un  groupe  sera  dit  aussi  général  que  possible»  ou  simplement  général, 
parmi  ceux  qui  satisfont  à  certaines  conditions  données,  s'il  n'est  contenu 
dans  aucun  autre  groupe  satisfaisant  aux  mêmes  conditions. 

Théorèmes  de  Lagrange  et  de  Cauchy, 

39.  TuÉOKEME.  —  Si'  le  groupe  H  est  contenu  dans  le  groupe  G,  son 
ordre  n  est  un  diviseur  de  N,  ordre  de  G. 

En  effet»  soient  i,  S,,  Sa»...»  S„_,  les  substitutions  de  H;  2  une  substitu- 
tion de  G  qui  ne  fasse  pas  partie  de  H;  G  contiendra,  outre  les  substitu- 
tions I»  S|,...,  S;,.,,  les  suivantes  :  2,  2So...,2S^.o  évidemment  différentes 
entre  elles,  et  qui  sont  en  outre  différentes  des  précédentes;  car  si  l'on 
avait  une  égalité  telle  que  2S|  =  83,  2  =  S,  87*  ferait  partie  de  G,l3ontre 
rhypothëse.  Donc  G  contient  au  moins  les  an  substitutions  ci-dessus  écrites. 
S'il  en  contient  d'autres,  soit  2|  l'une  d'elles  :  G  contiendra  2|,  21S4,..., 
2,  Sn.f,  substitutions  différentes  entre  elles  et  en  outre  différentes  des  pré- 
cédentes; car  si  l'on  avait  une  relation  telle  que  2184  =  282,  on  aurait 
Z,==28p,8p  =  8387' étant  une  des  substitutions  de  H;  2|  serait  donc  une  des 
2/1  substitutions  déjà  écrites,  ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse.  Donc 
Tordre  de  G  est  au  moins  égal  à  3n.  On  voit  de  même  que  s'il  est  >  3/i,  il 
sera  au  moins  égal  à  4^»  etc. 

Il  résulte  de  cette  démonstration  que  les  substitutions  de  G  peuvent  être 
disposées  en  un  tableau  tel  que  le  suivant  : 

I  ,  0|  ,  .  .  '  ,  On—i  > 

2*\y      2«i  9| ,  .  >  .  9      Zà\  On—\  > 


On  verrait  absolument  de  même  qu'elles  peuvent  être  disposées  en  tableau 
de  la  manière  suivante  : 

I  ,  dl9  .    «  •   ,  d||  — I  , 


i 
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Corollaire  L  —  V ordre  d'un  groupe  quelconque  de  substitutions  entre  k 
lettres  est  un  diviseur  de  1.2. 3...^. 

Car  le  groupe  donné  est  évidemment  contenu  dans  celui  formé  par  toutes 
les  substitutions  possibles,  lequel  a  pour  ordre  i.2.3...£. 

Corollaire  II.  —  Tout  groupe  qui  contient  une  substitution  d'ordre  p  a 
son  ordre  dimible  par  p. 

Car  il  contient  le  groupe  d^ordre  p  formé  par  les  puissances  de  la  substi- 
tution considérée. 

40.    Théorème.   —    Réciproquement ^  si  p  est  un  nombre  premier^  tout 
groupe  dont  l'ordre  est  dimible  par  p  contiendra  une  substitution  d'ordre  p. 

Ce  beau  théorème  est  dû  à  Cauchy,  qui  le  démontre  à  peu  près  comme  il 
suit  :        ' 

Lemme  I.  —  Soient  G  =(^0  g^y^f  S\l9"*)  ^^  H  =(A|,  Aa»-**»  ^v»-«0  deux 
groupes  quelconques  de  substitutions  contenus  dans  un  troisième  groupe  I; 
M,  N,  P  fe^  ordres  respectifs  de  ces  trois  groupes.  Lé  nombre  des  substitu- 
tions U  du  groupe  I  qui  ne  satisfont  à  aucune  relation  telle  que  §"1111  =  11^^1 
est  nul  ou  multy?le  de  MN. 

Car  soit  U  l'une  des  substitutions  cherchées  :  chacune  des  MN  substitu- 
tions de  la  forme  g^  Uh„  jouira  de  la  même  propriété;  car  si  l'on  avait 

on  en  déduirait 

relation  impossible  par  hypothèse,  gm^g^gm  et  hnh^h;;^  appartenant  res- 
pectivement aux  groupes  G  et  H.  D'ailleurs  ces  MN  substitutions  sont  toutes 
distinctes;  car  si  l'on  avait 

g^«UA«  — g-^UAv, 
on  en  déduirait 

relation  impossible. 

Le  nombre  des  substitutions  cherchées  (s'il  en  existe)  est  donc  au 
moins  MN.  S'il  est  >MN,  soit  V  l'une  de  ces  substitutions  qui  ne  soit 
pas  de  la  forme  gm^K-  Les  MN  substitutions  de  la  forme  gm^K  jouissent 
toutes  de  la  propriété  voulue  ;  elles  diffèrent  évidemment  les  unes  des  au- 
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très;  enfin  elles  diffèrent  des  précédentes;  car  si  l'on  avait,  par  exemple, 
on  en  déduirait 

V  serait  donc,  contrairement  à  Thypothëse,  une  des  substitutions  de  la 
forme  g^^U An. 

Le  nombre  des  substitutions  cherchées  sera  donc  au  moins  égal  k  2MN. 
S*ii  est  plus  considérable,  on  voit  de  la  même  manière  qu'il  est  au  moins 
égal  à  3MN,  etc. 

Corollaire.  —  Si  parmi  les  substitutions  de  H  il  n'en  existe  aucune  qui  soit 
semblable  à  quelqu'une  des  substitutions  de  6,  MN  divisera  P. 

En  efTet»  quel  que  soit  U,  il  sera  impossible  d*avoir  une  relation  de  la 
forme  g^M  =  UA^;  car  si  une  telle  relation  avait  lieu,  Ay  =  \}~^ g^\]  serait 
sembla.ble  à  g^^  contrairement  à  Thypothèse.  Le  nombre  des  substitutions  U 
qui  ne  satisfont  à  aucune  relation  semblable  sera  donc  égal  à  P,  nombre 
total  des  substitutions  de  I;  d'autre  part,  on  a  vu  qu'il  est  divisible 
par  MN. 

*  41.  Lemme  II.  —  Soient  p  un  nombre  premier  ;  p^  la  plus  haute  puissance 
de  p  qui  dime  le  produit  i  .2.3. .  .^  :  on  pourra  construire  un  groupe  de  substi- 
tutions d* ordre  p^  entre  k  lettres. 

Si  k<ip^  on  a/=  o,  />-^=  i,  et  le  groupe  formé  de  la  seule  substitution  i 
satisfera  à  la  question. 

Nous  allons  montrer  d'autre  part  que  si  la  proposition^est  vraie  pour  tout 
nombre  inférieur  à  p'*^  elle  le  sera  pour  tout  nombre  inférieur  k />"**. 

En  effet,  tout  entier  A:  non  inférieur  k/>^  et  inférieur  a/>^"*"*  peut  être  mis 
sous  la  forme  k  =  qp  +  r,  q  étant  <^^  et  r</).  Cela  posé,  parmi  les  k  let- 
tres données,  considérons-en  spécialement  qp  et  répartissons-les  en  q  sys- 
tèmes a,  6,  c,...,  a,,  64,  C|,...,  contenant  chacun /> lettres. 

Soient  S  la  substitution  qui  permute  circulairement  a,  6,  c,...  sans  dépla- 
cer les  autres  lettres;  S^  celle  qui  permute  circulairement  a^,  64,  C|,....  Soit 
d'autre  part  T  =  (^,  /j,..., /p...)  un  groupe  quelconque  de  substitutions 
qui  permutent  entre  eux  les  q  systèmes  a,  6,  c,...,  a^,  64,  c,,...  en  rempla- 
çant les  unes  par  les  autres  les  lettres  correspondantes.  Les  substitutions 
du  groupe  G  dérivé  de  S,  S,,,.,  et  de  T  seront  toutes  de  la  forme  géné- 
rale /jiS'SJ....  Car  soit,  par  exemple,  SP/p.S"  l'une  de  ces  substitutions  :  elle 

4. 
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est  idenliquement  égale  a  i^ç^S^t^S^.  Or  si  Ton  suppose,  pour  fixer  les 
idées,  que  ty,  remplace  le  système  a^  b^  c,...  par  le  système  a,.  fr|,  c,,..., 
t^^^^t^  sera  égal  à  S^  (32)  :  la  substitution  donnée  sera  donc  égale  à  /j^SjS*, 
ou-,  comme  S|  est  échangeable  à  S,  à  /|«,S^S^ 

L'ordre  de  G  sera  égal  à  M/>*,  M  étant  Tordre  de  T  :  en  effet,  dans  l'ex- 
pression générale  de  ses  substitutions  /ptS*SJ...,  on  pourra  prendre  pour  t^ 
une  quelconque  des  M  substitutions  de  T,  puis  assigner  à  chacun  des  expo- 
sants a^  p,...  toutes  les  valeurs  possibles  inférieures  a p,  et  toutes  les  substi- 
tutions obtenues  seront  distinctes;  car  si  l'on  avait,  par  exemple, 

on  en  déduirait 

relation  impossible  si  /jl'  différait  de  fx,  car  la  substitution  du  premier 
membre  déplacerait  les  systèmes,  ce  que  celle  du  second  membre  ne  fait 
pas.  Donc,  on  aura 

p.  -^  jx    et    ^  ^1  •  •  •  —  s^  S| . . . , 
d'où 

O  —  0|  •  •   •  • 

Or  la  substitution  du  premier  membre  de  cette  dernière  relation  ne  déplace 
que  les  lettres  du  premier  système,  que  celle  du  second  membre  laisse  im- 
mobiles; donc  elles  ne  pourront  être  identiques  que  si  elles  se  réduisent 
toutes  deux  k  l'unité;  donc  a  =  a';  on  aurait  de  même  j3  =  |3',  etc.  Donc 
l'égalité  /|i,S*S5...  = /ji./S*'Sf...  ne  peut  subsister,  à  moins  qu'on  n'ait  à  la 
fois/jL'  =  |ui,  a'  =  a,  j3'  =  |3,.... 

Cela  posé,  soit  p?  la  plus  haute  puissance  de  p  contenue  dans  le  pro- 
duit i.2.'i...q;  on  peut  par  hypothèse  choisir  T  de  telle  sorte  que  son  ordre 
soit  égal  à/??.  L'ordre  de  G  sera  alors  égal  à/??'"**^  =P^' 

42.  Soit  maintenant  H  un  groupe  qui  ne  contienne  aucune  substitution 
d*ordre  p^  p  étant  premier.  Aucune  de  ces  substitutions  n'aura  son  ordre 
divisible  par/>;  car  si  l'une  d'elles  était  d'ordre /^X,  sa  puissance  X  serait 
d'ordre/?  et  ferait  partie  de  H,  contre  l'hypothèse.  Au  contraire,  le  groupe  G, 
dont  nous  venons  de  montrer  l'existence,  ayant  pour  ordre /?-^,  l'ordre  de  cha- 
cune de  ses  substitutions  divisera />-^  (39)  et  sera  une  puissance  de  p.  Donc 
aucune  des  substitutions  de  H  n'est  semblable  à  aucune  de  celles  de  G;  en 
outre  G  et  H  sont  contenus  dans  le  groupe  I  formé  par  toutes  les  subslitu- 
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lions  possibles,  et  dont  Tordre  est  i  .2.3...  A  {k  étant  le  nombre  des  lettres). 
Donc  le  produit  des  ordres  de  G  et  de  H  divise  1.2. 3...*  (lemme  I,  corol- 

laire).  Donc  Tordre  de  H  divise       '  1"    )  donc  il  est  premier  à  p. 


§  II.  —  De  l\  Transitivité. 


Généralités. 


43.  Un  groupe  est  transitif  lorsque,  en  opérant  successivement  toutes  ses 
substitutions,  on  parvient  k  faire  passer  une  des  lettres  à  la  place  de  Tune 
quelconque  des  autres;  plus  généralement,  il  sera  n/ois  transitif  s\  ses  sub- 
stitutions permettent  d'amener  simultanément  n  lettres  données  a,  6,  c,... 
aux  places  primitivement  occupées  par  n  autres  lettres  quelconques  a', 
b'  c' 

Soient,  dans  ce  cas,  S  une  substitution  du  groupe  qui  fasse  succéder 
a,  6,  c,...  à  a\  h\  c',...;  T  une  autre  substitution  du  groupe  qui  fasse  suc- 
céder a,  6,  c,,,.  à  des  lettres  quelconques  a"^  h'\  c",...,  différentes  ou  non 
(les  précédentes  :  ce  groupe  contiendra  la  substitution  TS"*  qui  amène  les 
A  lettres  quelconques  a',  h\  c',...  aux  places  également  quelconques  qu'oc- 
cupaient primitivement  a",  6",  c",.... 

44.  TnéoRàME.  —  Soient  a,  b^c^...  des  lettres  quelconques  choisies  à  volonté 
parmi  celles  qui  entrent  dans  les  substitutions  d'un  groupe  G.  Soient  M  le 
nombre  des  systèmes  de  placer  différents  où  les  substitutions  de  G  permettent 
d'amener  les  lettres  a,  6,  c, ...  ;  N  V ordre  du  groupe  partiel  E  formé  par  celles  des 
substitutions  de  G  qui  laissent  ces  lettres  immobiles.  L'ordre  de  G  sera  égal 
àMN. 

Car,  soient  i,  ^,  q,...  les  N  substitutions  de  H;  R  une  substitution  de  G 
qui  amène  les  lettres  a,  6,  c,...  dans  Tun  quelconque  de  leurs  M  systèmes 
de  positions  :  il  y  aura  N  substitutions  distinctes  Rt/'B,  ^R,...  qui  les  amè- 
neront à  cette  situation,  et  pas  davantage;  car  soit  R|  une  substitution  de  G 
qui  jouisse  de  cette  propriété  :  R'^Ri,  laissant  a,  6,  c,...  immobiles,  se  ré- 
duira a  Tune  des  substitutions  i,  p,  9,....  Donc  R^  appartient  à  la  suite 
R, /'R,  ^R,.... 

Corollaire  I.  ^  Vordre  d'un  groupe  nfois  transitif  entre  k  lettres  est  divi- 
sible par  k[k  —  i)...  (i  —  /i  -I-  i)  (nombre  des  systèmes  de  positions  que  Ton 
peut  donner  à  n  lettres  arbitrairement  choisies). 
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Corollaire  II.  --  Soient  6 un  groupe  intransitif  entre  illettrés;  a^a^t...  les 
lettres  auxquelles  ses  substitutions  permettent  de  faire  succéder  une  lettre 
donnée  a.  Toutes  les  substitutions  de  6  feront  succéder  ces  lettres  les  unes 
aux  autres;  car  si  Tune  d'elles  S  fait  succéder  a,,  par  exemple»  à  une  autre 
lettre  /,  cette  substitution,  combinée  à  la  substitution  T  contenue  dans  G  qui 
fait  succéder  aka^^  donnera  la  substitution  ST  qui  fait  succéder  a  à  /;  donc 
/  fera  partie  de  la  suite  a,  ao--«- 

Les  k  lettres  se  partagent  donc  en  systèmes  a,  a«,...,  ^»  ^m--*»  ^»  <^o**-» 
contenant  respectivement  a  lettres,  ^  lettres^  y  lettres,  etc.,  et  tels  que  toute 
substitution  de  G  permute  entre  elles  les  diverses  lettres  d'un  même  système. 
Les  substitutions  de  G  seront  donc  toutes  de  la  forme  ABC,,..,  A'B'C',..., 
A,  A',...  étant  des  déplacements  effectués  entre  les  lettres  a,  ai,...,  B,  B',... 
des  déplacements  effectués  entre  les  lettres  &,  &i,...,  etc.  Le  déplacement 
opéré  entre  les  lettres  a^  Ut^...  par  le  produit  des  deux  substitutions  ABC..., 
A'BX'...  sera  AA';  donc  les  substitutions  partielles  A,  A',...,  considérées 
isolément,  forment  un  groupe,  transitif  par  rapport  aux  ce  lettres  a,  ^i,.... 
Le  nombre  M  des  positions  distinctes  que  prennent  ces  lettres  par  leà  substi- 
tutions G  est  égal  à  Tordre  de  ce  groupe,  lequel  est  un  diviseur  de  i  .2...  a. 
L'ordre  de  G  sera  égal  à  MN,  N  étant  l'ordre  du  groupe  H  formé  par  celles 
des  substitutions  de  G  qui  ne  déplacent  pas  a,  ai,.... 

Ce  groupe  H  ne  permutant  que  {k  —  a)  lettres,  son  ordre  sera  un  diviseur 
du  produit  1 .2... (A;  —  a).  S'il  n'est  pas  transitif,  soient  a\  a'^,...  les  lettres 
en  nombre  a'  qu'il  permute  avec  une  lettre  quelconque  a'  :  on  verra  de 
même  que  son  ordre  est  égal  k  M'N',  M'  étant  l'ordre  d'un  groupe  transitif 
entre  les  a' lettres  a',  a'^,...( lequel  divise  1.3.  ..a')  et  N' l'ordre  du  groupe  H' 
formé  par  celles  des  substitutions  de  H  qui  ne  déplacent  aucune  des  lettres 

U   ,   €i>  j  ,  •  .  .  . 

Continuant  ainsi,  on  voit  que  Vordre  de  G  sera  égalàJAWW. . .,  M,  M',  M",. . . 
étant  respectivement  les  ordres  de  certains  groupes  transitifs  entre  a,  a\  a",... 
lettres^  et  la  somme  a  ■+-  a'  -+-  a"  -h . . .  étant  égale  à  k.  Il  divisera  donc  le  pro- 
duit 1.2. ..a.  i.2...û('.  1 .2... 0e'^... 


Méthode  pour  la  recherche  des  groupes  plusieurs  fois  transitifs, 

45.  Soit  G  un  groupe  de  substitutions  entre  k  lettres  a,  a^^  a^j...y  lequel 
soit  au  moins  une  fois  transitif.  On  peut  se  proposer  de  chercher  à  construire 
un  groupe  L  au  moins  ft  4- 1  foistransitif  entre  A  +  fit  lettres  a,  a,,  aa,...»  a;i, 
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a:,,...,  oTpt  et  tel,  que  le  groupe  partiel  formé  par  celles  de  ses  substitutions 
qui  ne  déplacent  que  les  k  lettres  a,  a^^  as»...»  soit  précisément  G. 

Si  le  groupe  cherché  existe,  il  contiendra  au  moins  une  substitution  A,  qui 
laisse  immobiles  0:9,...»  x^f  et  qui  remplace  a  par  x^;  une  autre  substitu- 
tion Â2  qui  remplacerai  para?,  sans  déplacer  a?,,...,  œ^,  etc.;  enfin  une  sub- 
stitution A(t  qui  remplace  x^^  par  œ^.  On  pourra  donc  se  donner  àpriorices 
substitutions,  et  l'on  cherchera  ensuite  si,  en  les  combinant  entre  elles  et 
avec  les  substitutions  G,  on  n'obtient  aucune  substitution  autre  que  celles 
de  G  et  qui  laisse  en  repos  j?!,...,  x^.  Si  l'on  réussit  dans  cet  essai,  le  groupe 
(G,  A4,  A2,...,  Apt)  satisfera  au  problème;  car  ses  substitutions  permettent 
d'amener  x^  à  une  place  quelconque;  puis,  en  opérant  les  substitutions 
(G,  A|,...,  Aji.,),  on  pourra  amener  x^^,  à  une  autre  place  quelconque,  etc. 
Donc  le  groupe  est  bien  /x  +  i  fois  transitif.  Au  contraire,  si  l'on  ne  réussit 
pas  de  quelque  manière  que  Ton  choisisse  A4,  Aa,...,  A^.,  on  pourra  affirmer 
riihpossibilité  dii  problème. 

Ce  procédé  de  tâtonnement,  tel  que  nous  Tenons  de  l'indiquer,  serait  évi- 
demment impraticable;  mais  il  peut  être  avantageusement  modifié.  En  effet, 
soit  H  le  groupe  partiel  formé  par  celles  des  substitutions  de  L  qui  ne  dépla- 
cent que  les  A:  +  i  lettres  a,  ^4,  a,,...,  ^|.  Il  est  au  moins  deux  fois  tran- 
sitif: donc  son  ordre  est  divisible  par  le  nombre  ^(>t  + 1);  donc  il  est  divisible 
par  2.  Donc  le  groupe  contient  une  substitution  B  d'ordre  2  (40).  Soient  a;.,  a^ 
deux  lettres  que  B  permute  entre  .elles  :  H  contient  une  substitution  S  qui 
remplace  Or  et  a,  par  x^  et  a;  il  contiendra  par  suite  la  substitution  S^'BS, 
laquelle  est  d'ordre  2  et  permute  ensemble  Xi  et  a.  On  pourra  la  prendre 
pour  A4. 

Le  groupe  I,  formé  par  celles  des  substitutions  de  L  qtu  ne  déplacent  que 
a,a4,a9,.«.,â[74,  â?2,  étant  au  moins  trois  fois  transitif,  contient  une  substi- 
tution T  qui  remplace  a,  a?4,  x^  par  a?4,  a?,,  a.  Il  contient  la  substitution 
T'*AiT,  laquelle  est  semblable  à  A,  d'ordre  2,  et  permute  ensemble  0^4  et 
Xi  sans  déplacer  a.  On  peut  prendre  cette  substitution  pour  Aj. 

Continuant  ainsi,  on  voit  qu'on  peut  admettre,  sans  nuire  à  la  généralité 
delà  recherche:  i^que  toutes  les  substitutions  A4,  A2,...,  A^  sont  d'ordre  2 
et  semblables  entre  elles;  2®  que  chacune  d'elles  permute  entre  elles  deux 
des  lettres  a,  x^^  x^^...^  x^  sans  déplacer  les  autres. 

Gela  posé,  soient  F  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  G 
qui  ne  déplacent  pas  a;  2,^  une  quelconque  de  ses  substitutions;  S;,  une 
quelconque  de  celles  de  G  ;  X,  v  deux  indices  quelconques  moindres  que  jul  + 1 
et  qui  différent  de  plus  d'une  unité. 
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les  quatre  substitulions 

A»        x,a)[aia,]  aia,j{a^at). 
Aï     -  [x,Xt)[ataij[aTa^}[atai'), 

Ajr    'x,j:,)(fl,tf3)(fl»ûi,(fl«ai), 
A4--  ;X4X,;(/ifcfl4}(a,fl,;(a,tf:). 

de  groupe  remarquable  a  été  découvert  par  M.  Mathieu. 

§  III.  —  Groupes  yoy  primitifs.  —  Facteurs  de  wow-primitivité. 

48.  Un  groupe  trausitif  est  dit  non  primitif ,  lorsque  les.  lettres  peuvent  y 
être  réparties  en  systèmes  contenant  le  même  nombre  de  lettres,  et  tels  que 
dans  toutes  les  substitutions  du  groupe  les  lettres  de  chaque  système  soient 
remplacées  par  les  lettres  d'un  même  système  :  de  la  sorte,  toutes  les  sub- 
stitutions du  groupe  résulteront  de  déplacements  d'ensemble  entre  les  sys- 
tèmes,  considérés  chacun  comme  tout  d'une  pièce,  combinés  avec  des 
déplacements  convenables  opérés  en  même  temps  dans  l'intérieur  de  chaque 
système  entre  les  lettres  qui  le  composent. 

Les  groupes  dans  lesquels  les  lettres  ne  sont  pas  susceptibles  d'être  répar- 
ties en  semblables  systèmes  seront  appelés  par  opposition  groupes  pri- 
mitifs, 

49.  TiiKORKME.  —  Soit  G  un  groupe  non  primitif ^  dans  lequel  les  lettres 
puissent  être  réparties  de  deux  rruinières  différentes  en  systèmes  tels^  que  chaque 
substitution  de  G  remplace  les  lettres  d'un  système  par  celles  d'un  même 
système;  soient  S,  S,,...  et  T,  T,,»-*  l^s  deux  séries  de  systèmes  ainsi  ob- 
tenues. 

Partageons  les  lettres  de  chacun  des  systèmes  S,  S,,...  en  systèmes  moin- 
dres, en  laissant  ensemble  celles  qui  appartiennent  à  un  même  système  dans  la 
série  T,  T, , . . . .  Groupons  au  contraire  les  systèmes  T  en  systèmes  plus  généraux, 
en  réunissant  ensemble  ceux  qui  ont  quelque  lettre  commune  avec  un  même 
système  de  la  série  S,  S^ , . , . . 

Chacune  des  deux  nouvelles  répartitions  en  systèmes  '  ainsi  obtenues  jouira 
encore  de  cette  propriété  que  chaque  substitution  de  G  remplace  les  lettres  d'un 
même  système  par  celles  d'un  même  système. 

En  effet,  soient  S  et  T  deux  systèmes  choisis  dans  les  séries  S,  S,,...  et 
T,  T,,...,  de  manière  à  présenter  des  lettres  communes  a,  ai,....  Soient  Aune 
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autre  lettre  quelconque;  S,  et  T4  les  deux  systèmes  auxquels  elle  appartient 
respectivement  dans  les  deux  répartitions  S,  S,,...  etT,  T|,...  :  G  étant  tran- 
sitif renferme  une  substitution  1  qui  remplace  a  par  b\  elle  remplacera  les 
autres  lettres  du  système  S  par  des  lettres  du  système  S,  ;  celles  de  T  par  des 
lettres  de  T,  ;  donc  les  lettres  a,  a,,...»  communes  à  S  et  à  T,  seront  rem- 
placées par  des  lettres  6,  fe,,...,  communes  à  S,  et  à  T<. 

D'autre  part,  soient  a  une  lettre  de  S;  b  une  autre  lettre  quelconque  ap- 
partenant à  Sj  :  la  substitution  2,  qui  remplace  a  par  b,  remplacera  les  di- 
verses lettres  de  S,  telles  que  a,  a',...,  par  les  diverses  lettres  de  S,,  telles 
que  6,  6', . . .  ;  elle  fait  donc  succéder  aux  systèmes  T,  T', . . . ,  auxquels  a,  a', . . . 
appartiennent  respectivement,  les  systèmes  T|,  T, ,...  auxquels  h,  b\...  ap- 
partiennent. 

Remarques.  —  Si  toutes  les  lettres  de  T  appartenaient  à  S,  les  deux  nou- 
velles répartitions  en  systèmes  coïncideraient  évidemment  avec  les  deux  qui 
sont  déjà  données;  et  Ton  voit  par  là  que  chacun  des  systèmes  T,  T,,...  se- 
rait contenu  en  entier  dans  quelqu'un  des  systèmes  S,  S|,.... 

Si  S  et  T  n'avaient  qu'une  lettre  commune,  chacun  des  systèmes,  dans  la 
première  des  nouvelles  répartitions  ci-dessus,  serait  formé  d'une  seule 
lettre. 

Enfin,  si  les  systèmes  T,  T',...,  auxquels  appartiennent  respectivement 
les  lettres  de  S,  épuisaient  la  suite  T,  T,,...,  le  nouveau  système  résultant 
de  la  réunion  de  leurs  lettres  contiendrait  toutes  les  lettres  et  serait  unique. 

50.  Soient  maintenant  G  un  groupe  non  primitif;  E  l'ensemble  de  ses 
lettres  :  parmi  les  diverses  répartitions  en  systèmes  dont  ses  lettres  sont 
susceptibles  (telles,  que  chaque  substitution  de  G  remplace  les  lettres  d'un 
même  système  par  celles  d'un  même  système)  on  pourra  évidemment  en 
déterminer  un  certain  nombre 

Se»  .      T     T'  •      lî     IV  •         •      X     X' 

choisies  de  telle  sorte  : 

I®  Qu'il  n'existe  aucune  répartition  nouvelle  en  systèmes  tels,  que  l'un  de 
ces  nouveaux  systèmes  contienne  toutes  les  lettres  de  S  ; 

2*^  Que  S  contienne  toutes  les  lettres  de  T;  mais  qu'il  n  existe  aucune  nou- 
velle répartition  en  systèmes  telle,  que  l'un  de  ces  nouveaux  systèmes  ait  toutes 
ses  lettres  contenues  dans  S  et  contienne  toutes  celles  de  T  ; 

3**  Que  T  contienne  U  :  mais  qu'il  n'existe  aucune  nouvelle  répartition  en 

5. 
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systèmes  telle  ^  que  Vun  des  nouveaux  systèmes  soit  contenu  dans  T  et  con- 
tienne U; 

Etc.,  jusquà  la  dernière  repartition  X,  X',. . .,  dans  laquelle  chaque  système 
ne  contiendra  plus  qu'une  lettre. 

Soit  X  le  nombre  des  systèmes  S,  S',...,  que  dous  désignerons  maintenant 
par  S,,...,  Sx  :  chacun  d'eux  est  formé  de  la  réunion  des  lettres  d'un  cer- 
tain nombre  de  systèmes  de  la  suite  T,T',...  (49).  Désignons  en  général  par 
T^,,,...,  T^ j4  ceux  des  systèmes  T,  T',...  qui  sont  contenus  dans  S^  :  chacun 
d'eux,  tel  que  T^^y,  sera  formé  de  la  réunion  des  lettres  d'un  certain 
nombre  de  systèmes  pris  dans  la  suite  U,  U',...,  et  que  l'on  peut  désigner 
par  Ll^^^^i,...,  Uj;^^^v' 

Cela  posé,  s'il  existe  quelque  autre  répartition  des  lettres  en  systèmes  s ,  s', . . . , 
tels,  que  chaque  substitution  de  G  remplace  les  lettres  d*un  système  par  celles 
d'un  même  système,  on  pourra  déterminer  une  nouvelle  suite  de  répartitions 
jouissant  des  mêmes  propriétés  que  la  suite  S,  S',...;  T,  T',...  ;  U,  U',...; ..., 
et  parmi  lesquelles  se  trouve  la  nouvelle  répartition  s,  s',. . . . 

En  effet,  soit  s  celui  des  systèmes  $,  s\...  qui  contient  la  lettre  qui  forme 
à  elle  seule  le  système  X  :  cette  lettre  lui  sera  commune  avec  chacun  des 
systèmes  successifs  E,  S,  T,  U, . . . ,  X.  E  contient  évidemment  toutes  les 
lettres  de  s;  X  n'en  contient  plus  qu'une.  Soit  donc,  pour  fixer  les  idées, 
S  le  premier  système  de  la  suite  E,  S,  T,  U,...,  X  qui  cesse  de  contenir 
toutes  les  lettres  de  s.  D'autre  part,  8  contient  toutes  les  lettres  de  X  (qui  se 
réduisent  à  une  seule)  et  une  partie  seulement  de  celles  de  E  :  soit,  pour  fixer 
les  idées,  U  le  premier  système  de  la  suite  E,  S,  T,  U,...,  Xdont  8  contienne 
toutes  les  lettres. 

.s  résultera  de  la  réunion  d'un  certain  nombre  de  systèmes  de  la  suite 
U,,^ <,...,  \ix,x,zf"'  Soit  G  le  système  résultant  de  la  réunion  de  ceux  de 
ces  systèmes  qui  sont  communs  à  s  et  à  S  :  il  existera  (49)  une  nouvelle 
répartition  en  systèmes  c,  G',...  dans  laquelle  l'un  des  systèmes  soit  pré- 
cisément S. 

Cela  posé,  la  suite  des  répartitions 

<     <'  •      K     P/  •      TT     II'  •         •      \     \' 

f^y      ^.•••,  9  9***9  9  9***9***9  ''9      '^^    9   *    *    * 

jouira  des  propriétés  voulues. 

Soient  en  effet  U|,p,y,  11,,^',^/,.. .,  ceux  des  systèmes  de  la  suite  U,  U',. . . 
qui  sont  contenus  dans  G  :  les  indices  /3,  |3',...  seront  tous  différents. 

En  effet,  supposons  que  S  contint  les  deux  systèmes  U,,p,y  et  U,,^^''  *' 
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contient  en  outre,  par  construction»  le  système  U  =  U,,,,4.  Soient  a  une 
lettre  de  ce  dernier  système,  b  une  lettre  du  système  U^p.^;  G  contient  une 
substitution  g  qui  remplace  h  par  a  :  cette  substitution  remplacera  Ui,^,^ 
ps'rU,^,,, ,  et  Ui^p^y/  par  un  autre  système  \ix,y,t  dont  les  lettres  feront  partie 
de  s  que  g  ne  déplace  pas;  mais  6  et  a  appartenant  respectivement  aux 
systèmes  T,  p  et  T|,,,  g- remplace  ces  deux  systèmes  Tun  par  l'autre:  donc 
Ux,7.«  est  contenu  dans  T<,«;  donc  3?=  i,  j=  i;  donc  6  contiendra,  outre 
le  système  M^^^,^y  un  autre  système  au  moins  de  la  suite  U^,,,,,...,  U<  ,  ^r 
il  ne  peut  pas  les  contenir  tous,  car  il  contiendrait  T,,,  =T,  et  à  fortiori 
T  serait  contenu  dans  s,  contrairement  à  notre  hypothèse.  Mais,  d'autre 
pari,  s'il  n'en  contient  que  quelques-uns,  U, ,«,,,...,  U|,,^a,  on  peut  opérer 
une  nouvelle  répartition  en  systèmes  dans  laquelle  l'un  des  nouveaux  sys- 
tèmes soit  formé  de  la  réunion  de  ces  systèmes  U,,«,i,...,  U,,,,a  communs 
à  6  et  à  T  :  ce  nouveau  système  contiendrait  U  et  serait  contenu  dans  T,  ce. 
qui  est  contraire  à  notre  hypothèse. 

Les  indices  |S,  ]S',...  étant  tous  différents  et  compris  entre  i  et/x,  le  nombre 
des  systèmes  U,,p,y,  Ui^p'^y/,...,  sera  au  plus  égal  à  ]ut.  Nous  allons  prouver, 
d'autre  part,  qu't/  ne  peut  être  moindre  que  jm. 

En  effet  on  sait  qu'il  existe  une  autre  répartition  en  systèmes  dans  la- 
quelle l'un  des  nouveaux  systèmes  sera  formé  des  systèmes  Tf^p,  T,^p',...  de 
la  suite  T^,^  qui  ont  des  lettres  communes  avec  s.  Si  J3,  jS',...  ne  reprodui- 
saient pas  la  suite  complète  des  nombres  i,  2,...,  ju.,  ce  nouveau  système, 
qui  contient  T,  serait  contenu  dans  S  sans  se  confondre  avec  lui,  ce  qui  est 
supposé  impossible. 

Enfin  il  ne  peut  exister  aucune  répartition  en  systèmes  tels,  que  l'un  des 
nouveaux  systèmes ^  6,  contienne  U  et  soit  contenu  dans  ^  :  car  le  nombre  des 
systèmes  Uf^p^y,...,  dont  il  est  formé,  serait  inférieur  à  jut,  ce  dont  on  vient 
de  voir  l'impossibilité. 

On  voit  de  la  même  manière  :  i**  que  lIa,p,Yf...,  Ua',p',Y'>---  étant  ceux  des 
systèmes  \ix,y,z  Ç^^  contient  s,  on  ne  pourra  avoir  à  la  fois  a  =  a',  j3  =  ]3'; 
2^  que  le  nombre  des  systèmes  Ua,p,Y» . . .  est  égal  à  X/x;  3®  quil  n  existe  au- 
cune nouvelle  répartition  dans  laquelle  un  des  systèmes  contienne  s  et  soit 
contenu  dans  s,  etc. 

k      k       k 
Remarque.  —  k^  y»  =-—>  ^ — ?•••  étant  respectivement  les  nombres  de 

lettres  de  E,  S,  T,  U, . . .,  ceux  de  E,  s,  s,  U, ...  seront  respectivement 

.kk      k 

*j  ->  — 5  — r> 


. . .  • 
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51 .   Théorème.  —  Soient 

E,      r$,   §>•••»      ^>   ^  »  •  •  •  î      ^>   ^>  .  • .  5  •  •  •  »      ^>   X  ,  .  . . 

rfeMj?  ^a/Ve5  de  répartitions  quelconques  satisfaisant  aux  conditions  indiquées 
au  n°  50  ; 

Soient  A',  4 '  t-  »  ^ —  »  •  •  •  '^^  nombres  de  lettres  respectifs  de  E,  S,  T,  U, . . .;  X  ; 

Tt  T-^  1 — '  •  •  •  ceux  rfe  rS,  s,  tD,...  :  les  facteurs  /,  m,  /i  seront,  à  l'ordre  prés  ^ 
l     tm    tnin 

les  mêmes  que  les  facteurs  }<,  jul,  v 

En  effet  nous  venons  de  voir  qu'on  peut  trouver  une  suite  de  répartitions 

en  systèmes  contenant  les  facteurs  X,  jx,  v,.,.  et  dans  laquelle  figure  la  répar- 

•  tiiion  s,  s',....  On  en  déduira  ensuite  une  nouvelle  suite  de  répartitions  où 

figureront  les  répartitions  s,  S', . . .  et  5,  6', . . . ,  les  facteurs  étant  toujours 

égaux,  à  l'ordre  près,  à  X,  fx,  v,  etc. 

La  proposition  ci-dessus  montre  que  Ton  peut  classer  les  groupes  non 
primitifs  d'après  le  nombre  et  la  valeur  des  facteurs  X,  /z,  v,...,  que  l'on 
pourra  appeler  les  facteurs  de  non-primitivité  du  groupe  considéré.  Le  nombre 
de  ces  facteurs,  également  constant,  sera  le  degré  de  non-primitinté. 

52.  Soit  maintenant  H  un  groupe  transitif  quelconque  contenu  dans  G  : 
chacune  de  ses  substitutions  remplacera  évidemment  les  lettres  de  chacun 
des  systèmes  S,  S',.  .  par  celles  d'un  même  système;  de  même  pour  les  autres 

répartitions  en  systèmes  T,  T', . . .  ;  U,  U' Mais  il  pourra  se  faire  qu'on 

puisse  déterminer  une  nouvelle  répartition  des  lettres  en  systèmes  2,  2',... 
tels  :  i^que  chaque  substitution  de  H  remplace  les  lettres  de  chacun  des  sys- 
tèmes 2,  2', . . .  par  celles  d'un  même  système  ;  2**  que  2  contienne  l'un  des  sys- 
tèmes E,  S,  T,  U,...,X,  par  exemple  U,  et  soit  contenu  dans  le  précédent,  T. 

k  k  *  k 

S  contenant  -r  lettres  et  T  en  contenant  r— »  2  en  contiendra  alors  ^--m^ 

A  Ap  k\i. 

m  étant  un  diviseur  de  fx. 

Théorème.  —  Les  choses  étant  ainsi  posées,  si  H  est  permutable  à  toutes  les 
substitutions  de  G ^  et  si  l'on  choisit  la  répartition  2,  2', . . . ,  de  telle  sorte  que  m 
soit  minimum,  fi  sera  nécessairement  une  puissance  exacte  de  m. 

Car  désignons  par /,,,,<^,  ^a:,i, !,.>•••»  ^m,i,i,...  ceux  des  systèmes  delà 
suite  T,  T',..,  dont  la  réunion  forme  2;   soit  ^, 2,,     un  autre  système  de 
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cette  suite,  non  contenu  dans  2;  G  contient,  par  hypothèse,  une  substitu- 
tion g  qui  ne  remplace  pas  les  lettres  de  chacun  des  systèmes  2,  II...  par 
celles  d'un  même  système.  Cette  substitution  remplacera  2,  2',...  par 
d'autres  systèmes  de  lettres  G,  6',...  tels,  que  les  lettres  de  chacun  d'eux 
soient  remplacées  par  les  lettres  d'un  même  système  dans  chacune  des  sub- 
stitutions du  groupe  transformé  de  H  par  g^  lequel  groupe  n'est  autre  que  H. 

Chacun  des  systèmes  2,  2',...  ayant  toutes  ses  lettres  contenues  dans  un 
seut  des  systèmes  S,  S',...  que^  permute  les  uns  dans  les  autres,  les  nou- 
veaux systèmes  S,  G',...  jouiront  de  la  même  propriété.  D'autre  part,  chacun 
des  systèmes  2,  2',...  étant  formé  par  la  réunion  des  lettres  de  m  systèmes 
pris  parmi  ceux  de  la  suite  T,  T',...  que  g  remplace  les  uns  par  les  autres, 
chacun  des  nouveaux  systèmes  ^,  @', . . .  jouira  de  la  même  propriété.  Désignons 
par  5^  celui  de  ces  nouveaux  systèmes  qui  contient  les  lettres  de/x,i.i,  .î  les 
m  — I  autres  systèmes  qu'il  contient,  et  que  l'on  peut  désigner  par /-pji,  »...» 
^x.m.i,..  seront  essentiellement  différents  de  ceux  que  contient  2. 

Car  si  6^  contenait  les  mêmes  systèmes  que  2,  tous  les  systèmes  t^,  ^\... 
coïncideraient  évidemment  avec  les  systèmes  2,  2',...,  ce  qui  n'a  pas  lieu; 
et  si  ^g  avait  m'  systèmes  seulement  communs  avec  2,  m'  étant  plus  grand 
que  I  et  plus  petit  que  m,  on  pourrait  (49)  opérer  dans  H  une  répartition 
en  systèmes  dans  laquelle  l'un  des  nouveaux  systèmes  serait  formé  seule- 
ment par  les  m'  systèmes  communs  à  2  et  à  6^.,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypo- 
thèse d'après  laquelle  m  est  choisi  minimum. 

Les  systèmes  G^ , . . . ,  G^ , . . . ,  6,»  seront  donc  essentiellement  différents  et  con- 
tiendront m^  systèmes  de  la  suite  T,  T', . . . ,  e^,  d' autre part^  ils  sont  tous  contenus 
dans  le  système  S,  qui  contient  à  la  fois  /<  ,^,^  ,...,  Z/^,  i,i,  .  .  Car  ce  système, 
contenant  une  partie  des  lettres  de  chacun  d'eux,  les  contiendra  toutes. 

On  peut  d'ailleurs  (49)  opérer  dans  le  groupe  H  une  nouvelle  réparti- 
tion en  systèmes©,  6',...,  dans  laquelle  l'un  des  systèmes  ©soit  formé  de  la 
réunion  des  systèmes  G|,...,  6,,,.  Si  fjL  =  m',  cette  répartition  se  confondra 
avec  la  répartition  S,  S',.... 

Soit  au  contraire  jtJL  > /w^  ;  G  contiendra  une  substitution  h  qui  ne  rem- 
place pas  les  lettres  de  chacun  des  systèmes  6,  ©',...  par  les  lettres  d'un 
même  système;  soient  c,  c',...  et  t,  t',...  les  systèmes  de  lettres  par  lesquels 
elle  remplace  respectivement  2,  2',...  et  6,  6',...;  chacune  des  substitutions 
.  du  groupe  transformé  de  H  par  A,  lequel  est  identique  à  H,  remplacera  les 
lettres  de  chacun  des  systèmes  a,  o*',...  par  celles  d'un  même  système  : 
de  même  pour  les  systèmes  t,  t',....  D'autre  part,  chacun  de  ces  systèmes 
c,  c',...  et  T,  t',...  aura  toutes  ses  lettres  contenues  dans  l'un  des  svslèmes 
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S,  S',....  Enfin  ils  seront  respectivement  formés  des  lettres  des  m  systèmes 
de  la  suite  T,  T',...  que  A  fait  succéder  k  ceux  qui  entrent  dans  la  composition 
de  2,  iSy...»  69  S,.,.. 

Soient  donc  2  l'un  quelconque  des  systèmes  de  la  suite  2,  2',...; 
G^,...,  G,„  ceux  des  systèmes  de  la  suite  S,  e',...  qui  ont  un  système  de  la 
suite  T,  T',...  commun  avec 2;  cet  To...»  '^m  ceux  des  systèmes  des  suites 
(7,0-',...  et  T,  t',...  que  A  fait  succéder  à  2  et  àG^,...,  Ç,„.  Chacun  des  sys- 
tèmes T| T,;,,  Tf  par  exemple,  aura  en  commun  avec  a  un  système  de  la 

suite  1\  T\...  (celui  que  h  fait  succéder  à  celui  qui  était  commun  à  6f  et 
à  2). 

En  choisissant  convenablement  2,  on  peut  faire  en  sorte  que  l'un  au  moins 
des  systèmes 0-,  T|,...,  t,„  contienne  des  lettres  appartenant  à  divers  systèmes 
de  la  suite©,  0',....  Car  si,  quel  que  fût  2,  toutes  les  lettres  que  contient  o- 
appartenaient  à  6',  T|,...,  t,„  contiendraient  chacun  au  moins  une  lettre 
de  6'  :  et  si  toutes  les  lettres  qu'ils  contiennent  appartenaient  au  même  sys- 
tème de  la  suite  0,  0',...,  elles  appartiendraient  toutes  à  0'.  D'ailleurs  le 
système  résultant  de  la  combinaison  de  t,,.,.,  t,„  contient,  comme  0', 
w?  systèmes  delà  suite  T,  T',...  :  il  contient  donc  autant  de  lettres  que  0'. 
Donc  la  réunion  des  systèmes  t,,...,  t,„  reproduirait  0',  de  même  que  la 
réunion  de  <s,,...,©,^  reproduit  0;  et  la  substitution  ^remplacerait  les  lettres 
de  0  par  celles  de  0'.  Le  système  2  étant  d'ailleurs  quelconque,  0  serait 
un  système  quelconque  de  la  suite  0,  0',...  :  donc  h  remplacerait  les  lettres 
de  chacun  de  ces  systèmes  par  celles  d'un  même  système,  ce  qui  est  con- 
traire à  notre  supposition. 

Admettons  donc  que  <?,  par  exemple,  contienne  des  lettres  appartenant  a 

divers  systèmes  de  la  suite  0,  0' Soient  /,  ^,...  les  m  systèmes  de  la 

suite  T,  T,...  qui  forment  o-  par  leur  réunion;  ils  appartiendront  tous  a  djss 
systèmes  différents  de  la  suite  0,  0',....  Car  si  w!  d'entre  eux  étaient  com- 
muns à  a  et  à  0,  m' étant  plus  grand  que  i  et  plus  petit  que  m,  on  pour- 
rait  (49)  opérer  dans  H  une  nouvelle  répartition  en  systèmes  dans  laquelle 
l'un  des  nouveaux  systèmes  fût  formé  seulement  par  la  réunion  de  ces 
wl  systèmes  communs,  ce  qui  est  contraire  à  Thypothèse  d'après  laquelle 
m  est  choisi  minimum. 

Soient  donc  0,,...,  0^  ceux  des  systèmes  de  la  suite  0,  0',...  auxquels 
appartiennent  respectivement  ^  /',...,  ils  contiendront  entre  eux  tous  m^  sys- 
tèmes distincts  de  la  suite  T,  T',...,  etc.;  d'autre  part,  ils  sont  tous  contenus 
dans  celui  des  systèmes  S,  S',...  qui  contient  t\  car  ce  système,  contenant  une 
partie  des  lettres  de  a,  les  contiendra  toutes;  il  contiendra  donc  ^  /',..., 
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qui  font  respectivement  partie  de  0,  ©',.•.;  il  contiendra  donc  0,  0',.... 
Donc  [X  est  au  nfioins  égal  à  m^.  On  voit  de  même  que  si  ii^m*,  on  aura 
[x  =  m\  etc. 

53.  Théorème.  —  Un  groupe  G  permutable  à  un  groupe  non  transitif  R 

ne  peut  être  primitif. 

• 

Soient  en  effet  a,  a,,...  les  lettres  que  H  permute  avec  Tune  d'elles  a; 
b,  bi,...  les  lettres  que  H  permute  avec  une  autre  lettre  6,  etc.  Chaque  sub- 
stitution ^du  système  G  remplace  les  lettres  a,  a,,...  par  un  autre  système 
de  lettres  jouissant  de  la  propriété  d'être  permutées  ensemble  par  les  sub- 
stitutions du  groupe  transformé  de  H  par  g^  lequel  se  confond  avec  H.  Ce 
système  de  lettres  sera  donc  l'un  des  suivants  :  a,  a^,...;  b,  6|,...;.... 

D'ailleurs  si  les  systèmes  a,  a^,...;  b,  6,,...;...  n'ont  pas  tous  le  même 
nombre  de  lettres,  il  est  clair  que  g^  ne  pourra  les  permuter  ensemble,  et  le 
groupe  G  sera  lui-même  intransitif. 

Corollaire.  —  Soient  G  un  groupe  quelconque;  g,  h,  «,...  ses  substitu- 
tions; g  l'une  quelconque  d'entre  elles.  Ces  substitutions  transforment  évi- 
demment les  unes  dans  les  autres  les  substitutions  g,  hr^gh^  <'*S^  •  cH^s 
sont  donc  permutables  au  groupe  {g^  hr^gh^  i^*gi,.,.).  Si  donc  ce  groupe 
n'est  pas  transitif,  G  ne  sera  pas  primitif. 

§  IV.  —  Groupes  composés.  —  Facteurs  de  composition. 

54.  Nous  dirons  qu'un  groupe  G  est  simple,  s'il  ne  contient  aucun  autre 
groupe  auquel  ses  substitutions  soient  permutables,  composé  dans  le  cas 
contraire. 

Soit  G  un  groupe  composé  quelconque  :  on  pourra  déterminer  une  suite  de 
groupes 

telle  :  i^  que  chacun  des  groupes  de  la  suite  soit  contenu  dans  le  précédent  et 
permutable  à  ses  substitutions;  2^  qu'il  ne  soit  contenu  dans  aucun  groupe 
plus  général  jouissant  de  cette  double  propriété;  3°  que  le  dernier  groupe  de  la 
suite  soit  formé  de  la  seule  substitution  i . 

Car  soient  H  un  groupe  aussi  général  que  possible  parmi  ceux  qui  sont 
contenus  dans  G  et  permutables  à  ses  substitutions;  I  un  groupe  aussi  gé- 
néral que  possible  contenu  dans  H  et  permutable  aux  substitutions  de  G  ; 

6 
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K  un  groupe  aussi  général  que  possible»  contenu  dans  I  et  permutable  aux 
substitutions  de  G»  etc.  Soient,  d'autre  part,  H'  un  groupe  aussi  général  que 
possible  parmi  ceux  qui  contiennent  I,  sont  contenus  dans  H  et  permutables 
aux  substitutions  de  H;  H''  un  groupe  aussi  général  que  possible  parmi 
ceux  qui  contiennent  I,  sont  contenus  dans  H'  et  permutables  à  ses  substi- 
tutions, etc.  La  suite  G,  H,  H',  H",...,  I,  I',...,  K,...,  i,  formée  des  termes 
G,  H,  I,  K,...,  I,  des  termes  intercalaires  H',  H",...,  des  termes  analogues 
r,...  qu'on  pourrait  insérer  entre  I  et  K,  etc.,  jouira  évidemment  des  pro- 
priétés voulues. 

N      N        N                     N                   N 
Soient  respectivement  N,  -x-j  t->  ^j — ;»'-m  ^ — i '  ^ — ? >»•••  '^s 

ordres  de  ces  groupes  successifs  :  les  facteurs  X,  fx,  jx',...,  v,  v',...  pourront 
être  appelés  \es  facteurs  de  composition  du  groupe  G;  leur  nombre  sera  son 
degré  de  composition, 

55.  Théorème.  —  Si,  par  un  procédé  quelconque,  on  détermine  une  suite  de 

groupes  G,  5,  S'»  •  •  •  »  5, . . . ,  i  jouissant  des  propriétés  indiquées  au  numéro  pré- 

N      N 
cèdent,  et  dont  les  ordres  respectifs  soient  N,  j»  t— >•••  les  facteurs  /,  m,... 

seront,  à  l'ordre  prés ^  identiques  aux  facteurs  de  composition  ).,  ]ul,  /x',...,  v, 

Nous  établirons  que  cette  proposition  est  vraie  pour  le  groupe  G  si  elle 
est  vraie  pour  le  groupe  5;  de  même  elle  sera  vraie  pour  S  si  elle  Test 
pour  5'»  etc.,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  l'avant-dernîer  groupe  de  la  suite 
G,  è,  5\---»  d,...,  qui  sera  simple,  et  pour  lequel  la  proposition  sera  évidente. 

Considérons  les  groupes  de  la  suite  G,  H,  I,  K,...,  i.  Soit,  pour  fixer  les 
idées,  K  le  premier  des  groupes  de  cette  suite  qui  soit  contenu  dans  5  (le 
dernier,  formé  de  la  seule  substitution  i,  l'est  nécessairement);  soient 
I,  k^,  A2»-*»  K-i  les  diverses  substitutions  de  K,  et  supposons,  pour  fixer 
les  idées,  que  la  suite  G,  H,  H',...,I,  r,...,K,...,  i  ne  contienne  entre  G  et  I 
aucun  autre  terme  que  ceux  que  nous  y  écrivons.  Le  groupe  I  contenant  K, 
ses  substitutions,  en  nombre  avv'...,  pourront  (39)  se  mettre  sous  la  forme 
du  tableau  suivant  : 

I ,  n  t  »  «a— I , 


OÙ  1,  i|,...,  W   -1  sont  des  substitutions  de  5  telles,  que  deux  quelconques 
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d'entre  elles  ne  satisfassent  à  aucune  relation  de  la  forme 

mais  choisies  d'ailleurs  d'une  manière  quelconque.  Si  donc  on  convient  de 
poser  1 0  =  I  et  ko  =  i,  les  substitutions  de  I  pourront  se  mettre  sous  la 
forme  générale  ipAa,  où  a  peut  prendre  successivement  les  diverses  valeurs 
o,  I,...,  a—  I,  et  |3  les  valeurs  o,...,  vv'...  —  i.  De  même  les  substitutions 
de  H'  pourront  se  mettre  sous  la  forme  K^i^K,  ^'o»*-*»  ^t»---  ^^^"^^  ^^^  sub- 
stitutions convenablement.choisies,  en  nombre  jui';  celles  de  H  pourront  se 
mettre  sous  la  forme  hyh'^i^kft,  l'indice  7  variant  de  zéro  à  /x  — 1  ;  enfin 
celles  de  G  sous  la  forme  g^h^h\.i^ka,  l'indice  &  variant  de  zéro  à  X  —  i . 

Cela  posé,  les  seules  substitutions  communes  à  §  et  à  l  sont  les  substitutions  K, 
En  effet,  soit  K'  le  groupe  formé  par  ces  substitutions  communes  :  il  est 
permutable  aux  substitutions  de  G  ;  car  K'  étant  contenu  dans  I  et  dans  ^,  les 
transformées  de  ses  substitutions  par  l'une  quelconque  des  substitutions  G, 
permutables  k  la  fois  à  I  et  à  5»  appartiendront  à  la  fois  à  I  et  à  5,  et  par 
suite  à  K'.  Or  le  groupe  K'  contient  les  substitutions  K  et  n'en  peut  contenir 
d'autres,  K  étant  par  hypothèse  un  groupe  aussi  général  que  possible  parmi 
ceux  qui  sont  contenus  dans  1  et  permutables  aux  substitutions  G. 

D'autre  part,  en  combinant  ensemble  les  substitutions  ^etUon  doit  repro- 
duire toutes  les  substitutions  de  G.  En  effet  les  substitutions  de  G,  étant 
permutables  aux  groupes  S  et  I,  transformeront  en  lui-même  le  groupe  r 
dérivé  de  leur  combinaison.  Ce  groupe  est  plus  général  que  5  '  s'il  ne  con- 
tenait pas  toutes  les  substitutions  de  G,  on  aurait  ainsi  un  groupe  partiel  F 
plus  général  que  S  et  auquel  les  G  seraient  permutables,  ce  qui  est  supposé 
impossible. 

56.  Ces  deux  points  établis,  supposons  les  substitutions  5  noises  sous 
la  forme  g^  h^  A'^  i^  k^  :  si  J,  7  et  7'  ont  le  même  système  de  valeurs  dans 
deux  de  ces  substitutions,  ]3  aura  également  la  même  valeur.  Car  soient 
é's.  ^T. ^'z 'p.  **.  ~  ^0  ^'  S'fi.  ^Y.  ^/ 'Pi  *«,  =  S,  ces  deux  substitutions  :  5  con- 
tient la  substitution 

substitution  qui  fait  partie  à  la  fois  du  groupe  S  et  du  groupe  I  dérivé  des 
substitutions  i  et  k,  et  qui  par  suite  appartient  nécessairement  au  groupe  K. 

6. 
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Soit  ky^  cette  substitution;  il  vient 

'V  =  'p,  fro,  /Taj  A".,  ) 

relation  impossible  par  hypothèse,  si  jS,  diffère  de  j3o- 

D'autre  part,  toutes  les  substitutions  de  G  seront  de  la  forme  i^s, 
s  désignant  une  substitution  de  §.  En  effet  les  substitutions  G  se  réduisent  à 
celles  qui  dérivent  del  et  de  5  (55).  Soitip,  ^a.  ^<  ïp,^a,^2>  P^ï*  exemple.  Tune 
d'elles,  Si  et  s^  étant  des  substitutions  de  S;  elle  peut  se  mettre  sous  la 
forme  «p, A»^ «p, . ^', A», ^2 »  ^'1  étant  la  transformée  de  s^  par  «p^.  Or  i^,K,%f 
faisant  partie  du  groupe  1,  peut  se  mettre  sous  la  forme  ipA-a;  ka  f^^it  partie 
de  5;  il  en  est  de  même  de  5'j,  transformée  de  St  par  la  substitution  ip,,  per- 
mutable à  S;  il  en  est  de  même  de  k^^  et  de  ^2  :  donc  la  substitution  consi- 
dérée est  de  la  forme  ip5,  s  étant  une  substitution  de  5- 

On  conclut  de  là  que  S  contient  une  substitution  de  la  forme  gih^K^i^k^, 
quel  que  soit  le  système  de  valeurs  que  Von  donne  à  (J,  7,  7'  et  u. 

En  effet,  le  nombre  des  systèmes  de  valeurs  des  indices  (?,  7, 7',  a  est  X/xjui'a. 
A  chacun  d'eux  correspond  au  plus  une  substitution  de  S,  car  s'il  en  existait 
deux,  elles  devraient  différer  par  la  valeur  de  l'indice  jS,  ce  que  nous  avons 
démontré  impossible.  Si  donc  il  y  avait  quelque  système  de  valeurs  de 
^9  7>  if  OL  auquel  ne  répondit  aucune  substitution,  le  nombre  des  substitu- 
tions de  S  serait  inférieur  à  Xiiii'a,  et  par  suite  celui  des  substitutions  de  la 
forme  i^s  serait  inférieur  à  X|Xjx'avv'....  Ce  résultat  est  absurde,  car  toutes 
les  substitutions  de  G,  en  nombre  N  =XjULfji'vv'...a,  se  ramènent  à  cette 
forme. 

57.  Soient  maintenant  ^^1^^=  [h'^),  A'^ip,  =  (A',),. ..,  h\.i^^.=  {K^), . .. 
celles  des  substitutions  de  S  pour  lesquelles  J=o,  7  =  0,  a  =  o;  soient 
de  même  Aoïp;=  (Ao),...,  h^i^  =  [h^)y...  celles  de  ces  substitutions  pour 

lesquelles  ù  =  o,  Y=o,  a  =  o;  enfin  g'o«p';=  (^0)»  •  •  • .   g^%={g^)^'" 
celles  de  ces  substitutions  pour  lesquelles  7  =  0,  7'—  o,  a  =  o. 

Toutes  les  substitutions  de  la  forme  (g'ô)  (^y)  (^r)  ^«  appartiennent  mdem- 
ment  au  groupe  S  ;  réciproquement  toute  substitution  de  5  sera  de  cette  forme  ; 
car  5  ne  contient  que  X/x/x'a  substitutions,  et  les  \mi!a  substitutions  que 
donne  cette  forme  en  y  faisant  varier  i^  7,  7',  a  sont  toutes  distinctes.  En 
effet,  soit  (g^gj  (A^.)  (^Vj*a.=  [g^,)  (AJ  {K^)  k^^  :  remplaçant  (g^s.),...  par 
leurs  valeurs,  il  vient 


^«0  ^0  —  g^.  M, ,     d'où     g-j,  Mo  Mr^  "  §-«» , 
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Mo  et  M4  étant  des  substitutions  du  groupe  H  dérivé  des  substitutions 
h,  h\  i,  k.  Cette  égalité  ne  peut  avoir  lieu  par  bypolhèse  que  si  (3^o  =  ^i. 
L'égalité  admise  se  réduira  ainsi  à  (/^yj  (^'/ )Aa.=  (^yJ  (A/)*a,»  et  Ton 
verra  de  même  que  yo  =  7u  puis  que  y^  =  7, ,  et  enfin  que  a^  =  «i  • 

On  verra  de  la  même  manière  que  G,  H,  H'  sont  respectivement  formés 
des  substitutions  des  formes  sui^^antes  : 

car  les  substitutions  i^[H^)K,  par  exemple,  font  évidemment  partie  de  H', 
sont  toutes  distinctes  entre  elles»  et  leur  nombre  est  égal  à  celui  des  substi- 
tutions de  U'. 

Les  substitutions  désignées  primitivement  par  gy  A,  h'  ayant  actuellement 
disparu  du  calcul»  nous  supprimerons,  pour  plus  de  simplicité»  les  paren- 
thèses qui  distinguaient  jusqu'ici  les  substitutions  (^^ç)»  (A^),  [K^]. 

On  voit  maintenant  aisément  que  l'on  a  entre  deux  substitutions  quel- 
conques,  ipAa  =  S  et  g^  ft^  K^'k^,*  =^  T ^  prises  respectivement  dans  les  deux 
groupes  I  et  §^  une  relation  de  la  forme  "ST  =^  'TSkg^f^, 

En  effet  la  substitution  S-*T"*ST  fait  partie  du  groupe  1,  car  elle  est  le 
produit  de  deux  substitutions,  dont  Tune  S-*  fait  partie  de  ce  groupe,  et 
dont  l'autre  en  fait  partie  également»  étant  la  transformée  d'une  substitution 
de  I  par  une  substitution  permutable  à  L  D'autre  part,  S~*T~*ST  peut  être 
considérée  comme  le  produit  de  deux  substitutions  :  l'une  T  appartenant  au 
groupe  S;  l'autre  S"*  T"*  S,  transformée  d'une  substitution  de  S  par  une  sub- 
stitution qui  lui  est  permutable.  Donc  S~*T"*ST  appartient  simultanément 
à  I  et  à  5,  et  par  suite  à  K.  Donc  S**  T~«  ST  =  ka'^,  d'où  ST  =  TS*a/.. 

58.  Des  développements  qui  précèdent  nous  allons  actuellement  conclure 
la  démonstration  de  notre  proposition. 

Soient  G,  S»  hi\  K,...,  i  la  suite  des  groupes  respectivement  formés  des 
substitutions  des  formes 

ip^î/iy  AyA*«,     g^h^lî^ha,     h^H^kaf     h\li\y     /r«,...; 

N            N               N                  N 
ils  ont  pour  ordres  N»  —, —  >  —, ?>  —, ^— ?  —, ^ — ;>  — 

»  vv  .  . .     vv  .    .  A     vv  .  .  .  AfjL     vv  . .  .  A  aa 

Nous  allons  établir  :  i^  que  la  suite  des  facteurs  v'/ ...  ^X,  (x,  ix' ,, ,  est,  à  l'ordre 
prèsy  la  même  que  la  suite  des  fadeurs  X»  |x»  jx'...»  v,  v', . . . ,  ce  qui  revient  à 
prouver  que  les  facteurs  v,  v',...  se  réduisent  à  un  seul;  autrement  dit,  qu'if 
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ny  a  dans  la  suite  G,  H,  H',  I,...,  K,...,  i  aucun  groupe  U  intermédiaire 
entre  \  et  1L\  i^  que  chacun  des  groupes  G,  5.  J,  J',  K,...,  i  est  permutable 
à  toutes  les  substitutions  du  précédent;  3**  quil  est  aussi  général  que  possible 
parmi  ceux  qui  jouissent  de  cette  propriété, 

1°  En  premier  Heu,  il  est  absurde  d'admettre  que  la  suite  G,  H,  H\  I,..., 
K,...,  I  contienne  un  groupe  V  intermédiaire  entre  letK.  En  effet,  les  substi- 
lutioDS  I  lui  seraient  permutables  par  définition;  les  substitutions  de  la 
forme  g^h^'K.  le  seraient  également.  Car  soit  ipA;»  une  quelconque  des  sub- 
stitutions de  r  :  sa  transformée  par  g^gA^A'^,  peut  (57)  se  mettre  sous  la  forme 

h  lfa{l\  /^a)-'  (g$  h^  A'y')"'  /?  'l'a  g"*  ''t  ''y  ~  h  *"«  ^«'» 

et  fera  partie  de  P,  qui  contient,  avec  i^k^,  toutes  les  substitutions  de  K. 
Les  substitutions  G,  qui  dérivent  toutes  de  la  combinaison  de  I  avec  les  sub- 
stitutions g^hy/îf*  seraient  donc  permutables  à  V.  K  ne  serait  donc  pas  aussi 
général  que  possible  parmi  les  groupes  contenus  dans  I  et  permutables  aux 
substitutions  G,  résultat  contraire  à  la  loi  de  construction  de  la  suite  G,  H, 
I,  K,...,  I,  et  partant  inadmissible. 

2°  En  second  lieu,  considérons  l'un  quelconque  des  groupes  de  la  nou- 
velle suite,  J' par  exemple  :  il  est  permutable  aux  substitutions  du  précédent^  J. 
En  effet,  ces  substitutions  résultent  de  la  combinaison  des  substitutions  J', 
évidemment  permutables  à  leur  propre  groupe,  avec  les  substitutions  A^. 
Ces  dernières  substitutions,  faisant  partie  du  groupe  H,  sont  permutables 
au  groupe  H'  formé  par  les  substitutions  i^/î^ka.  On  aura  donc,  quels  que 
soient  y,  |3,  7'  et  a,  une  relation  de  la  forme 

A~'  i\  h\,  ka  At  —  'h  h^  ka, , 
ou 

A7'  i^  h^  A^'  h'^,  k^  h^  ~  ip,  h'^  /r„, , 

ou,  en  remarquant  qu'on  a  une  relation  de  la  forme  i^h^  =  h^i^k^.  (57), 

/V  *«,  h~'  h\f  ka  h^  =  ip,  AÇr  /r«, , 

relation  qui  ne  peut  subsister  que  si  /3  =  /S, ,  et  d'où  l'on  déduit  ensuite 

h~'  h\,  ka  h^  —  kZl  h'^  fr«, , 
ce  qui  montre  que  la  transformée  de  H^k^  par  h^  appartient  au  groupe  J'. 
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Mais  les  subslitutions  de  J'  sont  toutes  de  la  forme  K^k^:  donc  h^  est  per- 
mutable à  ce  groupe. 

3®  En  dernier  lieu,  il  n  existe  aucun  groupe  plus  général  que  J',  contenu 
dans  J  et  permutable  à  ses  substitutions;  car  s*il  y  en  avait  un,  J'^  soient 
S,  S,,...,  S,n*.**  ses  substitutions,  T  une  quelconque  des  substitutions  de  J  : 
on  aurait,  quel  que  soit/7i,  une  relation  de  la  forme  T'^SotT  =  S«.  Considé- 
rons le  groupe  F,  formé  par  la  combinaison  de  J"  avec  les  substitutions  ip  : 
ses  substitutions  sont  de  la  forme  ipS^;  car  soit  par  exemple  i^^mj^^^m^ 
Tune  d'elles,  on  aura  (57) 

ce  qui  réduit  la  substitution  proposée  à  «p.  «p, S,„,  Aa,  S,;,, ;  mais  «p.  «p,,  étant 
une  substitution  de  I,  peut  se  mettre  sous  la  forme  i^K\  k^  est  contenu 
dans  y  et  par  suite  dans  J",  de  même  que  S,», ,  ^a.  t  S^,,  ce  qui  réduit  la  sub- 
stitution donnée  à  la  forme  tpS,;,. 

Le  groupe  T  est  plus  général  que  le  groupe  H';  car  les  substitutions  de  ce 
dernier  groupe  sont  de  la  forme  i^K^.ka*  Or  soit  S  une  substitution  de  V  qui 
ne  soit  pas  contenue  dans  J',  et  qui  par  suite  ne  soit  pas  de  la  forme  h'^ka  : 
elle  est  de  la  forme  h^K^k^^  et  sera  (57)  essentiellement  différente  de  toutes 
celles  de  la  forme  i^K^k^\  elle  ne  pourra  donc  appartenir  à  H'  :  mais  elle 
appartient  à  F  :  donc  F  est  plus  général  que  H'. 

D'autre  part,  F  est  contenu  dans  Yi  et  ne  contient  qu  une  partie  de  ses  substi- 
tutions. En  effet,  H  contient  les  substitutions  ip  et  les  substitutions  h^K^k^, 
du  groupe  J,  dont  les  substitutions  S;„  font  partie.  Soit  maintenant  T  une 
substitution  de  J  qui  ne  soit  pas  contenue  dans  V  :  elle  ne  sera  pas  de  la 
forme S,„.  D'autre  part  elle  sera  de  la  forme  h^h^k^,  et  par  suite  ne  pourra 
pas  davantage  être  de  la  forme  /pSm  :  elle  ne  fera  donc  pas  partie  de  J". 

Enfin  F  est  permutable  à  toutes  les  substitutions  de  H.  Car  soit  ip^T  l'une  de 
ces  dernières  substitutions,  T  étant  une  substitution  de  J;  soit,  d'autre  part, 
ipS„.  une  quelconque  des  substitutions  de  F.  S;„  et  T"*  appartenant  à  5,.  et 
ip,,  i'i^i^i^,  à  I,  on  aura  (57)  des  relations  de  la  forme 

SjH  ip,  =^  ipj  Sm  Ar«,    T"*'  «p^  /p  /p,  ^:^  /p^  /p  /pj  T~'  ^«,. 

La  transformée  («p,T)"**îpS;„ip^Tse  réduira  donc  à  la  forme 

/p7'iV/p.T-«;r..S.A-.T=:/p7'/p/p,.T-^A-..T.T-S«T.T-/r.T. 


Or  cette  substitution  appartient  au  groupe  F:  car  ce  groupe  contient  ip,  et 
i^;  il  contient  de  même  la  substitution  T^'  S,„T,  laquelle,  se  réduisant  à  S„, 


se 
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fait  partie  de  J";  il  contient  enfin  le  groupe  K,  auquel  T  est  permutable  : 
donc  il  cpntient  T-*KT  et  T-^/^aJ. 

Si  donc  il  existait  un  groupe  tel  que  J",  il  existerait  un  groupe  T  plus  gé- 
néral que  H',  contenu  dans  H  et  permutable  aux  substitutions  H,  ce  qui  est 
contraire  à  la  loi  de  construction  de  la  suite  G,  H,  H\  1,  K»...,  i- 

Les  deux  suites  de  groupes  G,  5»  h  J'»--.»  i  et  G,  5»  S'»  5,...,  i  jouiront 
donc  toutes  deux  de  la  propriété  que  chacun  des  groupes  qui  les  forment 
est  aussi  général  que  possible  parmi  t^eux  qui  sont  contenus  dans  le  précé- 
dent et  permutables  à  ses  substitutions.  Il  en  sera  à  fortiori  de  même  des 
suites  partielles  S,  J,  J\...,  i  et  5f  5'»  ^»"'»  ï»  où  les  facteurs  qui  expriment 
les  rapports  des  ordres  des  groupes  successifs  sont,  d'une  part,  X,  jtx,...,  et, 
d'autre  part,  m,  m\  — 

Le  théorème  étant  supposé  vrai  pour  le  groupe  5»  'w,  m',...  d'une  part, 
et  X,  jui,...,  d'autre  part,  se  confondront  à  l'ordre  près  avec  les  facteurs  de 
composition  de  5;  îls  sont  donc  identiques,  à  l'ordre  près.  Gomme  on  avait 

déjà  /=  V  (l'ordre  de  5  étant  égal  à  la  fois  à  y  et  à  —  U  le  théorème 

trouve  démontré. 

Le  théorème  que  nous  venons  d'établir  montre  qu'on  peut  légitimement 
classer  les  groupes  composés  d'après  le  nombre  et  la  valeur  de  leurs  fac- 
teurs de  composition. 

59.  Théorème.  —  Soient  G,  H,...,  I,  K,...,  i  une  suite  de  groupes  dont 
chacun  soit  aussi  général  que  possible  parmi  ceux  qui  sont  contenus  dans  le 
précédent  et  permutables  à  toutes  les  substitutions  de  G;  H  un  groupe  quel- 
conque de  cette  suite;  I,  K  deux  autres  groupes  successifs  quelconques.  Sup- 
posons qiCon  puisse  déterminer  un  groupe  intercalaire  L,  contenu  dans  I  et  con- 
tenant K,  auquel  les  substitutions  H  soient  permutables,  et  si  cette  détermi- 
nation peut  se  faire  de  plusieurs  manières,  choisissons-le  de  manière  que  son 
ordre  soit  minimum .  Soient,  dans  ce  cas^  n,  mn,  fin  les  ordres  respectifs  deKyL^l: 
[i  sera  une  puissance  exacte  de  m. 

Soient  en effet^o>«-'»^/i-i  les substifutionsdeK;  /oA:©,...,  4^^,...»  'm-i  ^n-i 
celles  de  L  :  /o9<-m  An-i  étant  des  substitutions  qui  ne  satisfassent  à  aucune 
relation  de  la  forme  4  = /«'Ap.  Soit  g-  une  substitution  de  G  non  permu- 
table à  L;  elle  est  permutable  à  K  :  elle  transformera  donc  L  en  un  groupe  V 
formé  de  substitutions  de  la  forme  /'o  Ao»«-»  ^l^p>--«;  ^o»"-»  ^«  étant  les  trans- 
formées respectives  de  /o,...,  /«».... 

Les  substitutions  du  groupe  g'^Eg,  transformé  de  H  par  g,  seront  per- 
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mutables  à  L'  (36);  roais^~^*H^  se  réduit  à  H  :  donc  les  substitutions  de  H 
sont  permutables  à  L\  ainsi  qu'a  L;  elles  le  sont  donc  au  groupe  formé  par 
les  substitutions  communes  à  L  et  à  L'.  Or  les  K  font  partie  de  ces  substi- 
tutions communes,  et  il  n'en  existe  pas  d'autres,  sans  quoi  l'ordre  de  L  ne 
serait  pas  minimum,  comme  nous  l'avons  supposé. 

En  particulier,  les  substitutions  /o, . . .,  /«»  •  •  •  faisant  partie  de  I  et  de  H, 
leurs  transformées  /q,,...  Il  ,...  en  feront  également  partie  :  elles  sont  donc 
permutables  à  L.  Les  substitutions  du  groupe  A,  obtenu  en  les  combinant 
a  ce  groupe,  seront  de  la  forme  C/a^p  (37).  Ce  groupe  est  contenu  dans  I, 
et  permutable  aux  substitutions  de  H,  car  il  résulte  de  la  combinaison  des 
substitutions  des  deux  groupes  L,  L\  tous  deux  permutables  aux  substitu- 
tions de  H. 

D'ailleurs  les  rn^ri  substitutions  obtenues  par  la  variation  des  indices 
a',  a,  jS  sont  toutes  distinctes;  car  si  l'on  avait 

/«'  L  /»>  =  ia\  4,  frp,  > 
on  en  déduirait 


La  substitution  /«/W«.  serait  donc  commune  aux  deux  groupes  L  et  L\  et 
par  suite  appartiendrait  à  K;  on  aurait  donc 

IL'^lL^h^    d'où    L'  =  giL^g-^=f;r'Jf,^g-'  =  L\k, 

k,  transformée  de  *p/  par  g"*,  appartenant  à  K.  Une  telle  relation  ne  peut 
exister  que  si  a'=  (x\ .  On  aura  alors 

/«*?=/«, /«Tp»,     d'où     a=a^,     (J  =  Pi. 

Donc  I  contient  au  moins  m^n  substitutions.  S'il  en  contient  davantage, 
G  contiendra  une  substitution  g'  non  permutable  à  A.  Soient  X^,  K  les 
transformées  de  /«,  /^  par  g'  :  le  groupe  A',  transformé  de  A  par  g\  aura  ses 
substitutions  de  la  forme  XaX',.  ^p,  et  sera  contenu  dans  I  et  permutable  aux 
substitutions  de  H.  Il  est  différent  de  A  :  donc  il  ne  peut  contenir  à  la  fois 
toutes  les  substitutions  de  L  et  de  L',  dont  la  combinaison  constitue  A. 
Supposons,  par  exemple,  qu'il  ne  contienne  qu'une  partie  des  substitutions 
de  L  :  les  substitutions  K  sont  communes  à  L  et  à  A',  et  il  n'existera  pas 
d'autres  substitutions  communes;  car  les  substitutions  H,  étant  permutables 
à  L  et  à  A',  seraient  permutables  au  groupe  formé  par  ces  substitutions 
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linéaires 

9i  4'i  ^-  9?^?"^-  •  •  =  ''» 

9 

dont  le  déterminant  étant,  comme  on  sait,  égal  au  produit  des  différences 
des  quantités  distinctes  9m  fp?  9y>-**'  ^^^^  différent  de  zéro. 

On  peut  obtenir  l'expression  cherchée  de  vj^,  d'une  manière  simple  ainsi 
qu'il  suit  :  <p^,  çp,  (p^,...  sont  les  racines  de  l'équation  du  degré  /x, 

dont  les  coefficients,  symétriques  en  y,,  yp,  fy,,..,  sont  évidemment  inva- 
riables par  les  substitutions  de  G.  L'équation 

JIXL  ^  Yî'-'  +  X^-,  ¥«'-'+...  4- Xo==x  (Y)  =  o 

admet  pour  racines  <pp,  9^»***»  ^^  ^  P^^^  coefficients  des  fonctions  ration- 
nelles de  y,  et  des  coefficients  de/(Y). 

Cela  posé,  ajoutons  les  équations  linéaires  ci-dessus,  respectivement  mul- 
tipliées par  Xo,  X,,...:  les  multiplicateurs  de  fp^^Y'***  s'annuleront,  et, 
divisant  par  le  coefficient  de  t{;,,  il  viendra 

___  fXo-h  /^X.  +  .. .+  t^^-'^  _  /Xo  -f-  /'  X,  -4- . . .  -h  K^-"^ 

62.  Les  fonctions  entières  de  k  lettres  sont  donc  susceptibles  d'autant 
d'espèces  de  symétries  distinctes  qu'il  y  a  de  groupes  différents  de  substi- 
tutions entre  ces  lettres.  Mais  si,  au  lieu  de  considérer  d'une  manière  géné- 
rale toutes  les  fonctions  entières,  on  ne  voulait  examiner  que  celles  qui 
satisfont  à  quelques  conditions  déterminées,  par  exemple  celles  qui  sont 
d'un  degré  donné,  le  nombre  des  espèces  de  symétrie  dont  elles  sont  suscep- 
tibles pourrait  se  trouver  réduit.  Ce  champ  de  recherches,  signalé  par 
M.  Kirkman,  est  encore  vierge.  Nous  nous  bornerons  donc  sur  ce  sujet  à 
quelques  brèves  indications. 

Soient  F  =  T  -i-  T|  -h . .'.  -h  T^.  une  fonction  entière  quelconque  de  a,  6, ...  ; 
T  =  ma^b''...,  T,  =  m, a'^'é^'...  ses  différents  termes;  S,  S,,...  les  substi- 
tutions de  son  groupe  :  chacune  de  ces  substitutions  transforme  les  uns  dans 
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les  autres  les  termes  T,  T,, . . .,  1^^.  Soient  respectivement  T,  T,, . . .  ceux 
de  ces  termes  que  S»  S(»...  transforment  en  T  :  chacune  de  ces  substitutions 
transformera  les  termes  1\T|,...  les  uns  dans  les  autres;  car  supposons  que 
Tune  d'elles,  S,  transforme  T,  en  U  par  exemple;  S<  transformant  T,  en  T, 
S"*  S,,  qui  fait  partie  du  groupe  (S,  S,,...),  transformera  U  en  T  :  donc  U 
fait  partie  de  la  suite  T,  T,,.... 

Gela  posé,  si  les  substitutions  S,  S|,...  permutent  transitivement  entre  eux 
tous  les  termes  T,  T,,...,  Tj^,  on  dira  que  la  fonction  est  élémentaire;  dans 
le  cas  contraire,  elle  sera  évidemment  la  somme  de  plusieurs  fonctions  élé- 
mentaires Fo  Fa,...,  qui  seront  chacune  transformées  en  elle-même  par  les 
substitutions  S,  Si,...-  Soient  donc  respectivement  F^,  Fa,...  les  groupes 
de  ces  fonctions  :  S,  S|,...  appartiendront  à  chacun  d'eux.  Réciproquement 
toute  substitution  commune  à  ces  groupes  laissera  invariable  Fj,  Fa  et  par 
suite  leur  somme  F  :  elle  appartiendra  donc  au  groupe  (S,  S|,...). 

Ainsi  la  détermination  du  groupe  d^ ane  fonction  non  élémentaire  se  ramène 
à  celle  des  groupes  des  fonctions  élémentaires  qui  la  composent. 

63.  Soient  T  =  /wa''i*...  un  terme  quelconque  d'une  fonction  élémen- 
taire; T  =  m'a^b^ ...  un  autre  terme  quelconque.  Il  doit  dériver  de  T  par 
une  certaine  substitution  opérée  sur  les  lettres  a,  6,...  ;  il  faut  évidemment, 
pour  cela,  que  les  coefficients  m  et  m' soient  égaux,  et  que  les  exposants 
p\  9',...  soient,  à  l'ordre  près,  égaux  kp,  g,.... 

Supposons  que  parmi  les  exposants/?,  q^...^  dont  le  nombre  est  égal  à  k, 
nombre  des  lettres  a,  6, . . . ,  il  y  en  ait  /x  égaux  à  a,  v  égaux  k  j3,  etc., 
a,  |3,...  étant  des  entiers  différents,  dont  l'un  peut  être  nul.  Remplaçons 
dans  la  fonction  F  =  T  -h  T'...  le  coefficient  m  par  un  autre  coefficient  quel- 
conque /Tif  ;  remplaçons  de  même  les  exposants  a,  j3,...,  partout  où  ils  se 
présentent,  par  d'autres  exposants  entiers  ««,  /3f,...  qui  soient  également 
différents  les  uns  des  autres.  Nous  obtiendrons  une  nouvelle  fonction  F| , 
qui  sera  évidemment  élémentaire  et  aura  le  même  groupe  que  F. 

Les  fonctions  en  nombre  infini,  dérivées  les  unes  des  autres  par  un  sem- 
blable changement,  peuvent  être  considérées  comme  constituant  une  seule 
famille,  dépendant  des  nombres  jtx,  v,.... 

64.  Pour  résoudre  dans  toute  sa  généralité  le  problème  de  M.  Kirkman, 
il  faudrait  maintenant  : 

I®  Déterminer  les  diverses  familles  qui  correspondent  à  chaque  système  donné 
de  valeurs  efe  /x,  v, . . .  ; 
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2^  Déterminer  les  diverses  familles  qui  correspondent  à  un  groupe  de  substitu- 
tions donné. 

La  solution  de  la  première  question  parait  assez  difficile,  sauf  dans  le  cas 
particulier  où  Ton  a  jx=i,  v  =  A— i.  Elle  devient  alors  exlrêmemenl 
simple,  car  on  a,  en  supposant  /3  =  o,  ce  qui  est  permis, 

Ti=:wa«    et    F=:  m(a* -f- 6«-i-. ..). 

Soient  a,  fr,...  celles  des  lettres  a,  6,...,  d,  e,...  qui  entrent  dans  l'ex- 
pression de  F;  rf,  e,...  les  autres.  Le  groupe  de  F  sera  évidemment  formé 
de  l'ensemble  des  substitutions  qui  permutent,  d'une  part,  a,  6,...  entre 
elles,  et,  d'autre  part,  d,  e,...  entre  elles,  et  il  y  aura  autant  de  familles 
qu'il  y  a  de  manières  de  répartir  les  lettres  a,  6,...,  d,  e,...  en  deux  sys- 
tèmes. 

Un  autre  cas  simple  est  celui  où  les  nombres  |ul,  v,...  sont  tous  égaux  à 
l'unité.  On  a  alors 

T  :=  ma*b^ . . . , 

■ 

a,  |3,...  étant  tous  différents.  Soient  G  un  groupe  quelconque;  T,  T',...  les 
divers  termes  transformés  de  T  par  ses  substitutions.  La  fonction  T  -4-  T'..., 
invariable  par  les  substitutions  de  G,  varie  évidemment  par  toute  autre  sub- 
stitution :  donc  elle  a  pour  groupe  G.  11  existe  donc  dans  ce  cas  autant  de 
familles  qu'il  y  a  de  groupes  possibles  de  substitutions. 

On  voit  par  là  qu'à  chaque  groupe  G  correspond  au  moins  une  famille  de 
fonctions  élémentaires.  Mais  il  peut  en  correspondre  plusieurs.  Ainsi  suppo- 
sons que  le  groupe  G  contienne  toutes  les  substitutions  possibles.  H  corres- 
pondra à  toutes  les  familles  de  fonctions  symétriques;  mais  il  existe  évidem- 
ment une  telle  famille  pour  chaque  système  de  valeurs  de  fx,  v,..., 

65.  Si  un  groupe  G,  ne  contenant  pas  toutes  Uts  substitutions  possibles,  est 
n  fois  transitif  il  n'existera  de  farrdlle  correspondant  à  la  fois  à  G  et  à  un 
système  de  nombres  jx,  v, . . .  que  si  chacun  de  ces  nombres  est  inférieur  à  k  —  n. 

Supposons,  en  effet,  [L^k  —  n.  Si  la  famille  cherchée  pouvait  exister, 
soient  F  une  de  ses  fonctions,  T  =  ma^b^,..  l'un  des  termes  de  F.  On  peut 
supposer  que  les  fji  exposants  égaux  a  a  se  réduisent  à  zéro,  et  par  suite  sup- 
primer du  produit  les  lettres  affectées  de  ces  exposants.  Il  viendra  alors 
T  =  mb^...y  le  nombre  des  lettres  restantes  i,...  étant  égal  à  ^  —  jui,  et  par 
suite  au  plus  égal  à  n.  Le  groupe  G,  étant  n  fois  transitif,  contient  une  sub- 
stitution au  moins  qui  remplace  i,...  par  *  — fx  lettres  quelconques  r,.... 
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Cette  substitution  transformera  T  en  T'=mrP.r.,  et  la  fonction  F=TH-T'-f-... 
sera  symétrique.  Donc,  au  lieu  de  correspondre  au  groupe  G,  elle  corres- 
pondra au  groupe  plus  général  formé  par  toutes  les  substitutions  possibles. 

AppUcaiion  géométrique. 

66.  Des  questions  qui  précèdent  dépend  la  solution  de  divers  problèmes 
de  Géométrie.  En  voici  un  exemple. 

Imaginons  des  points  a,  6,  c,  c/,...  réunis  par  des  droites  telles  que  ab, 
ac,  bdf,..  formant  ensemble  un  système»  continu  ou  non,  que  nous  appel- 
lerons un  assemblage  de  droites^  ayant  pour  sommets  les  points  a^  b^  c^ 
(/,....  Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  quelques-unes  des  droites 
de  Tassemblage  puissent  être  considérées  comme  multiples.  L'assem- 
blage pourra  être  représenté  symboliquement  par  la  forme  quadratique 
mab-\-nac'^ pbd-\-...f  dont  les  termes  représentent  ses  diverses  droites, 
respectivement  affectées  de  coefficients  m,  n,p,.,,  qui  indiquent  leurs  de- 
grés de  multiplicité. 

Deux  assemblages  A  et  A'  seront  dits  pareils,  si  Ton  peut  établir  entre 
leurs  sommets  une  correspondance  telle,  qu'à  chaque  droite  ab  de  Tun  des 
assemblages  corresponde  dans  l'autre  assemblage  une  droite  a'b\  du  même 
degré  de  multiplicité,  et  joignant  ensemble  les  deux  points  a',  b'  qui  corres- 
pondent respectivement  à  a  et  à  2».  Dans  ce  cas,  si  mab  -+■  nac  -h pbd-h... 
est  la  forme  représentative  de  A,  ma'b' -\-  ndd  -^ pb'd'  -^  ,,.  sera  évi- 
demment la  forme  représentative  de  A'. 

Il  peut  se  faire  qu'un  assemblage  soit  pareil  à  lui-même  sous  divers 
points  de  vue,  ce  qui  constituera  pour  lui  une  sorte  de  symétrie.  Dans  ce 
cas,  A' se  confondra  avec  A  et  a\  b\  c\  rf', ...  seront,  à  l'ordre  près,  iden- 
tiques à  a,  6,  c,  e/, ....  De  plus,  les  deux  formes  mab  -h  nac  -h pbd  -{-,..  et 
ma'b'-+-  na'c' -h pb'd' -{-...,  représentatives  du  même  assemblage,  seront 
nécessairement  identiques.  Donc  la  substitution  qui  transforme  a,  b,c,d,... 
en  a',  b\  c\  d\...  n'altère  pas  la  forme  mab  -\-  nac  -h pbd-^..».  Récipro- 
quement, soit  S  une  substitution  opérée  entre  les  lettres  a,  b,  c,  ^,...  qui 
n'altère  pas  cette  forme,  et  supposons  qu'elle  remplace  a,  b,  c,  d,...  par  a', 

b\  c\  d\ Si  l'on  fait  correspondre  à  la  suite  des  sommets  a,  6,  c,  </,... 

celle  des  sommets  a\  b\  c\  6?',...,  l'assemblage  restera  pareil  à  lui-même. 

Nous  obtenons  donc  le  résultat  suivant  : 

Le  problème  de  la  symétrie  des  assemblages  de  droites  est  identique  à  celui 
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de  la  symétrie  des  formes  quadratiques  ne  contenant  que  les  rectangles  des 

variables. 

Nous  reviendrons  dans  une  autre  occasion  sur  ce  problème,  considéré  au 
point  de  vue  géométrique. 

Le  problème  de  la  wsymétrie  des  polyèdres,  dont  nous  nous  sommes  oc- 
cupé ailleurs,  peut  aussi  se  ramener,  quoique  moins  simplement,  a  une 
forme  analytique. 

Isomorphisme. 

67.  Un  groupe  r  est  dit  isomorphe  à  un  autre  groupe  G,  si  Ton  peut  éta- 
blir entre  leurs  substitutions  une  correspondance  telle  :  i®  que  chaque  sub- 
stitution de  G  corresponde  à  une  seule  substitution  de  F,  et  chaque  substi- 
tution de  r  à  une  ou  plirsieurs  substitutions  de  G;  2^  que  le  produit  de  deux 
substitutions  quelconques  de  G  corresponde  au  produit  de  leurs  correspon- 
dantes respectives. 

L'isomorphisme  sera  dit  mériédrique,  si  plusieurs  substitutions  de  G  cor- 
respondent à  une  même  substitution  de  F,  holoédrique  dans  le  cas  contraire. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  G  contienne  m  substitutions^,,..., 
gm  correspondantes  à  une  même  substitution  7  du  groupe  F.  Soient  7'  une 
autre  substitution  quelconque  de  F,  g'  une  substitution  de  G  qui  lui  corres- 
ponde :  gT^  g'  correspondra  à  7~*7'f  et  par  suite  chacune  des  m  substitu- 
tions g',  g2g7^ g\""^  gmgV^g'  correspondra  à  77-' 7'=  7'.  Chaque  substi- 
tution de  F  ayant  ainsi  m  correspondantes  dans  G,  Tordre  de  F  sera  m  fois 
moindre  que  celui  de  G. 

Le  groupe  F  contient  la  substitution  i.  Soient  A,,...,  A,„  les  substitutions 
correspondantes  de  G  :  elles  forment  un  groupe  auquel  toutes  les  substitu- 
tions de  G  sont  permutables.  Car  soient  g  l'une  de  ces  dernières,  7  sa  cor- 
respondante :  g"^  hf  g  a  pour  correspondante  7"**  17=  1  :  elle  appartient 
donc  à  la  suite  h^...hfn' 

Si  m>.  I,  le  groupe  (A,,...,  h^)  ne  peut  se  réduire  à  la  seule  substitu- 
tion I  :  il  sera  d'ailleurs  moindre  que  G,  si  Ton  suppose  que  F  ne  se  réduise 
pas  à  la  seule  substitution  i;  donc  G  sera  composé.  D'où  cette  conclusion  : 
Les  groupes  composés  ont  seuls  des  isomorphes  mériédriques  (non  exclusive- 
ment formés  de  la  substitution  i). 

68.  Problème.  —  Déterminer  les  groupes  isomorphes  à  un  groupe  donné  G, 
Le  problème  se  réduit  à  déterminer  ceux  de  ces  groupes  qui  sont  transi- 
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tifs.  En  eflet,  soit  F  un  groupe  non  transitif  isomorphe  à  G  :  répartissons 
les  lettres  de  F  en  classes,  en  groupant  ensemble  celles  que  les  substitutions 
de  F  permutent  entre  elles.  Soient  a,  ai,...,  6,  A,,...,...  les  diverses  classes 
ainsi  obtenues  :  chaque  substitution  de  F  est  évidemment  de  la  forme  ÂB..^ 
A  étant  une  certaine  substitution  effectuée  entre  les  lettres  a,  ai,...,  B  une 
substitution  effectuée  entre  les  lettres  i,  i|,...,  etc.  Soient  donc  AB..., 
A|B|. ......  les  diverses  substitutions  de  F:  les  diverses  substitutions  A, 

A|,...  forment  évidemment  un  groupe  isomorphe  à  F,  et  par  suite  iso- 
morphe à  G;  de  même  pour  les  substitutions  B,  B|, 

Réciproquement,  soient  (A,  A,,...),  (B,  B|, ...),...  des  groupes  transitifs 
quelconques  isomorphes  à  G;  a,  a,,...,  6,  6|,. ......  les  lettres  qu'ils  con- 
tiennent respectivement;  gy  ^i,...  les  diverses  substitutions  de  G;  A,  B,..., 
A|,  B,,...,...  les  substitutions  qui  leur  correspondent  respectivement  dans 
les.  groupes  considérés.  Les  substitutions  AB...,  A|B|.......  forment  un 

groupe  non  transitif  entre  les  lettres  a,  ai,,..,  6,  6f,...,...,  lequel  sera 
évidemment  isomorphe  à  G. 

69.  Cherchons  donc  les  groupes  isomorphes  à  G  et  transitifs.  Nous  allons 
voir  que  leur  détermination  se  ramène  à  celle  des  divers  groupes  contenus 
dans  G. 

Soient  en  effet  rc,  a?, , . . .  les  lettres  que  G  permu  te  entre  elles  ;  H  =  (A| , . . . ,  A„) 
un  groupe  quelconque  contenu  dans  G.  Les  substitutions  de  G  peuvent  toutes 
être  mises  sous  la  forme  A^^p,  g^,,...,  g^p,...,  g^  étant  des  substitutions  con- 
venablement choisies,  dont  la  première  se  réduit  à  Tunité  et  dont  le  nombre  m 
est  égal  au  rapport  des  ordres  de  G  et  de  H  (39). 

Soient  maintenant  F|  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  a?,  rri,..., 
invariable  par  les  substitutions  H;  F,  ce  qu'elle  devient  par  la  substitution  s. 
Les  m  fonctions  F|,...,  F^^ seront  transformées  les  unes  dans  les  autres  par 

toute  substitution  de  G.  En  effet,  fe  substitution  K' g^*  transforme  F^^,  par 
exemple,  en  F- a,/^„,.  D'ailleurs  g^K'g^f^  appartenant  à  G,  peut  être  mise 
sous  la  forme  h^'^g^,,,  et  Aa//  n'altère  pas  la  fonction  F;  :  donc  F^  sera  trans- 
formée en  F;i^„^^„  =  Yg^„. 

Chaque  substitution  de  G,  effectuée  dans  les  fonctions  F|,...,  équivaut 
ainsi  à  une  certaine  substitution  effectuée  entre  ces  fonctions.  Ces  dernières  • 
substitutions  forment  évidemment  un  groupe  F,  isomorphe  à  G.  Ce  nouveau 
groupe  sera  transitif,  les  substitutions  g",,...,  g^  permettant  de  transfor- 
mer F|  en  l'une  quelconque  des  fondions  F«,...,  F^^. 

8 
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70.  Nous  allons  montrer  réciproquement  que  tout  groupe  transitif,  iso- 
morphe à  G,  est  identique  à  l'un  de  ceux  que  nous  venons  de  former. 

Soient  en  effet  G'  un  semblable  groupe,  entre  les  lettres  j,  j,,...;  H  le 
groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  G  qui  correspondent  dans  G'  à 
la  substitution  i;  F  une  fonction  de  â;,  â^i,...»  invariable  par  les  substitu- 
tions H  et  variable  par  toute  autre  substitution;  F,  F,,...  les  diverses  trans- 
formées de  F  par  les  substitutions  G.  D'après  le  numéro  précédent,  les  sub- 
stitutions G,  opérées  dans  F,  F,,...,  équivaudront  k  des  substitutions  opérées 
entre  ces  fonctions;  soit  t  le  groupe  transitif,  isomorphe  à  G,  formé  par 
ces  dernières  substitutions.  11  sera  évidemment  isomorphe  a  G',  sans  mé- 
riédrie. 

Posons  d'autre  part  F' =  a^-H  a<  j< -h...,  a,  «i,...  étant  des  constantes 
indéterminées.  Soient  F',  F',,...  les  transformées  toutes  distinctes  de  cette 
fonction  par  les  substitutions  G'  :  les  substitutions  G',  opérées  dans  F',  F\,... 
équivaudront  à  des  substitutions  opérées  entre  ces  fonctions;  ces  dernières 
substitutions  forment  un  groupe  F',  transitif,  et  isomorphe  sans  mériédrie 
à  G',  et  par  suite  à  F. 

Cela  posé,  nous  allons  établir  que  les  groupes  F  et  T'  sont  identiques,  sauf 
la  dénomination  des  quantités  F,  F,,...  et  F',  F',,...  qu'ils  permutent  res- 
pectivement. 

71.  En  premier  lieu,  chacun  de  ces  deux  groupes  jouit  de  la  propriété 
remarquable  que  son  ordre  est  égal  à  son  degré.  En  effet,  le  nombre  m  des 
quantités  F,  F,,...  est  égal  à  l'ordre  de  G  divisé  par  celui  de  H  (69),  et  par 
suite  égal  à  l'ordre  de  G'  (67).  Donc  le  degré  de  F  est  égal  à  l'ordre  de  G'; 
d'ailleurs  son  ordre  est  égal  à  l'ordre  de  G',  ces  deux  groupes  étant  iso- 
morphes sans  mériédrie.  On  voit  de  même  que  le  degré  et  l'ordre  de  F'  sont 
tous  les  deux  égaux  à  Tordre  de  G'. 

On  conclut  de  là  que  chcujue  substitution  de  F  (sauf  l'unité)  déplace  toutes 
les  quantitésY,  F,,....  Car  F  étant  transitif,  son  ordre  est  égal  au  produit  de 
son  degré  m  par  le  nombre  de  celles  de  ses  substitutions  qui  laissent  immo- 
bile une  de  ses  lettres,  telle  que  F;  mais  cet  ordre  se  réduit  à  m  :  donc  F 
ne  contient  qu'une  substitution  qui  laisse  F  immobile,  à  savoir  :  l'unité. 

Le  groupe  T  ne  contient  quune  substitution  qui  remplace  F  par  une  autre 
lettre  donnée  F^.Car  s'il  en  contenait  deux,  en  les  combinant  ensemble, 
on  en  déduirait  une  troisième,  différente  de  l'unité  et  qui  laisserait  F  im- 
mobile. 

Enfin,  chaque  substitution  de  T  a  ses  cycles  formés  d'un  même  nombre  de 
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lettres.  Car  si  deux  de  ses  cycles  contenaient  respectivenoent  k  et  k'  lettres, 
k'  étant  <  k,  sa  puissance  k!  laisserait  des  lettres  immobiles,  sans  se  réduire 
à  Tunité. 
Le  groupe  r^  jouit  évidemment  des  mêmes  propriétés. 

• 

72.  Cela  posé,  soient  F«  l'une  quelconque  des  quantités  F,  F<,...;  7^  celle 
des  substitutions  de  T  qui  la  fait  succéder  à  F;  7'^  la  substitution  correspon- 
dante de  F';  ip  une  quelconque  des  quantités  F',  F'^,  ..:  ffn  celle  de  ces  quan- 
tités que  7'„  fait  succéder  à  ^  :  les  quantités  ç),...,9„,...  seront  identiques, 
à  l'ordre  près,  aux  suivantes  F',  F'j,...;  et  si  une  substitution  quelconque  (f 
appartenant  a  F  fait  succéder  F^  à  F„,  sa  correspondante  c^'  dans  F'  fera  suc- 
céder (fp  à  qp«.  En  effet,  F  ne  contient  qu'une  substitution  qui  fasse  succéder 
Yp  à  F„;  mais  77' 7^  jouit  de  cette  propriété,  ainsi  que  à  :  donc  à  =  yn'yp^ 
d'où  â'  =  y'~'y'p^  substitution  qui  fait  succéder  (pp  à  ç«.  Donc  les  deux 
groupes  F  et  F'  deviendraient  identiques  par  le  simple  changement  de  9 
en  F. 

73.  Soit  pour  fixer  les  idées  qp  ■=  F' =  aj  4- a,y, -t- Les  quantités  9, 

9i , . . .  sont  toutes  des  fonctions  linéaires  dey ,  jKi  * Réciproquemen  t,  j,  ji , . . . 

pourront  être  exprimés  en  fonction  linéaire  de  9,  9<,....  En  effet,  G'  étant 
transitif  contient  une  substitution  qui  remplace  y  par  j^,  quel  que  soit 
l'indice  /x  :  donc,  parmi  les  fonctions  9,  91,...,  il  en  existe  une  au  moins  de 
la  forme  oLyy,-^  ^^  ^  étant  une  fonction  linéaire  de  j,...,jpL_oj^.+,,....  Soit 
9^  cette  fonction  :  9,...,  9**,...  seront  liées  h  j,...,  Jpi»...  par  des  équations 
linéaires,  dont  le  déterminant  n'est  pas  nul  tant  que  a,  a^,...  restent  arbi- 
traires; car  dans  le  cas  où  a,,  aj,...  seraient  très-petits,  ce  déterminant  se 
réduit  sensiblement  à  une  puissance  de  a.  Ces  équations  peuvent  donc  être 
résolues  par  rapport  aux  7. 

Soit  donc  j^=  189 -h  |3|  9,  H- Les  substitutions  de  G'  opérées  entre 

les  7  équivalent  aux  substitutions  de  F'  opérées  entre  les  9.  Réciproque- 
ment, si  l'on  fait  subir  aux  9  les  substitutions  de  F',  il  est  clair  que  j,  j,,... 
seront  permutés  entre  eux  de  la  même  manière  qu'ils  le  seraient  par  les 

substitutions  de  G'. 

« 

Soient  maintenante,  jZf,...  les  fonctions  formées  avec  F,  F|,.«-9  comme  j 
j'o...  le  sont  avec  9,  91,...;  opérons  sur  les  lettres  a?,  a?i,...  les  substitutions 
de  G,  ce  qui  revient  à  opérer  entre  lesF,Fo--  celles  du  groupe  F,  identique 
à  F';  il  est  clair  que  «,«,,...  seront  permutés  entre  eux  de  la  même  manière 
<iuc y, /,,...  le  sont  par  les  substitutions  de  G'. 

Notre  proposition  se  trouve  ainsi  établie. 

8. 
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74.  La  notion  de  Tisomorphisme  peut  être  souvent  utile,  k  cause  de  la 
similitude  de  propriétés  que  présentent  entre  eux  les  groupes  isomorphes. 
Ainsi,  par  exemple,  on  voit  sans  peine  que  deux  groupes  isomorphes  l'un  de 
Taulre  sans  mériédrie  sont  en  même  temps  simples  ou  composés,  et  ont  les 
méines  facteurs  de  composition. 

Qu'hourra  donc  dans  beaucoup  de  cas  remplacer  la  considération  directe 
d'un  groupe  par  celle  de  quelqu'un  de  ses  isomorphes.  Parmi  ces  iso- 
morphes, il  en  existe  toujours  un  transitif  et  dont  l'ordre  égale  le  degré 
(69-71).  On  voit  par  là  qu'une  étude  approfondie  des  groupes  de  cette  sorte 
aurait  une  grande  importance. 

Des  groupes  transitifs  dont  V ordre  égale  le  degré. 

75.  Théorème.  —  Les  groupes  transitifs  dont  tordre  égale  le  degré  sont 
conjoints  deux  à  deux,  de  telle  sorte  que  chacun  d*eux  soit  formé  par  r en- 
semble des  substitutions  échangeables  à  celles  de  son  conjoint. 

Soient  en  effet  G  l'un  de  ces  groupes,  A  l'une  des  substitutions  de  G, 
{aa'...  a'"'*)  l'un  des  cycles  de  A.  Parmi  les  substitutions  de  G,  une  seule,  B, 
fait  succéder  à  a  une  autre  lettre  donnée  b  (71).  Soient  i',...,  fc'"'*  les  lettres 
que  B  fait  respectivement  succéder  à  a',...,  a'""*.  Si  b  n'appartient  pas  à  la 
suite  a,  a',...,  a"*"*,  aucune  des  lettres  6',...,  b'"^*  ne  lui  appartiendra.  Car 
si  Ton  avait  b''  =  a^,  G  contiendrait  deux  substitutions  distinctes,  B  et  A^\ 
qui  remplacent  a"  para*^,  résultat  absurde  (71). 

S'il  existe  quelque  autre  lettre  c  qui  ne  fasse  partie  d'aucune  des  deux 
suites  a,  a',...,  a'""*;  6,  6',...,  i'"-*,  G  contiendra  une  seule  substitution  C 
qui  remplace  a  par  c;  et  les  lettres  c,  c',...,  c'"""',  par  lesquelles  C  remplace 
a,  a',...,  a'"""*,  seront  toutes  distinctes  des  précédentes  :  car  si  l'on  avait 
c^=b^  par  exemple,  G  contiendrait  deux  substitutions  distinctes,  C  et 
A^'^^'B,  qui  remplacent  a"  par  b^y  résultat  absurde  (71). 

Continuant  ainsi,  on  voit  que  les  lettres  se  répartissent  toutes  en  systèmes 
a,  a',...,  a"*'';  i,  i',...,  &'"■"*;  ce',...,  c*""*;...  contenant  chacun  m  lettres. 

Soient  maintenant  S  une  substitution  de  G;  c^la  lettre  que  S  fait  succéder 
à  une  autre  lettre  donnée  b^  :  S  remplacera  b^\  6^^...,  b^^^  parc''-^*. 

En  effet,  les  deux  substitutions  S  et  B-^A^'-t^C,  remplaçant  l'une  et  l'autre 
b^  par  c\  sont  nécessairement  identiques  (71).  Or  B~^  remplace  6^"^?  par 
a^-*-P,  que  A""»*  remplace  par  a^"^,  que  C  remplace  par  c^-^. 
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Cela  posé,  la  substitution  c  =  [aa'a'\.. )[hb*b"...)[cc'c". .,)..,  est  échan- 
geable à  toutes  les  substitutions  de  G.  Car  (tS  et  Se  remplacent  toutes  deux  b^ 
par  la  même  lettre  c''-*'',  et  la  lettre  b^  est  quelconque. 

Si  Ton  prend  successivement  pour  point  de  départ,  à  la  place  du  cycle 
{aàà\..)^  les  divers  cycles  des  diverses  substitutions  de  G,  on  formera  un 
ensemble  de  substitutions  a,  a'j...,  échangeables  à  celles  de  G.  Les  substi- 
tutions dérivées  de  celles-là  forment  un  groupe  F,  dont  chaque  substitution» 
(sauf  l'unité)  déplace  toutes  les  lettres.  Car  si  Tune  de  ces  substitutions 
laissait  a  immobile,  en  déplaçant  quelque  autre  lettre  &,  il  est  clair  qu'elle 
ne  pourrait  être  échangeable  à  celle  des  substitutions  de  G  qui  remplace  a 
par  b.  D'autre  part,  si  k  est  une  lettre  quelconque,  il  existe  parmi  les  sub- 
stitutions G  un  cycle  où  a  succède  à  k.  Ce  cycle  se  retrouve  dans  une  des 
substitutions  de  F  :  ce  groupe  est  donc  transitif. 

D^autre  part,  toute  substitution  échangeable  à  celles  de  G  fera  partie  de  F. 
Car  soit  P  une  semblable  substitution,  laquelle  remplace,  par  exemple, 
a  par  a'  :  elle  se  confondra  avec  c.  Car  soit  Q  la  substitution  de  G  qui  con- 
tient le  cycle  aa' a"...,  et  soit  k  la  lettre  par  laquelle  P  remplace  a'  :  PQ  rem- 
place a  para";  QP  la  remplace  par  k  :  donc  k  =  a".  On  verra  de  même  que 
P  remplace  a"  par  a"',  etc.  :  donc  P  contient  le  cycle  aa*a" 

Mais  G  renferme  en  outre  une  substitution  R  qui  remplace  a,  a\  a",... 
par  6,  6',  6"....  Si  P  remplace  b  par  x,  RP  remplacera  a  par  x;  PR  le  rem- 
place par  b'  :  donc  b'  =  x;  de  même  P  remplacera  è'  par  6",  etc.  :  donc  elle 
contiendra  le  cycle  bb'b"...;  de  même  pour  le  cycle  cc'c"...,  etc.  :  donc  P 
se  réduit  à  g. 

§  VI.    —    Du    GROUPE    ALTERNÉ. 

76.  Une  substitution  qui  consiste  à  intervertir  deux  lettres  se  nomme 
transposition. 

Une  substitution  circulaire  entre/?  lettres  a,  b,  c,...  est  évidemment  le 
produit  des  p  —  i  transpositions  (afr),  (ac),...  Donc  une  substitution  quel- 
conque entre  k  lettres  et  contenant  n  cycles  sera  le  produit  de  k--  n  transposi- 
tions successives. 

m 

77.  Théorème.  —  Soient  S,  T  deux  substitutions  qui  soient  respectis?ement 
le  produit  de  a  et  de  ^  transpositions.  Le  nombre  des  transpositions  successives 
dont  le  produit  donne  ST  sera  pair  ou  impair,  suivant  que  a  -h  ]3  sera  lui-mPme 
pair  ou  impair. 
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Une  substitution  quelconque  étant  un  produit  de  transpositions,  il  suffira 
évidemment  d'établir  celte  proposition  quand  T  est  une  transposition,  au- 
quel cas  /3  =  I. 

Or  soit  pour  fixer  les  idées  S  =  {abcde){/g).  Si  T  transpose  deux  lettres 
appartenant  à  un  même  cycle,  telles  que  a  et  c,  on  aura 

ST^(ab)[cde)[fg), 

substitution  qui  contient  un  cycle  de  plus  que  S  et  qui,  par  suite,  sera  le 
produit  de  a  —  I  transpositions.  Si  au  contraire  T  transpose  deux  lettres  a,/ 
appartenant  à  des  cycles  différents,  ST  =:  [abcdefg)  contient  un  cycle  de 
moins  que  S,  et  sera  le  produit  de  a  -f- 1  transpositions.  Dans  l'un  et  l'autre 
cas,  le  nombre  des  transpositions  dont  le  produit  donne  ST  sera  congru  à 
a  -h  I  (mod.  2). 

78.  Corollaire.  —  Soit  G  un  groupe  quelconque;  celles  de  ses  subslilu- 
lions  qui  résultent  dHun  nombre  pair  de  transpositions  forment  un  groupe  H. 
Car  le  produit  de  deux  quelconques  d'entre  elles,  résultant  d'un  nombre 
pair  de  transpositions  et  faisant  partie  de  G,  fera  lui-même  partie  de  H. 

Si  H  ne  contient  pas  la  totalité  des  substitutions  de  G ,  il  en  contient  la  moitié; 
déplus,  il  est  permutable  aux  substitutions  de  G.  Car  soient  S,,  S2,...  les  sub- 
stitutions de  H,  en  nombre  N  ;  T  une  substitution  de  G  résultant  d'un  nombre 
impair  de  transpositions.  Les  2N  substitutions  de  la  suite  S,,  S2,...,  TS,, 
TS2,...  sont  évidemment  distinctes.  D'autre  part,  une  substitution  quel- 
conque de  G,  telle  que  U,  fait  partie  de  cette  suite.  Car  si  U  résulte  d'un 
nombre  pair  de  transpositions,  elle  fera  partie  de  la  suite  S|,  S2,...;  et  si  elle 
résulte  d'un  nombre  impair  de  transpositions,  T'*U,  qui  résulte  d'un 
nombre  pair  de  transpositions,  en  fera  partie  :  U  fera  donc  partie  de  la  suite 

Enfin  U  est  permutable  à  H  :  car,  soient  respectivement  a,  jS,  7  les  nombres 
de  transpositions  desquelles  résultent  U,  S,,  U~*S,  U,  on  aura  (77) 

y^— a -h(3 -f-a     (mod.  2). 

Donc,  j3  étant  pair,  7  le  sera  également.  Donc  U^'S,  U  appartient  à  H.  De 
même  pour  U~*S2U, — 

79.  Si  l'on  prend  pour  G  le  groupe  formé  par  toutes  les  substitutions 
possibles,  on  aura  les  résultats  suivants  : 

Les  substitutions  qui  résultent  d*un  nombre  pair  de  transpositions  forment 
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un  groupe,  contenant  la  moitié  des  substitutions  possibles  et  permutable  à  toute 
substitution. 

Ce  groupe  se  nomme  le  groupe  alterné;  les  fonctions  qu'il  laisse  inva- 
riables sont  dites  alternées.  La  plus  simple  d'entre  elles  est  le  produit  des 
difTérences  des  lettres  a,b,c, 

Tout  groupe  qui  contient  le  groupe  alterné  se  confond  avec  lui  ou  renferme 
toutes  les  substitutions  possibles.  Car,  s'il  est  plus  général  que  le  groupe 
alternée  son  ordre  est  un  multiple  de  l'ordre  N  de  ce  dernier  groupe  :  il  ne 
peut  donc  être  inférieur  à  2N. 

80.  Toute  substitution  circulaire  entre  trois  lettres  fait  partie  du  groupe 
alterné,  paf  définition.  Réciproquement,  toute  substitution  du  groupe  al- 
terné est  un  produit  de  substitutions  circulaires  entre  trois  lettres.  Car  la  substi- 
tution S4  =^  [abcd)  [ef),  par  exemple,  s'obtient  en  exécutant  la  substitution 
circulaire  [abc),  puis  la  substitution  [ad)  {ef),  laquelle  est  elle-même  le 
produit  des  deux  substitutions  circulaires  {ade)  et  [eiif). 

81.  Si  le  nombre  k  des  lettres  est  supérieur  à  4»  tout  groupe  auquel  toute 
substitution  est  pcrrnutable  contient  le  groupe  alterné.  Car  soient  F  un  groupe 
auquel  toute  substitution  soit  permutable;  S  une  de  ses  substitutions  :  cha- 
cune des  substitutions  semblables  à  S,  étant  la  transformée  de  S  par  une  cer- 
taine substitution,  appartiendra  à  F.  Nous  allons  en  conclure  que  F  contient 
le  groupe  alterné. 

En  effet,  supposons  en  premier  lieu  que,  parmi  les  cycles  de  S,  il  en  existe 
un  contenant  plus  de  deux  lettres.  Soit,  parexemple,  S  =  [abc.d)  [ef ..).,., 
Soient  a,  /3,  ^  trois  lettres  quelconques;  7,  ^  (p,...  les  autres  :  les  substitu- 
tions S,  =  (aj3y...<J)  (ey. ..)...  et  S,  =  {^ay...&)  (sy. ..)...,  semblables  à  S, 
faisant  partie  de  F,  SaS^'  en  fera  également  partie;  mais  cette  substitution 
se  réduit  à  la  substitution  circulaire  (aj3(^)  entre  les  trois  lettres  arbitraires 
a,  ^,  &,  Donc  F  contient  toutes  les  substitutions  circulaires  entre  trois  lettres 
et  toute  substitution  dérivée  de  celles-là  :  donc  il  contient  le  groupe  al- 
terné. 

Si  tous  les  cycles  de  S,  (aé),  (crf),  (ç/*),...  contiennent  au  plus  deux  let- 
tres, soient  a,  |3,  y,  â  quatre  lettres  arbitraires;  ê,  (p,...  les  autres:  F  con- 
tiendra les  deux  substitutions  84  =  (a|3)  (-/(f)  (eç)...,  83  =  (ay)  {^&)  (s-pj...,  et 
par  suite  2  =  S,  Sj  =  (a(>)  (Py).  Si  A:  >  4»  soit  Ç  une  lettre  arbitraire  autre 
que  a,  ]3,  y,  (?  :  F  contiendra  la  substitution  2,  =  (aÇ)  (/3y),  semblable  à  2, 
et  par  suite  la  substitution  llf={aâC),  dans  laquelle  a,  â,  C  sont  trois  lettres 
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différentes  quelconques;  car  le  choix  de  Ç  n'est  pas  limité  par  la  condition 
d'être  différent  des  lettres  arbitraires  ]3  et  y.  Donc,  dans  ce  cas  encore,  F 
contiendra  le  groupe  alterné. 

Remarque,  —  Si  A  =  4»  la  proposition  ci-dessus  se  trouve  en  défaut;  car 
on  vérifie  aisément  que  le  groupe  d'ordre  4  dérivé  de  la  substitution 
S  =  [ab)  [cd)  et  de  ses  transformées  est  permutable  à  toute  substitution. 

Théorèmes  divers. 

82.  Théorème.  —  Si  un  groupe  G,  n  fois  transitif,  ne  contient  pas  le 
groupe  alterné,  chacune  de  ses  substitutions  (sauf  l'unité)  déplacera  plus  de 
n  lettres. 

En  effet,  supposons  que  G  renferme  une  substitution  S  qui  ne  déplace 
pas  plus  de  n  lettres;  il  renfermera  une  substitution  T  remplaçant  ces 
n  lettres  par  n  autres  lettres  quelconques;  il  renfermera  donc  T"*ST, 
laquelle  est  Tune  quelconque  des  substitutions  semblables  à  S.  Il  contient 
donc  le  groupe  alterné  (81). 

De  ce  théorème,  dû  a  M.  Mathieu,  on  déduit  la  proposition  plus  générale 
que  voici  : 

83.  Théorème.  —  Si  un  groupe  G,  n  fois  transitif,  ne  contient  pas  le 
groupe  alterné,  chacune  de  ses  substitutions  (sauf  l'unité)  déplacera  plus  de 
2/1  —  4  lettres. 

Soit,  en  effet,  S  =  {abc.)  [def..)  (g...)  une  substitution  de  G,  laquelle 
déplace  q  lettres,  q  étant  par  hypothèse  <  2/1  —  3.  Soient  a,  6,  c,..., 
rf,  e,  /,  les  n  premières  lettres  de  S,  9  une  lettre  quelconque  que  S  ne 
déplace  pas.  Le  groupe  G,  étant  n  fois  transitif,  contient  une  substitution  T 
qui  ne  déplace  pas  a,  6,  c,...,  rf,  e  et  qui  remplace/par  9.  Soient  7,...  les 
lettres  par  lesquelles  elle  remplace  g,...  :  G  contiendra  la  substitution 
T-*ST  =  faèc...)(rftf(p...)  (7...),  et  celle-ci  T-*ST.S7' qui  ne  se  réduit  pas  h 

l'unité,  car  elle  déplace  9,  et  qui  ne  déplace  que  les  lettres  e,  9,...,  7 

/,...,  g',...,  dont  le  nombre  ay  —  2/1  -+-  3  ==  y'  est  inférieur  à  q. 

De  cette  substitution  on  en  déduirait  une  autre  contenant  q"  lettres, 
q"  étant  <  y',  etc.,  et  l'on  finirait  par  obtenir  une  substitution  ne  déplaçant 
que  n  lettres  au  plus.  Donc  G  contiendra  le  groupe  alterné  (82). 

ConoLLAiRE  I.  —  V ordre  d'un  groupe  G  dé  degré  k,  n  fois  transitif  et  ne 
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I    2    .  .A" 

contenant  peu  le  groupe  alterné^  divise  »  m  étant  le  plus  grand  des 

nombres  n  ou  2n  —  /|. 

En  effet,  soit  H  le  groupe  formé  par  toutes  les  substitutions  possibles  entre 
m  lettres;  G  et  H  n'ayant  aucune  substitution  semblable,  le  produit  de  leurs 
ordres  divise  1.2...*  (40).  Mais  l'ordre deH  est  égal  à  i.a..../w.     c.  q.  f.  d. 

Corollaire  II.  —  Un  groupe  G  de  degré  i,  et  ne  contenant  pas  le  groupe 
alterné,  ne  peut  être  plus  de  q  fois  transitif,  q  étant  le  plus  petit  des  deuœ 

nombres  — ^>  -• 
3       2 

Car,  s'il  est  n  fois  transitif,  son  ordre  est  (44)  un  multiple  de 

k(k  —  i)..  .(/f  —  /i-hi). 


Mais  il  divise  —  Donc  i.'i,,.k  doit  être  divisible  par 

I . 2. . • m  * 

i.2...m(Ar  —  n-i-i)...(/r— i)Ar, 

ce  qui  est  absurde,  si  m  >  A  —  n,  d'où  n  >  — ^ï  ou  >  -1  suivant  qu'on 

aura  m  =  /i  ou  m  =  2/1  —  4- 

La  proposition  ci-dessus  est  intéressante,  en  ce  qu'elle  établit  une  sépa- 
ration bien  tranchée  entre  le  groupe  alterné  et  les  autres  groupes,  le  pre- 
mier étant  k  —  i  fois  transitif, .tandis  que  les  autres  le  sont  beaucoup  moins 
de  fois. 

La  limite  q,  que  nous  venons  d'établir  pour  le  degré  de  transitivité  de 
ces  derniers  groupes,  est  d'ailleurs  beaucoup  trop  élevée  dès  que  k  devient 
un  peu  grand.  Nous  en  indiquerons  de  plus  rapprochées  au  §  VIIL 

84.  THÉonèftiE.  —  Un  groupe  G,  permutable  aux  substitutions  d'un 
groupe  n  fois  transitif  H,  est  au  moins  n  —  i  fois  transitif 

Soit,  en  effet,  S  =  [abc.)  {def ..)...  l'une  des  substitutions  de  G.  Soient, 
pour  fixer  les  idées,  a,  b,  c,...,  d,  e, /les  n  premières  lettres  qui  entrent 
dans  son  expression  :  H,  étant  n  fois  transitif,  contient  une  substitution  T 
qui  laisse  immobiles  a,  b,  c,...,  c/,  e,  et  remplace /par  une  autre  lettre 
arbitraire/?;  G  contient  la  substitution  T~*S1  ^ [abc. .){dep. ..)...,  et  la  sui- 
vante S~'T""*ST  =  U,  laquelle  laisse  immobiles  les/i—  2  lettres  a, ft, c,...,  e 
et  remplace/  par  p.  Soit  U  =  [fp,..)...  :  H  renferme  une  substitution  V 

9 
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qui  remplace  les  n  lettres  a,  6,  c, ...,  c, /,  p  par  /i  lettres  arbitraires 
a»  /3,  7,...,  £,  9,  tt;  G  contiendra  V~'UV,  qui  laisse  immobiles  n  —  2  lettres 
arbitraires  a,  ]3,  7,...,  s  et  remplace  y  par  une  autre  lettre  arbitraire  n. 

Il  est  maintenant  évident  que  G  est  transitif;  car  il  contient  une  substi- 
tution qui  remplace  ^  par  la  lettre  n^  laquelle  est  absolument  quelconque: 
car  elle  n'est  nullement  déterminée  par  la  condition  de  différer  des  lettres 
arbitraires  a,  ^,  7,...,  £.  De  même,  le  groupe  formé  par  celles  des  substi- 
tutions de  G  qui  ne  déplacent  pas  a  sera  transitif;  car  il  contient  une  sub- 
stitution qui  ne  déplace  pas  a,  et  remplace  9  par  tt,  71  étant  une  lettre  quel- 
conque autre  que  a.  Donc  G  est  au  moins  deux  fois  transitif,  etc.  Donc, 
enfin,  G  est  au  moins  n  —  i  fois  transitif. 

85.  Corollaire.  —   Le  groupe  alterné  est  simple^  si  X;  >►  4« 

En  effet,  il  est  ^  —  i  fois  transitif.  S'il  contenait  un  groupe  G  non  alterné 
auquel  ses  substitutions  fussent  permutables,  ce  groupe  serait  k  —  1  fois 
transitif;  mais  il  ne  peut  l'être  plus  de  q  fois  (83),  ce  qui  implique  contra- 
diction si  ^  >  4« 

Si  ^  =  4»  on  a  vu  (81)  que  le  groupe  dérivé  des  transformées  de  {ab){cd) 
est  permutable  k  toutes  les  substitutions  possibles;  il  le  sera  à  fortiori  à 
celles  du  groupe  alterné. 

86.  Un  groupe  K  qui  ne  contient  pas  le  groupe,  alterné  contient  au  plus 
le  tiers  des  substitutions  possibles.  Car  soient  S,  S,,...  ses  substitutions  en 
nombre  N,T  une  substitution  circulaire  entre  trois  lettres,  qu'il  ne  contienne 
pas  [s'il  les  contenait  toutes,  il  contiendrait  le  groupe  alterné  (80)] .  Les  3N  sub- 
stitutions S,  S|,...,  TS,  TS,,....  T^S,  T'^Si,...  sont  toutes  distinctes;  car,  si 
l'on  avait,  par  exemple,  PS  =  S,,  on  en  déduirait  T  =  (P)*=:  (S,  S-*)S 
et  T  appartiendrait  à  K,  contre  l'hypothèse. 

87.  Théorème.  —  Si  une  fonction  Y  dek  lettres  a^b,  c^,,,,  l^m,,,.  est  tran- 
sitive; si,  de  plus,  considérée  comme  fonction  des  k  lettres  a,  6,  c,...,  elle  est 

symétrique  ou  alternée,  k  étant  >  -?  elle  sera  nécessairement  symétrique  ou 

alternée  par  rapport  aux  k  lettres  a,  6,  c,...,  /,  w,,... 

En  effet,  F  étant  transitive,  son  groupe  G  contient  une  substitution  S 
qui  fait  succéder  /  à  a;  elle  fera  succéder  à  a,  6,  c,...  des  lettres  /,  x, 
y,...,  dont  le  nombre  k'  sera  supérieur  à  celui  des  lettres  /,  m,....  Donc 
l'une  au  moins  des  lettres  a?,  y,...  appartient  à  la  suite  a,  6,  c,....  Soit,  par 
exemple,  a?  =  c  :  F  sera  symétrique  ou  alternée  par  rapport  à  a,  ô,  c,...,  /. 
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Car  elle  l'est  par  rapport  à  a,  b,  c,...:  donc  G  contient  la  substitution 
T={abc),  et  sa  transformée  U  =  S""*TS  =  {Icy).  Cela  posé,  si  7  ne  fait  pas 
partie  de  la  suite  a,  b,  c,...,  soient  a,  j3  deux  lettres  quelconques  de  cette 
suite  :  G  contient  la  substitution  V  =  (a|3c),  et,  par  suite,  les  substitutions 
W  =  V-'UV  =  (/aj'),  W.  =  V-^UV*=:(/^7),  qui,  combinées  entre  elles  et 
avec  U,  donnent  les  suivantes  :  {Ica),  (/c|3),  (/«]3).  Donc  G  contient  toutes  les 
substitutions  circulaires  ternaires  entre  a,  6,  c,...,  /.  La  même  conséquence 
subsiste,  si  y  fait  partie  de  la  suite  a,  b^  c,...:  car,  soit,  dans  ce  cas,  a  une 
lettre  quelconque  de  cette  suite  autre  que  c  et  j,  G  renferme  la  substitu- 
lion  \  =  [cya),  et  la  suivante,  V'*UV  =  (/7a).  De  même,  j3  étant  une  autre 
lettre  de  cette  suite,  il  renfermera  la  substitution  (/oc]3). 

Donc  G  est  alterné  par  rapport  à  a,  6,  c,...,  /.  On  voit  de  même  qu'il  est 
alterné  par  rapport  à  a,  6,  c,...,  /,  m;  etc. 

§  VII.  --  THiORÈMES  DE  MM.  BeRTRAMD  ET  SeRRET. 

88.  Le  problème  de  déterminer  les  nombres  minima  de  valeurs  que 
puisse  prendre  une  fonction  de  k  lettres,  lorsqu'on  y  permute  ces  lettres, 
offre  un  grand  intérêt  historique.  M.  Bertrand  a  donné  à  ce  sujet,  vers  i845, 
deux  théorèmes  importants,  démontrés  depuis  de  diverses  manières  par 
Cauchy  et  par  M.  Serret.  En  voici  l'énoncé  : 

I**  Toute  fonction  de  k  lettres  a  au  moins  k  valeurs  distinctes^  si  elle  nest 
ni  symétrique  ni  alternée; 

1^  Toute  fonction  de  k  lettres  qui  a  k  valeurs  distinctes  est  symétrique  par 
rapport  àk  —  i  lettres. 

Chacun  de  ces  théorèmes  présente  une  exception  : 

I®  Si  A  =  4»  les  fonctions  dont  le  groupe  dérive  des  substitutions  {ab), 
[cd),  {ac){bd),  telles  que  la  fonction  ab -h  cd,  ne  sont  ni  symétriques  ni 
alternées,  et  ont  trois  valeurs  distinctes. 

a^  Si  *  =  6,  les  fonctions  dont  le  groupe  dérive  des  deux  substitutions 
{ghcd)y  {'b€€€l}-{cd^,  telles  que  celle-ci 

{ab  -^cd-^  ^f){ac  -+-  be -h  fd)  {ad  H-  bf-\-  ce)(ae'^bd  -^fc){af-h  bc  H-  ed), 

« 

non  symétriques  par  rapport  à  cinq  lettres,  ont  six  valeurs  distinctes. 
M.  Bertrand  a  encore  démontré  le  théorème  suivant  : 
3'*  Une  fonction  de  k  lettres  qui  a  plus  de  k  valeurs  en  a  au  moins  2k, 

si  k^  7. 

9' 
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Auquel  M.  Serret  a  ajouté  le  suivant  : 

4^  Une  fonction  de  k  lettres  qui  a  plus  de  2k  valeurs  en  a  au  moins » 

sik^ii. 

Ces  divers  théorèmes  sont  des  cas  particuliers  du  suivant,  que  nous  allons 
établir. 

Théorème.  —  Soit  n  un  entier  constant  quelconque  :  les  fonctions  de 
k  lettres^  symétriques  ou  alternées  par  rapport  à  k  —  n  de  ces  lettres,  auront 
moins  de  valeurs  distinctes  que  celles  qui  ne  jouissent  pas  de  cette  propriété. 

Cette  proposition  sera  parfois  en  défaut  pour  les  petites  valeurs  de  k;  mais 
on  pourra  toujours  assigner  à  k  une  limite  au  delà  de  laquelle  elle  sera  néces- 
sairement vraie.  • 

89.  En  effet,  supposons  que  k  soit  un  grand  nombre.  L'ordre  du  groupe 
d'une  fonction  F  symétrique  ou  alternée  par  rapport  à  A  —  n  lettres  est 

divisible  par  ^-^^^-^ — — ^'  (39)  :  le  .nombre  des  valeurs  distinctes  de  celte 

fonction  est  donc  un  diviseur  de  2k{k  —  i)...{k  —  n  +  i). 

90.  Considérons  maintenant  une  autre  fonction  quelconque  ^.  Si  elle 
n'est  pas  transitive  par  rapport  à  i  —  /i  lettres,  le  nombre  de  ses  valeurs 

sera  égal  à    '-.^"    ?  M,  M',...  étant  respectivement  les  ordres  de  groupes 

transitifs  entre  a,  a\  u'\...  lettres,  chacun  des  nombres  a,  a^  a",...  étant 
<  ^  —  n,  et  leur  somme  étant  égale  à  k  (44  et  60).  Le  nombre  de  valeurs 

cherché  est  donc  un  multiple  de  ^— ^) ,,—  5  expression 

qui  atteint  évidemment  son  minimum  lorsque  les  nombres  a,  u\  a!\...  se 
réduisent  à  deux,  égaux,  Tun  à  A—  n  —  1,  l'autre  à  /i-hi;  ce  minimum 

sera     ^    ""'J"-v — ^ — )^  ^^^  ^^^^  supérieur  à  aif*  —  i). .  .(^  — /i -h  i),  si 

1.2. .  .(n  -f- 1)  ^  \  j       \  I 

l'on  aA  —  n>2.i.2...(/i-f-i). 

91.  Supposons,  au  contraire,  que  la  fonction  i  soit  transitive  par  rap- 
port à  A  —  V  lettres  a,  b,  c^...^  v  étant  au  plus  égal  à  n  :  chacune  des  sub- 
stitutions de  son  groupe  G  sera  le  produit  de  deux  autres,  dont  l'une  A 
permute  entre  elles  les  lettres  a,  6,  <?,...,  l'autre  B  permutant  entre  elles 
les  y  lettres  restantes  e/,  e,....  Soient  ÂB,  A'B',...  ces  substitutions.  L'ordre 
de  G  est  égal  au  produit  de  ^,  ordre  du  groupe  (A,  A',...)  par  .tî;,,  ordre  du 
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groupe  partiel  formé  par  celles  des  substitutions  de  G  qui  ne  déplacent  pas 
a,  b,  c,...(44).  X  est  un  diviseur  de  1.2...V,  et,  quant  au  groupe  (A,  A',...), 
il  est  impossible  qu'il  contienne  le  groupe  H,  alterné  par  rapport  à  a,  b, 
c,....  En  effet,  si  cela  avait  lieu,  Je  nombre  des  substitutions  distinctes  A, 

A',...  du  groupe  H  étant  égal  îk  r  — vj  ^^  supérieur  à  celui  des  snb- 

stituCions  distinctes  B,  B\...  (lequel  est,  au  maximum,  égal  à  la  limite  iinie 
i.a...v),  G  contiendrait  au  moins  deux  substitutions  AB,  A'B',  dans  les- 
quelles on  aurait  B=:B',  A  et  A'  étant  deux  substitutions  différentes  du 
groupe  H  :  G  contiendrait  A'B'(AB)-*=  A'A~*,  ainsi  que  ses  transformées 
par  les  substitutions  AB,  A'B',...,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  sub- 
stitutions A,  A',....  Mais  A'A"*  et  ses  transformées  appartiennent  à  H,  et  le 
groupe  I  qui  en  dérive  est  évidemment  permutable  aux  substitutions  de  H  : 
donc  il  se  confond  avec  H,  ce  groupe  étant  simple  (85).  Donc  G  contiendrait 
le  groupe  H,  et  ^  serait  alternée  par  rapport  à  a,  b,  c,...,  contrairement  à 
riiypothèse. 
Le  nombre  des  valeurs  de  .f  sera  donc  un  multiple  de 

1 . 2 . . .  Ar         k{k  —  I  ) . . .  (  ^  —  V  -h  I  )  1 . 9. . . .  (  /»'  —  V  i 

z — it;;^ 9 


on. .  1 .  21 ...  V  I  .  2 ...  V  OÏL 

'  ,^ étant  le  nombre  de  valeurs  d'une  certaine  fonction  transitive 

de  ^  —  V  lettres,  laquelle  ne  soit  ni  symétrique  ni  alternée.  Désignons  ce 
nombre  par  (p(*  —  v)  :  I?  aura  plus  de  valeurs  que  F  si  Ton  a 

9(A'— v)>i   2. .  .v.2(A*  — k)  (/r— V  —  1). . .(/»'  — n -h  i). 

92.  Cherchons  donc  une  limite  inférieure  à  ce  nombre  (p(/t— vj.  Sup- 
posons que  la  fonction  #,,  dont  <p(^  —  v)  représente  le  nombre  de  valeurs, 
soit  fJL  fois  transitive.  Si  jx  est  d'un  ordre  de  grandeur  comparable  à  k, 
#,  varie  par  toute  substitution  qui  déplace  moins  de  2,a  — 3  lettres  (83); 
elle  a  donc  au  moins  i.2...(2/j.—  4)  valeurs  distinctes,  nombre  évidemment 
supérieur  à  i.2...v.2(*  — v)...(*  — n  -h  i)  lorsque*  et /x  sont  tous  les  deux 
de  grands  nombres,  ayant  entre  eux  un  rapport  fini. 

Supposons,  au  contraire,  que  jul  soit  très-petit  par  rapport  à  k.  L'ordre 
du  groupe  de  ^,  est  égal  à  (*  -  v)(A- v -i)...(*  -  v  —  jx-f- i)îî,  Û  étant 
l'ordre  du  groupe T  formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  laissent  im- 
mobiles Il  lettres,  lequel  groupe  est  inlransitif  par  rapport  aux  k  —  y  ^  [x 
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lettres  restantes.  Le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  ^«  sera  donc 

I  .  2  .  .  .  (  /i'  —  V  —  jUL  ) 

• 

Or  les  k—v  —  fi  lettres  du  groupe  r  se  partagent  en  systèmes  tels, 
que  chaque  substitution  de  r  permute  entre  elles  les  lettres  d*un  même 
système.  Soient  respectivement  a,  a,,  «j,...  les  nombres  de  lettres  de 

chaque  système:  û  divise  i.2...a.i.!i...a (44).  Soit  a  le  plus  grand 

des  qombres  a,  a,,  a,»...;  deux  cas  pourront  se  présenter  : 

I**  Si  a, -+- «2 -+-. .  .> /i  —  V,  le  nombre  de  valeurs  distinctes   de  .T, 

est  un  multiple  de  î^i --  r"J^-Z:^J ,  nombre  dont  le  minimum 

'^  1 . 2 ...  a  1 . 7. ...  a.   1 . 2 .  • .  as . . . 

s'obtient  évidemment  en  posant  cci  =  n  —  v  -f-i,  a2  =  o, —  Ce  minimum  est 

i«    (k — a  —  y)... (A*  —  fjL — n)  i  ,  .  , 

égal  a  ^ z — -, 9  nombre  supérieur  a 

^  1 .2. .  ,{n  —  V  -h  i)  '  ^ 

1.2    ..y.2{/r  —  y)    .  .(/f — w -+- 1  ), 

X*  et  -  étant  très-grands,  par  hypothèse. 

2^  Si  a,  -h  a,  •+-...< /i  —  V,  û  est  égal  à  MM'M"...  (44),  M  étant  Tordre  du 
groupe  partiel  r,  formé  par  les  déplacements  que  les  substitutions  de  F  font 
subir  aux  a  lettres  du  premier  système,  M' celui  du  groupe  partiel  formé  par 
les  déplacements  que  celles  des  substitutions  de  F  qui  ne  déplacent  pas  les 
lettres  du  premier  système  font  subir  à  celles  du  second,  etc.  Le  produit 
M'M''....  est  au  plus  égal  à  i.2...a|.i.2...  aj....  Le  nombre  des  valeurs 
distinctes  de  ^j  sera  donc  au  moins  égal  à 

1 . 2 . . .  (  /r  —  V  —  tj.)        r .  2 .  . .  /i  '  (  /r  —  V  —  //)...(/»'  -h  r 

M.  1 .2. .  . «(.  1 .2. .  .  a^.  .  .  M  1 .2.  .  .ai .  1 . 2. .  . «s   .. 

en  posant,  pour  abréger,  ^-  —  y  —  ji.  —  a,  —  a^  —  ...=  k'. 

Le  groupe  F,  ne  peut  contenir  toutes  les  substitutions  A,  A',...  du 
gcoupe  H',  alterné  par  rapport  aux  lettres  du  premier  système;  car,  s'il 
en  était  ainsi,  soient  AB,  A'B',...  les  substitutions  correspondantes  de  F; 
B,  B',-..  étant  les  déplacements  que  ces  substitutions  font  subir  aux  autres 
lettres.  Le  nombre  des  substitutions  distinctes  A,  A',...  serait  égal  a 

'   '  '  ' — >  nombre  très-grand  et  supérieur  à  celui  des  substitutions  distinctes 

B,  B\...,  lequel  ne  peut  dépasser  la  limite  finie  i.2...a|.f  .!2...a2 Donc  à 

deux  substitutions  distinctes  de  la  suite  A,  A',...  répondrait  nécessaire- 


DES  SUBSTITUTIONS.  71 

ment  une  même  substitution  de  la  suite  B,  B',....  Supposons,  par  exemple, 
qu'on  eût  B  =  B'  :  T  contiendrait  la  substitution  A'B'(AB)-*  =  A'A-\  la- 
quelle ne  déplace  que  les  if  lettres  du  premier  système.  Il  contiendrait  ses 
transformées  par  AB,  A'B',...  (ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  A,  A',...), 
et  les  dérivées  de  ces  transformées,  lesquelles  jouissent  évidemment  de  la 
même  propriété.  Mais  ces  dérivées  reproduisent  tout  le  groupe  (A,  A',...), 
ce  groupe  étant  simple  (85).  Donc  ^i  serait  alternée  ou  symétrique  par 
rapport  aux  ^  lettres  du  premier  système. 

Cela  est  impossible;  car,  k'  étant  plus  grand  que     "^    »  ^i  serait  alternée 

ou  symétrique  (87),  ce  qui  n'est  pas,  par  hypothèse. 

93.  Supposons  maintenant  que  Fi  soit  jjl'  fois  transitif.  Si  jjl'  est  compa- 
rable à  k,  '  1.' —  sera  au  moins  égal  à  i  .2...(2jtx'  —-  4)»  et  le  nombre  des 
valeurs  distinctes  de  ^i  sera  évidemment  supérieur  à 

1.2.  .  .V.2(A'  —  V).  .  .{/r  —  71  -+-  l). 

Soit,  au  contraire,  |ul'  très-petit  par  rapport  à  ^  :  M  sera  égal  à 
k'  [k'  —  i)...(*'  — |x'-+-  i)  û',  û'  étant  Tordre  du  groupe  intransitif  F  formé 
par  celles  des  substitutions  de  F,  qui  laissent  immobiles  jx'  lettres  données. 
Les  k'  '-  II'  lettres  restantes  se  partagent  en  systèmes,  contenant  respective- 
ment a\  ct'i,...  lettres,  et  tels,  que  chaque  substitution  de  F'  permute 
entre  elles  les  lettres  d'un  même  système.  Soit  ce'  le  plus  grand  des  nombres 

1°  Si  «,-f-  a'j-f-...  >/i  —  V  —  a,  —  a,  —  ...,  le  nombre  des  valeurs  de  #, 

est  un  multiple  de '-•^-" ^ —  Ljt.^ITJ^U.'S — ^l^lll,  nombre  dont 

le  minimum 

1.2. ..(n  —  V  —  a,  —  a,  —  ...-l-i)i.2...a,  .i.2...aj... 

(correspondant  à  l'hypothèse  a'j  =  /i—  v  —  a,  ~  «2— ...-hi,  «2  =  0,...)  sera 

k    le 
supérieur  à  1.2...V.2  (*  —  v)...(*—  n-h  1),  k,  -?  —étant  très-grands,  par 

hypothèse. 

2°  Si,  au  contraire,  a',  -h  «j-h  ...^/i  —  v  —  a,  —  «a,...,  le  nombre  de 
valeurs  de  rf,  sera 

(/r—v--/x). ..(*•' -4-1)    (A'_a')   ..(/r"+i^,     1.2...^^ 
1 . 2 . .  .  «1 . 1 . 2 . . .  «2 .  .  .     1 .  2 .  .  .  a',  1 . 2 . .  .  a^    . .  N 
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en  posant,  pour  abréger,  A"=  *'— fji'— a',  —  «a  — ...,  et  N  étant  Tordre 
d'un  groupe  T2  de  substitutions  entre  k"  lettres,  lequel  ne  contienne  pas  le 
groupe  alterné. 

94.  Supposons  ce  nouveau  groupe  |x"  fois  transitif.  En  répétant  les  mêmes 
raisonnements  que  tout  à  l'heure,  on  établira  le  théorème  énoncé  :  i^  si  p." 
est  comparable  k  k;  2^  si  [i''  n'étant  pas  comparable  à  A,  T"  étant  le  groupe 
formé  par  celles  des  substitutions  de  F^  qui  laissent  immobiles  [i"  lettres 
données,  les  lettres  restantes  se  partageant  en  systèmes  qui  contiennent  res- 
pectivement a",  a] ,  «2 ,...  lettres,  et  a"  étant  le  plus  grand  des  nombres  a", 
a\ ,  a^,...,  on  a 

Poursuivant  ainsi,  on  arrivera  nécessairement  à  démontrer  la  proposition 
dans  tous  les  cas  :  car  chacune  des  quantités  a  H-  a,  -+-...,  a'-h  a\  -h  ... , 
a"-4- a j  ■+-...,...  est  au  moins  égale  à  i,  et  chacune  des  quantités  n  — v, 
/i  —  V  —  «1  —  «2 — ...,  n  —  V  —  a,  —  a2 — ... —  ol\  —a^  — .......  sera  moindre 

que  celle  qui  la  précède.  Si  donc,  quelque  loin  qu'on  prolongeât  les  opéra- 
tions, ces  quantités  étaient  constamment  égales  ou  supérieures  aux  précé- 
dentes, on  aurait  une  infinité  de  nombres  positifs  décroissants  et  inférieurs 
à  w  —  V,  ce  qui  est  absurde. 

95.  On  trouvera  aisément,  dans  chaque  cas  particulier,  une  limite  de  k 
à  partir  de  laquelle  le  théorème  devient  vrai.  Supposons,  par  exemple,  qu'il 
s'agisse  des  trois  ihéorèraes  de  M.  Bertrand.  Le  nombre  des  valeurs  d'une 

I      9  M* 

fonction  intransitive  de  k  lettres  est  égal  à  ^  '   'V —  (44),  M,  M',  M",,.,  étant 

des  diviseurs  de  1.2. ..a,  1.2. ..a',  1.2... a",.,.,  et  a -{- a'-h  «"-h...  étant 
égal  à  k.  Le  minimum  de  cette  expression  est  évidemment  égal  a  £  et  s'ob- 
tient en  posant  oc  =  k  —  i,  a'=  i,  «"=...  =  0,  et  M  =  1.2. ..a,  ce  qui  est 
le  cas  des  fonctions  symétriques  par  rapport  à  A  —  i  lettres.  Son  second 

minimum  est. égal  à  2k  ou  à—^ —-  Si  A>  5,  ce  second  minimum  sera 

2k  et  correspondra  aux  fonctions  alternées  par  rapport  à  A:  —  i  lettres. 

Considérons  maintenant  une  fonction  fx  fois  transitive  ^f  :  l'ordre  de  son 
groupe  H  est  égal  à  A:(A  —  i)...(A:  — |x-h  i)N,  N  étant  l'ordre  du  groupe 
intransitif  G  formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  ne  déplacent  que 
k  —  fx  lettres  données.  Soient  a  l'une  de  ces  lettres,  a,  a,,...  les  lettres  en 
nombre  a  que  les  substitutions  de  G  permutent  avec  elle;  on  aura  N  =  MN', 
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M  étant  l'ordre  d'un  groupe  transitif  entre  les  a  lettres  a,  ao-«->  et  N'  Tor- 
dre du  groupe  G'  formé  par  celles  des  substitutions  de  G  qui  laissent  immo- 
biles a,  a4,...  (44).  Soient  de  même  b  une  autre  lettre  quelconque,  b,  &«,... 
les  lettres  en  nombre  a'  que  les  substitutions  de  G'  permutent  avec  elle;  on 
aura  N'=  M'N",  M'  étant  Tordre  d'un  groupe  transitif  entre  les  a'  lettres 
b,  6,,...,  et  N"  Tordre  du  groupe  G"'  formé  par  celles  des  substitutions  de  G 
qui  ne  déplacent  pas  ces  lettres,  etc.  On  aura  donc  enfin  N  =  MM'M"...,  et  ^ 

I  .2.  .  .(A* —  u)         I 

s^ura     w  w,  Im,, — ^  valeurs. 

MM  M   .  .  . 

Or  considérons  le  groupe  1  obtenu  en  combinant  toutes  les  substitutions 
possibles  entre  les  lettres  a,  a,,...  avec  toutes  les  substitutions  possibles 
entre  les  lettres  6, 6, , . . . ,  etc.;  il  contient  évidemment  G.  D'autre  part,  soient  oc 
la  plus  grande  des  quantités  a,  oc',...  et  j3  le  plus  petit  des  nombres  a  et  jx. 
Le  groupe  1  contient  le  groupe  K  formé  par  toutes  les  substitutions  pos- 
sibles entre  j3  lettres  prises  à  ^lonté  dans  la  suite  a,  a^,...;  mais  G,  ne 
contenant  aucune  substitution  qui  ne  déplace  que  jui  lettres  (82),  n'a  aucune 
substitution  semblable  a  celles  de  K.  Donc  Tordre  de  I,  i.2...oc.i.2...oc\.. 
est  divisible  par  le  produit  i,2...jSNdes  ordres  de  G  et  de  K  (40).  Le  nombre 

des  valeurs  de  ^,  sera  donc  un  multiple  de '  "  ^ ^ —  i.2...â. 

*  1 .2. . .a. 1 .2. . .a  . .  .  * 

D'autre  part,  il  est  un  multiple  de  i.2...|x  (83).  Enfin  /x  est  au  plus  égal 
à -(83). 

2    ^  ' 

96.  Discutons  ces  résultats,  en  supposant  d'abord  ^  >  4* 
I®  Si  a  =  i,  le  nombre  des  valeurs  de  ^4  sera  un  multiple  de  1.2...  (A—  jul)  : 
ce  nombre,  supérieur  à  2A  si  *  >  6,  le  sera  à  A  si  A  =  6,  à  moins  qu'on 
n'ait  /Ji  =  3,  ce  qui  donnera  le  cas  d'exception  signalé  plus  baut.  Il  est  supé- 
rieur à  A  si  *=  5. 

2**  Si  a  =  2,  chacun  des  nombres  a,  a', . . .  sera  égal  à  i  ou  à  2,  et  le  nombre 
de  ceux  qui  sont  égaux  à  2  est  au  plus  égal  au  quotient  p  de  k^  [x  par  2. 

Le  nombre  de  valeurs  de^t  sera  donc  au  moins  égal  à  ''^'"  \  " ^   i.2...j3, 

ainsi  qu'à  i.2...|ul.  Or  si  ^>  7  et  si  Ton  choisit  (i  de  telle  sorte  que  la  se- 
conde limite  ne  dépasse  pas  2k,  la  première  le  dépassera  évidemment;  si  au 
contraire  ^  <7,  Tune  des  deux  limites  ci-dessus  sera  supérieure  a  A,  sauf  le 
cas  où  Ton  aurait  A  =  6  et  |x=  3.  Mais  cette  hypothèse  est  absurde;  car  si  H 
est  trois  fois  transitif,  il  ne  contient  aucune  substitution  qui  déplace  moins 
de  quatre  lettres  (82);  donc  a,  a',...  se  réduisent  à  l'unité. 
3*^  Si  Ton  a  à  là  fois  a>2=A--fJL— i  etp.  <3,  A=]ut4-a-f-a'-f-... 

10 
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sera  au  moins  égal  à  fx -h  3,  et  le  nombre  des  valeurs  de  ^,  sera 

1 .2. . .  [k  —  (X  —  i) 


M 


(fr-f^). 


M  étant  Tordre  du  groupe  J  formé  par  celles  des  substitutions  de  H  qui  ne 
déplacent  que£  — /x  — i  lettres  a,  ai,...,  en  laissant  les  autres  immobiles. 

Or  soient  d,  e  deux  autres  lettres  quelconques;  ^i,  considérée  comme 
fonction  de  a,  ai,...,  d,  e  est  simplement  transitive,  par  hypothèse.  Donc 
elle  n'est  pas  symétrique  ou  alternée  par  rapport  à  a,,  ai,...;  car  si  cela 
avait   lieu,    elle   le   serait  par  rapport   à   a,  a,,...,   d,  e   (87).   Donc 

''^"    M~^~">^  (^^^'  ^^  '®  nombre  de  valeurs  de  ^i  est  au  moins  égal 

à  3  (A:  —  2),  nombre  toujours  supérieur  à  k,  et  supérieur  à  2A  si  A:  >  7. 
4°    Si    l'on    a    a>2<A:  —  /x—i     et    |x<3,    ^i    aura    au    moins 

^  ^  ^  ^~"     ' — ^^^  1 .2...  /3  valeurs,  nombre  toujours  supérieur  a  k^  et  supé- 

rieur  à  2 A:  si  ^>  7. 

5®  Soit  enfin  a  >  2  et  ijl^  2,  d'où  jS  >  2  :  ^i  aura  au  moins 
(Â:  —  /ji)  1.2...  |3  valeurs,  nombre  supérieur  k  2*. 

97.  Nous  avons  supposé  dans  notre  démonstration  ^  >  4-  Si  A  était  égal 
à  4  ou  plus  petit,  on  construirait  très-facilement  le  tableau  des  divers 
groupes  possibles,  et  l'on  achèverait  ainsi  de  vérifier  que  le  premier  théorème 
est  vrai,  sauf  l'exception  signalée  pour  ^  =  4»  ^t  que  le  second  l'est  égale- 
ment, sauf  pour  ^  =  6,  où  nous  avons  trouvé  qu'il  peut  exister  des  fonctions 
trois  fois  transitives  n'ayant  qu«  six  valeurs. 

Le  groupe  de  ces  fonctions  ne  contient  aucune  substitution  déplaçant 
moins  de  quatre  lettres  (82),  et  peut  se  construire  par  tâtonnement  sans 
aucune  difficulté.  Nous  ne  nous  y  arrêterons  pas,  d'autant  plus  que  nous 
retrouverons  ce  groupe  plus  loin. 

98.  Démontrons  encore  que  si  A:  >  1 2,  toute /onction  ê  qui  n'est  ni  symé- 
trique ni  alternée  par  rapport  à  k—  2  lettres  a  plus  de  k[k—  i)  valeurs,  (Cet 
énoncé  contient  le  théorème  de  M.  Serret.) 

Si  ^est  intransitive,  les  A  lettres  se  partagent  en  systèmes  aaf...,  66^...,... 
contenant  respectivement  «,  a\.,.  lettres,  en  groupant  ensemble  celles  que 
les  substitutions  de  G,  groupe  de  ^,  permutent  entre  elles. 

Soit*a  le  plus  grand  des  nombres  a^  a',...;  les  substitutions  de  G  seront 
de  la  forme  AB,  A'B',...,  A,  A',...  étant  les  déplacements  qu'elles  font 


DES  SUBSTITUTIONS.  75 

subir  à  a,  a,,...,  B,  B',...  ceux  qu'elles  font  subir  aux  autres  lettres.  Si 
a  =  *~  2,  le  groupe  (A,  A',...)  ne  peut  contenir  le  groupe  I  alterné  par 
rapport  à  a,  ai,...:  car,  si  cela  avait  lieu,  les  substitutions  A,  A',...  étant 
plus  nombreuses  que  ne  peuvent  Tétre  les  substitutions  distinctes  de  la 
forme  B,  B',...,  G  contiendrait  deux  substitutions  distinctes  telles  que  AB, 
A'B',  où  Ton  aurait  B  =  B';  il  contiendrait  A'B'(ABj-*  =  A'A-\  dont  les 
transformées  par  AB,  A'B'  reproduiraient  tout  le  groupe  I  [ce  groupe  étant 
simple  (85)].  Donc  G  contiendrait  I,  et  §  serait  alternée  (ou  symétrique) 
par  rapport  à  A  —  2  lettres,  contre  l'hypothèse. 
Cela  posé,  et  le  groupe  (A,  A',...)  étant  d'ailleurs  transitif,  son  ordre  M 

est  inférieur  à  ''^'   '  ^  (95-97)  :  et  le  nombre  des  valeurs  de#,  qui  est  un 


2a 


•  2  ■  •  •  n* 


multiple  de  ^ ''^'" j, —  (44  et  60),  sera  supérieur  à  A: (A—  i). 

Soit  au  contraire  a < A—  a.  Le  nombre  de  valeurs  de  #  est  un  multiple 

j               1.2... A*                     ,                 •      '     I*  /r(/f  —  i)(/r  —  2) 
de  -, — %  nombre  au  moins  égal  a \ 

1.2. ..a. 1.2. ..ce...  ^  1.2.0 

.      _  A" 

Supposons  maintenant  que  ^  soit  /x  fois  transitive.  Si  |ui> 2  et  A:>  1 2, 

rf  aura  au  moins  1.2...  (2|ji  —  4)  valeurs  distinctes  (83),  nombre  supérieur 

à  *(*—  i).  Si  ]tJL< 2,  le  nombre  N  des  valeurs  de  ^  sera       j^' , —-> 

M,  M', . . .  étant  les  ordres  de  groupes  transitifs  entre  a,  a', . . .  lettres  (avec 
la  condition  a -*- a' -+- ...  =  A  — -  fx).  D'autre  part,  il  sera  un  multiple  de 

P=     '•^'"-  ^'~^]     i.2...|3,  |3  étant  égal  au  plus  petit  des  deux  nombres /x 

i   •  ^«  •  •CC   •  I  •  -A»  •  •   K    •  •  ■ 

et  a  (95),  et  l'on  voit  sans  peine  que  si  a  <  A  —  /x  —  2,  on  aura  constam- 
ment P>  A(*  —  1). 

Soit  au  contraire  a^A:  —  ix  —  2  :  le  groupe  transitif  dont  l'ordre  est  M 
ne  peut  être  symétrique  ni  alterné;  car  si  cela  avait  lieu,  on  voit,  comme 
tout  à  l'heure,  que  ^  serait  alternée  ou  symétrique  par  rapport  à  a  lettres; 

mais  06  >  -  :  donc  ^  serait  alternée  ou  symétrique  (87),  contrairement  à 

I     2     •      âC 

l'hypothèse.  Cela  posé,  d'après  les  théorèmes  de  M.  Bertrand,  '  "  sera 
supérieur  à  a  si  a  surpasse  6,  et  a  2a  si  a  surpasse  7,  et  N,  qui  est  au  moins 
égala  -^*|— (A  — |x) .  Î.2..V  fjL,  sera  évidemment  supérieur  a  k{k—i), 
même  dans  le  cas  le  plus  défavorable  où  /x  =  i  et  ix  =  k  —  [l—  2. 


10. 
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§  VIII.  —  Limite  de  trahsitivité  des  groupes  non  alternés. 

99.  Soit  G  un  groupe  de  degré  n  +  v  qui  soit  v  fois  transitif  et  ne  con- 
tienne pas  le  groupe  alterné.  Deux  cas  pourront  se  présenter,  suivant  que  G 
contiendra  ou  non  des  substitutions  déplaçant  moins  de  n+  i  lettres. 

Premier  cas.  —  Si  G  ne  contient  aucune  substitution  déplaçant  moins  de 
n-hi  lettres,  on  pourrait  assigner  une  limite  au  nombre  v,  qui  représente 
son  degré  de  transitivité,  en  appliquant  les  théorèmes  énoncés  au  n^  46.  On 
peut  également  obtenir  une  autre  limite,  fondée  sur  une  méthode  que  nous 
allons  exposer  et  qui  a  Tavanlage  de  s'appliquer  à  d'autres  cas. 

Partageons  les  lettres  de  G  en  deux  classes,  contenant  :  la  première,  v  —  i 
lettres,  a?|,...,  irv_i;  la  seconde,  /i-f-i  lettres,  a,  ai,...,a„,  et  soit  H  le 
groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  G  qui  laissent  immobiles 
a?!,...,  a7v-|.  Ce  groupe  est  transitif  par  rapport  aux  lettres  de  la  seconde 
classe,  G  étant  supposé  v  fois  transitif.  D'ailleurs  chacune  de  ses  substitu- 
tions (sauf  l'unité)  déplace  par  hypothèse  toutes  les  /i-h  i  lettres  a,...,  a„. 
C'est  donc  l'un  des  groupes  étudiés  plus  haut  (71),  et  son  ordre  sera  égal  à 
/i  -h  I,  nombre  des  positions  distinctes  où  ses  substitutions  permettent  d'a- 
mener a  (44). 

Soit  maintenant  I  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  G  qui 
remplacent  leso^f,...,  a7v.«  les  uns  par  les  autres  :  chacune  de  ses  substitutions 
est  le  produit  de  deux  autres,  dont  l'une  A  permute  entre  eux  a?,,...,  a?v-i 
sans  déplacera,...,  a„,  l'autre  B  permutant  entre  eux  a,...,  a„  sans  déplacer 
.r,,...,  ^v-«-  Soient  donc  A'B',  A"B",...  les  diverses  substitutions  de  I:  leur 
nombre  est  égal  à  1.2...  (v  —  i)  (/i-+- i).  Car  les  substitutions  de  G  per- 
mettent de  permuter  entre  elles  d'une  manière  quelconque  les  lettres  ;r, 

^v-i  •  ce  qui  donne  1.2...  (v  —  i)  formes  distinctes  pour  les  substitutions 
partielles  A,  A',....  A  chacune  d'elles  correspondront  n-h  i  formes  pour  la 
substitution  B,  lesquelles  s'obtiennent  en  multipliant  l'une  d'entre  elles  par 
les  n  -h  I  substitutions  de  H  (lesquelles  sont  de  la  forme  B). 

Le  groupe  K  formé  par  les  substitutions  partielles  B',  B",...  a  aussi  pour 
ordre  i.  2. ..  (v  —  i)  (/i-f- 1).  Car,  pour  qu'il  en  fût  autrement,  il  faudrait 
que  deux  de  ces  substitutions  B'  et  B''  fussent  identiques  sans  qu'on  eût  en 
même  temps  A'B'  =  A"B''.  Mais,  si  cela  avait  lieu,  de  ces  deux  substitutions 
on  déduirait  la  suivante  A"B"(A'B')"'  =  A^A'"*,  laquelle  ferait  partie  de  G 
quoique  déplaçant  moins  de  y  lettres,  résultat  absurde  (82)^ 
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Les  substitutions  de  K  sont  permutables  à  H.  Car,  soit  H'  une  des  substitu- 
tions de  H,  B'-*H'B'  =  (A'B')-^*H'(A'B')  appartient  k  G  et  ne  déplace  pas 
ic,,...,  a7v_i;  elle  appartient  donc  a  H. 

Soit  maintenant  L  le  groupe  formé  par  toutes  celles  des  substitutions  pos- 
sibles entre  a,...,  a„  qui  sont  permutables  à  H;  il  contiendra  K;  son  ordre  12 
est  donc  divisible  par  1.2...  (v  —  i)  (/i -h  i).  Cherchons  d'autre  part  une 
limite  supérieure  à  ce  nombre  û. 

100.  Soient  a»  b  deux  quelconques  des  lettres  a,...,  an\  12  est  égal  au 
produit  du  nombre  des  systèmes  de  positions  distinctes  que  les  substitutions 
de  L  donnent  i^  a,  b  [lequel  nombre  ne  peut  surpasser  (7i-hi)nj  par  le 
nombre  des  substitutions  de  L  qui  laissent  a  et  6  immobiles  (44). 

Le  groupe  H  ne  contient  qu'une  substitution  S  =  (aéc.)  (a'i'c'...)...  qui 
remplace  a  par  b  (71).  Soit  p  son  ordre;  celles  des  substitutions  de  L  qui 
ne  déplacent  ni  a  ni  6  transformeront  évidemment  S  en  elle-même,  et  par 

suite  ne  déplaceront  aucune  des/>  lettres  a,  b,  c, Leur  nombre  sera  égal 

au  produit  du  nombre  des  places  distinctes  où  elles  peuvent  amener  a'  (le- 
quel est  au  plus  égal  à  n  +  i  — />)  par  le  nombre  des  substitutions  de  L  qui 
laissent  immobiles  a,  b  et  a'. 

Ces  dernières  substitutions  sont  échangeables  à  la  fois  à  S  et  à  la  substi- 
tution S'  contenue  dans  H  et  qui  remplace  a  par  a'  :  elles  sont  donc  échan- 
geables à  toutes  les  substitutions  dérivées  de  S  et  de  S'.  Soit/?'  le  nombre 
de  ces  dernières  substitutions,  lequel  est  un  multiple  de/?;  elles  remplacent 
respectivement  a  par  p'  lettres  toutes  distinctes  (71).  Les  substitutions 
cherchées,  étant  échangeables  à  celles-ci  et  ne  déplaçant  pas  a,  ne  déplace- 
ront aucune  de  ces  lettres. 

Si /?'</i-i- I,  soit  a"  une  lettre  différente  de  celles-là  :  le  nombre  des 
substitutions  de  L  qui  laissent  immobiles  a,  6,  a'  est  égal  au  produit  du 
nombre  des  places  distinctes  où  elles  peuvent  amener  a"  (n-hi— /?'  au 
plus)  par  le  nombre  de  celles  de  ces  substitutions  qui  ne  déplacent  ni  a,  b, 
a'  ni  a'';  celles-ci  laissent  immobiles /?'"  lettres,  p"  étant  un  multiple  de  p'. 

On  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  soit  amené  à  chercher  les  substitu- 
tions de  L  qui  laissent  immobiles  toutes  les  lettres  :  celles-ci  se  réduisent 
à  la  seule  substitution  i.  h' ordre  de  L  sera  donc  égal  ou  inférieur  à 
in  -f-  \)n[n  h-  i  — /?)  (n  -h  i  —  p')  (n.-h  1  —/?")...,  p,  p\  /?",...  étant  des 
diviseurs  de  /*-+- 1,  dont  chacun  est  un  multiple  du  précédent. 
Cet  ordre  étant  divisible  par  i.a...  (v  —  i)  (/i-h  i),  on  aura  la  relation 

1.2. . .   V  —  i)^n(/n-  I  —  /^)  (n  -I7  I  — -/?';  (/i  -f^  I  —  ^"). . . 
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Les  facteurs  qui  entrent  dans  le  second  membre  de  cette  expression  sont 
tous  inférieurs  à  n,  sauf  le  premier,  et  leur  nombre  est  au  plus  égal  à  a, 
nombre  des  facteurs  premiers  de  n-i-  i;  on  aura  donc  l'inégalité 

1.2.  .  .  (v  —  iX/l*. 

101.  SiiCOND  CAS.  —  Supposons  que  G  contienne  des  substitutions  dépla- 
çant moins  de  /i-f- 1  lettres,  et  supposons  en  outre  v  >  4;  nous  allons  lui 
trouver  une  limite  supérieure.  Soit  H  le  groupe  formé  par  celles  des  substi- 
tutions de  G  qui  laissent  immobiles  v  lettres  données  x^^...,  cc^  et  rem- 
placent les  unes  par  les  autres  les  n  lettres  restantes  a^ , . . . ,  a„.  Considéré 
par  rapport  à  ces  .dernières  lettres,  H  sera  intransitif  (sans  quoi  G  serait 
vH-i  fois  transitif  au  lieu  de  Têlre  seulement  v  fois).  Les  lettres  a,,...,  a^jSe 
partagent  donc  en  systèmes  aia^--. ,  b^h^.,.^ ...  tels,  que  les  substitutions 
de  H  permutent  exclusivement  entre  elles  les  lettres  d'un  même  système  et 
les  permutent  transitivement. 

Soit  maintenant  J  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  G  qui 
remplacent  les  lettres  â?,,...,  Xy,  les  unes  par  les  autres:  ses  substitutions 
permutent  ces  lettres  entre  elles  de  toutes  les  manières  possibles.  Soit  1  le 
groupe  partiel  formé  par  celles  des  substitutions  de  J  qui  font  éprouver  à 
ces  lettres  des  déplacements  équivalant  à  un  nombre  pair  de  transpositions. 
Les  substitutions  de  I  peuvent  être  représentées  par  A' B',  A"B",...,  A',  A",.  . 
étant  des  substitutions  qui  permutent  entre  elles  a?,,...,  x^ei  B',  B",...  des 
substitutions  qui  permutent  entre  elles  a«,  a,,...,  6,,  62» ---f 

Les  substitutions  A'B',  A"B",...  sont  permutables  à  H  :  car  soit  H'  une 
substitution  de  H,  (A'B')"*  H'(A'B')  appartient  à  G  et  ne  déplace  pas  a?,,..., 
x^  :  elle  appartient  donc  à  H. 

Chacune  des  substitutions  A'B',  A"B",...  transformant  ainsi  H  en  lui- 
même,  fera  succéder  aux  lettres  de  chacun  des  systèmes  ai ^2...»  64  &2- ••»•••» 
qui  jouissent  de  la  propriété  d'être  permutées  entre  elles  par  les  substitu- 
tions de  H,  d'autres  lettres  jouissant  de  cette  même  propriété, .et  par  suite 
appartenant  à  un  même  système. 

102.  Supposons  d'abord  que  parmi  ces  systèmes  il  en  existe  un  a^a^...  tel: 
I ^  que  toutes  les  substitutions  de  I  remplacent  ses  lettres  les  unes  par  les  autres; 
2**  que  toutes  celles  de  ces  substitutions  'qui  ne  font  pas  partie  de  H  déplacent 
au  moins  une  de  ces  lettres. 

Soient  H',  H",...  les  diverses  substitutions  de  H;  h\  A",...  les  déplace- 
ments qu'elles  font  respectivement  éprouver  aux  lettres  a,,  aa, Soit 
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h=z[h\  A",...)  le  groupe  formé  par  ces  déplacemenls;  soient  de  même  b\ 
6",...  les  déplacements  que  les  substitutions  A'B',  A"B",...  font  respective- 
ment éprouver  aux  mêmes  lettres. 

//  est  impossible  que  h  contienne  toutes  les  substitutions  qui  résultent  d'un 
nombre  pair  de  transpositions  entre  les  lettres  a»,  a^, —  En  effet,  parmi  les 
substitutions  A',  A",...  se  trouvent  les  substitutions  circulaires  entre  trois 
quelconques  des  lettres  a?!,...,  x^.  Soit  A'  une  semblable  substitution, 
(A'B')*  =  A'^B'^  appartient  a  I  sans  appartenir  à  H  (A'^  ne  se  réduisant  pas 
à  l'unité),  et  fait  subir  aux  lettres  a^  a,,...  le  déplacement  6'^,  lequel  résulte 
évidemment  d'un  nombre  pair  de  transpositions,  et  qui  en  outre  n'appar- 
tient pas  à  A  :  car  si  l'on  avait  par  exemple  U'^  =  k\  la  substitution 
A'^B'^H'"*,  laquelle  appartient  à  I  sans  appartenir  à  H,  ne  déplacerait  au- 
cune des  lettres  ai,  aj,...^  contrairement  à  notre  hypothèse. 

D'ailleurs  h  est  transitif;  supposons  qu'il  le  soit  v'  fois,  le  nombre  des 
lettres  a,,  a^,...  étant  /i'+  v'  :  deux  cas  seront  à  distinguer. 

103.  \^  i  h  ne  contient  aucune  substitution  qui  déplace  moins  de  /i'+  i 
lettres.  Partageons  ses  lettres  en  deux  classes  j, , . . . ,  jv'-f  et  a an'  con- 
tenant respectivement  v'  —  i  et  /i'  -f- 1  lettres.  Celles  des  substitutions  de  h 
qui  ne  déplacent  pas  j« , . . . ,  /y-i  forment  un  groupe  g  transitif  d'ordre  n'-h  i , 
et  dont  les  substitutions  g^i  • . . .  «  gr^^x  déplacent  toutes  les  lettres,;  et  le  nombre 
des  substitutions  différentes  entre  les  lettres  a^...^  a,^,  qui  sont  permutables  à  g, 
sera  inférieur  à  (n'-h  i  )/»'"',  a'  étant  le  nombre  des  facteurs  premiers,  égaux 
ou  non,  de  n'-+- 1  (100). 

Mais  ce  nombre  est  au  moins  égal  à    '  [n'  -h  i).  En  effet,  soit  A'B' 

une  substitution  quelconque  de  I;  soient  Z|,...,  2^_,  les  lettres  par  lesquelles 
elle  remplace  ji»...,  yv-^t  :  A,  étant  v'  fois  transitif,  contient  une  substitu- 
tion A' qui  remplace  réciproquement  «I,...,  v-i  par^i,...,/v'-<-  Soient  H', 
Gf ,...,  G^+i  des  substitutions  choisies  à  volonté  parmi  celles  que  H  contient 
et  qui  font  respectivement  éprouver  aux  lettres  du  système  considéré  les 
déplacements  A',  g*, , . . . ,  g„f^^  :  les  n'  -h  i  substitutions  A'B'  H'G| , . . . , 
A'B'H'G,^+4  appartiennent  à  I,  laissent  immobiles  y,,.. .,  jy-i  et  font 
éprouver  aux  lettres  a,...,  a„f  des  déplacements  représentés  par  jS'^,,..., 
^'g,/+i,  |3'  étant  le  déplacement  que  A'B'H'  leur  fait  éprouver. 

Soit  A"B"  une  autre  substitution  de  I,  telle  que  A"  soit  différent  de  A'; 
on  en  déduira  de  la  même  manière /i' -h  i  substitutions  A"B"H"G| ,.. . , 
A"B"H"GrtV,,  qui  appartiennent  à  I,  laissent  immobiles  r,,...,  >V-i>  et  font 
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éprouver  à  a,...,  û«'  des  déplacements  représentés  par  ]3"^, ,...,  ^"gn'+t^ 
^"  étant  le  déplacement  que  A"B"H''  leur  fait  éprouver. 


I  .2.  .  .  V 


Le  nombre  des  substitutions  différentes  A',  A",...  étant    '     '  '    ?  celui  des 

substi tutions  ^'g ,  /3'^„'+i ,  ^"gx ,  . . ,  ^"gfi^A , ...  est  égal  à  \±iiil  {n^^ ,  )  : 

elles  sont  d'ailleurs  toutes  distinctes;  car  g^^...,  g^i^s  étant  différentes, 
jS'^i,...,  ^'gn'^\  le  seront  évidemment.  D'autre  pari,  si  l'on  avait  une  égalité 
telle  que  jS'g^,  =  ^''g2f  la  substitution 

A'B'H'G.(A"B''H''GO~'  =  A' A'-»  B'H'  G.(B"H"G,)-', 

qui  fait  partie  de  I  et  non  de  H,  ne  déplacerait  aucune  des  lettres  du  système 
considéré,  ce  qui  est  contraire  a  notre  hypothèse. 

Enfin  les        •'  '     (n'-*-i)  substitutions  ci-dessus  sont  permutables  9l  g. 

En  effet,  soit  F  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  H  qui  ne 
déplacent  pas  yi,...,  jy-i  :  les  substitutions  A'B'H'G,,....  A"B"H"G;/+,,... 
lui  sont  permutables,  car  elles  transforment  évidemment  ses  substitutions 
en  substitutions  de  H,  qui  ne  déplacent  pas  j^--*»  yv-i  :  donc,  à  fortiori,  les 
déplacements  jS'^i». •  •  >  que  A'B'H'Gi, . . .  font  subir  k  a,. . . ,  a„'  sont  per- 
mutables au  groupe  g  des  déplacements  que  F  fait  subir  à  ces  mêmes 
lettres. 

On  a  donc,  pour  limiter  v,  l'inégalité 

I .2. . . V     ^     , , 

z —  <'i*, 


avec  n'  <  n'  -h  v'  et  /i'  -h  v'  <  /t,  d'où  /i'  <  n  —  i . 

t04.  2^  :  h  contient  des  substitutions  déplaçant  moins  de  n'  -h  \  lettres. 
Partageons  ses  lettres  en  deux  classes  y, , . . . ,  y^  et  a, , . . . ,  an'  conte- 
nant respectivement  v'  et  n'  lettres.  Soient  I|  et  H,  les  groupes  formés  par 
celles  des  substitutions  de  I  et  de  H  qui  ne  déplacent  aucune  des  lettres 

^«  »  •  •  •  >  JV  • 

Le  groupe  I,  contient  une  substitution  au  moins  faisant  subir  aux  lettres 

a?!,...,  a?v  l'un  quelconque  des  déplacements  A',  A" Car,  supposons  par 

exemple  que  la  substitution  A'B'  remplace  j,,...,  y^  par  jsj,...,  v«  Le 
groupe  A,  étant  v'  fois  transitif,  contient  une  substitution  h'  qui  remplace 
réciproquement  jzo...,  v  par  j',,...,yv'-  Soit  H'  une  des  substitutions  de  H 
qui  font  éprouver  aux  lettres  du  système  considéré  le  déplacement  h: 
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A'B'H',  ne  déplaçant  plus  j^,,...,  y^^  appartiendra  à  I,,  et  fera  subir  aux 
lettres  a?i,...,  x^  le  déplacement  A'. 

Le  groupe  Hf,  n'étant  pas  transitif  par  rapport  aux  lettres  ai,...,  a^^,  ne 
le  sera  pas  à  fortiori  par  rapport  a  toutes  les  lettres  autres  que  a?,,...,  x^y 
y^,...,  jy.  Ces  lettres  se  partagent  donc  en  systèmes  a,a2«--»  jSijSa.»  •»  •  •  • 
tels,  que  les  substitutions  de  H|  permutent  exclusivement  entre  elles  les 
lettres  d'un  même  système  et  les  permutent  transitivement. 

Enfin  les  substitutions  de  I4  sont  permutables  à  Hf  ;  car  elles  tj*ansforment 
les  substitutions  de  H«  en  sui)stitutions  qui  ne  déplacent  aucune  des  lettres 
a7|,...,  oîv,  Jif...»  /v'»  et  qui  par  suite  font  elles-njêmes  partie  de  Hi.  Donc 
chacune  des  substitutions  de  [«  remplacera  les  lettres  d'un  système  par  celles 
d'un  même  système  (101). 

105.  Si  parmi  ces  systèmes  il  en  existe  un  tel  :  i*^  que  toutes  les  substi- 
tutions de  I,  remplacent  ses  lettres  les  unes  par  les  autres;  2^  que  toutes 
celles  de  ces  substitutions  qui  ne  font  pas  partie  de  H4  déplacent  au  moins 
une  de  ces  lettres,  on  raisonnera  sur  I|  et  H,  comme  sur  I  et  H,  et  l'on  ob- 
tiendra une  limite  analogue  à  celle  du  n^  103,  ou  bien  l'on  sera  conduit  à 
deux  nouveaux  groupes  I^,  H2  dont  les  substitutions  laissent  invariables, 
outre  j'i,...,  jv'»  d'autres  lettres  5o««*>  V';  on  pourra  raisonner  sur  ces 
nouveaux  groupes  comme  sur  les  précédents,  etc.,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à 
deux  groupes  I;.,  H^  tels,  qu'c/i  réunissant  dans  un  même  système  les  lettres 
que  les  substitutions  de  H^  permutent  entre  elles,  il  n  existe  aucun  système  qui 
jouisse  de  la  double  propriété  :  1°  d'avoir  toutes  ses  lettres  remplacées  exclusi- 
vement les  unes  par  les  autres  dans  toutes  les  substitutions  de  I;.;  2**  d^ avoir 
au  moins  une  lettre  déplacée  par  toute  substitution  de  I^  autre  que  celles  de  H,.. 

Les  systèmes  se  partagent  alors  en  deux  catégories  :  1^  ceux  dont  les  sub- 
stitutions de  I;.  permutent  les  lettres  exclusivement  entre  elles:  chacun  d'eux 
jouira  de  cette  propriété  que  l'une  au  moins  des  substitutions  de  I^  autres 
que  celles  de  H;,  laisse  toutes  ses  lettres  immobiles;  2°  ceux  dont  quelqu'une 
des  substitutions  de  I;.  remplace  les  lettres  par  celles  d'un  autre  système. 

106.  Cela  posé,  le  groupe  \r  résulte  de  la  combinaison  de  H^  avec  des  sub- 
stitutions  qui  laissent  immobiles  les  lettres  de  tous  les  systèmes  de  la  première 
catégorie. 

Soient  en  effet  A'B',  A"B', ...  les  substitutions  de  1^,  A',  A", . . .  étant  les 
déplacements  qu'elles  font  subir  aux  lettres  a?,,...,  x^,  lesquels  déplace- 
ments forment  un  groupe  alterné.  Soient  S,  S,,...  les  systèmes  de  la  pre- 

1 1 
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mière  catégorie  :  I;.  contient  par  hypothèse  une  substitution  A^Bi  qui  laisse 
immobiles  les  lettres  de  S.  Les  transformées  de  Â|  B|  par  les  substitutions  I^^ 
et  plus  généralement  les  substitutions  A<  B,,  A'^B'j,...,  dérivées  de  ces  trans- 
formées, jouissent  évidemment  de  la  même  propriété. 

Le  groupe  I^=  (A'B',  A"B",...)  contient  le  groupe  (A|B,,  A'jB'j,...),  et 
ses  substitutions  lui  sont  permutables.  Donc,  à  fortiori,  le  groupe  (A|,A'^,...)* 
formé  par  les  déplacements  que  A|Bf,  A'^B'^,...  font  subir  aux  lettres â^i 9...» 
a?v,  est  contenu  dans  le  groupe  (A',  A",...)  et  permutable  à  ses  substitu- 
tions. Mais  ce  dernier  groupe  est  simple  (85).  Donc  le  groupe  (A^  A',,...) 
contient  toutes  ses  substitutions. 

Soit  maintenant  S|  un  autre  groupe  de  la  première  catégorie  :  I^  contient 
une  substitution  A'B'  qui  laisse  immobiles  les  lettres  de  S,;  parmi  les  sub- 
stitutions du  groupe  alterné  (A',  A",...)  =  (A,,  A',,...)  il  en  existe  évidem- 
ment qui  ne  sont  pas  échangeables  à  A'.  Soit  A,  Tune  d'elles:  la  substitu- 
tion (A'B')""'(A<B,)~*.A'B'.  A,B,  =A2Ba  laisse  évidemment  immobiles  les 
lettres  de  S  et  de  S|,  et  ne  fait  pas  partie  de  H;.,  car  elle  fait  subir  aux  lettres 
a?^,...,  iCv  le  déplacement  A'~*Ar*A'A,  =  Aj,  lequel  ne  se  réduit  pas  k  l'unité. 
Donc  \r  contient  une  substitution  A2B2  non  contenue  dans  H^  et  qui  laisse 
immobiles  à  la  fois  les  lettres  de  S  et  de  S|.  Les  transformées  de  A^B,  par  les 
substitutions  de  I^,  et  plus  généralement  les  substitutions  A2B2,  AgBs»...» 
dérivées  de  ces  transformées,  jouissent  de  la  même  propriété.  On  voit 
comme  tout  à  l'heure  que  le  groupe  (A2»  A^»...)  contient  toutes  les  substi- 
tutions du  groupe  (A',  A",...). 

Soit  maintenant  83  un  autre  système  de  la  première  catégorie,  on  formera 
comme  tout  à  l'heure  une  substitution  AsBs  contenue  dans  I,.  et  n^n  con- 
tenue dans  H^,  qui  laisse  immobiles  à  la  fois  les  lettres  de  S,  S|,  S^.  Soient 
AgB,,  A3B3,...  les  dérivées  de  ses  transformées  par  les  substitutions  de  I^., 
le  groupe  (A,,  A3,..;)  se  confondra  avec  (A',  A",...).  ,» . 

S'il  existait  d'autres  systèmes  de  la  première  catégorie,  on  poursuivrait 
de  même  :  supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'ils  soient  maintenant  épuisés. 
Soient  A'B'  une  substitution,  quelconque  de  I^,  A3  celle  des  substitutions 
A3,  A3,...  qui  se  confond  avec  A'  :  on  pourra  poser  A'B'=  A3B3.C,  la  sub- 
stitution C  faisant  partie  elle-même  de  1;.  et  ne  déplaçant  pas  ^r,,...,  x^\  ap- 
partenant par  suite  à  H;.. 

Notre  proposition  se  trouve  ainsi  démontrée. 

107.  //  existe  nécessairement  des  systèmes  de  seconde  catégorie.  Car,  s'il 
en  était  autrement,  les  substitutions  A3B3,  AjB'g,...  laisseraient  immobiles 
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toutes  les  lettres  sauf  a?,,...,  x^:  elles  déplaceraient  donc  v  lettres  au  plus, 
ce  qui  est  absurde  (82). 

Ces  systèmes  peuvent  être  répartis  en  classes»  en  groupant  ensemble  ceux 
que  les  substitutions  I^  permutent  entre  eux,  lesquels  ont  évidemment  tous 
le  même  nombre  de  lettres. 

108.  Considérons  spécialement  l'une  de  ces  classes,  F.  Soient  [i  le  nombre 
de  systèmes  qu'elle  contient»  m  le  nombre  des  lettres  de  chacun  d'eux. 
Toute  substitution  de  I^,  non  contenue  dans  H^.,  déplacera  nécessairement  quel- 
qu'un des  systèmes  de  la  classe. 

Car  supposons  qu'une  substitution  Â4B4,  contenue  dans  I,  et  non  dans  H,, 
ne  déplace  pas  les  systèmes  de  r,  mais  remplace  les  unes  par  les  autres  les 
lettres  de  chacun  d'eux  :  chaque  substitution  de  I^.  remplaçant  les  lettres  de 
chacun  de  ces  systèmes  par  celles  de  l'un  de  ces  systèmes»  les  transformées 
de  A4B4  par  ces  substitutions»  et  plus  généralement  les  substitutions  Â4B4, 
A4B4,...»  qui  dérivent  de  ces  transformées»  ne  déplaceront  également  aucun 
des  systèmes  de  T.  On  voit  d'ailleurs  comme  tout  à  l'heure  :  1**  que  le  groupe 
{A4,  A4»...)  se  confond  avec  (A',  A",...);  2**  que  toutes  les  substitutions  de  I^. 
dérivent  de  la  combinaison  de  A4B4,  A4  B4,...  avec  H^.  Cela  est  absurde»  car 
A4B4»  A4B4,...»  non  plus  que  les  substitutions  de  H^.»  ne  déplacent  les  sys- 
tèmes de  F,  que  les  substitutions  1^  permutent  au  contraire  transitivement. 

Soient  A4B4,  A4K4,...  les  diverses  substitutions  de  1;.;  E»  E'».,.  les  dépUice- 
ments  d'ensemble  qu'elles  font  subir  aux  systèmes  de  T  :  on  aura  E  =  E'  si 
A4  =  A4  »  et  réciproquement.  Car  si  A4  =  A'4  »  A4B'4  .(A4  84)"*  appartient  à  H^  : 
donc  le  déplacement  E'E~*  qu'elle  fait  éprouver  aux  systèmes  se  réduit  à 
l'unité;  réciproquement,  si  E<=E'»  A4B4.(A4B4)~'»  ne  déplaçant  pas  les 
systèmes»  appartient  à  H^;  d'où  A4  =  A4. 


Mais  la  suite  A4,  A4,...  contient  ''^"   *^  substitutions  distinctes;  la 
suite  E»^  E',...  en  contient  au  plus  i.a...  \l  :  donc 

I  .2. .  .  V  _  ,,     , 

-^\  .1. . .  li\     a  ou    V  <  f-  • 

D'ailleurs»  si  l'on  a  v  >  12  et  jui>  v,  on  aura  nécessairement 


f^ 


> 


En  effet»  les  propositions  des  numéros  précédents  montrent  que  le  groupe 

II. 
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(E,  E',...)  est  isomorphe  sans  mériédrie  au  groupe  (A4,  A'^,...)  et  trausitif. 
Or  soient  F,  une  fonction  quelconque  de  a?,,...,  a^v,  F,,  Fai..-  les  diverses 
valeurs  qu'elle  prend  lorsqu'on  y  effectue  les  substitutions  (A^,  A4,...);  nous 
avons  vu  (68  à  73)  que  chaque  substitution  du  groupe  (A4,  A'^,...)  équi- 
vaut à  une  certaine  substitution  opérée  entre  ces  fonctions;  que  l'ensemble 
de  ces  dernières  substitutions  forme  un  groupe  isoihorphe  à  (A4,  A'^,..,); 
enfin  qu'il  n'existe  aucun  groupe  isomorphe  à  (A4,  A'^,...),  transitif,  et 
distinct  de  ceux  qu'on  peut  obtenir  ainsi  en  faisant  varier  la  fonction  F,. 
Or  le  nombre  fi  des  fonctions  F<,  F2,...,  lequel  représente  le  degré  du 

groupe  ainsi  formé,  est  évidemment  égal  au  nombre    *     "     des  substitu- 

tiens  (A4,  A'4,...)  divisé  par  le  nombre  de  celles  de  ces  substitutions  qui 

n'altèrent  pas  F<.  Ce  dernier  nombre  sera  évidemment  égal  à    '  — - 

si  Ft  est  symétrique  ou  alternée  par  rapport  à  v  —  i  lettres.  SiF«  est  symé- 
trique ou  alternée   par  rapport  à  v  —  2  lettres,  ce  nombre  sera  égal  à 

i.2...(v  --  2)  OU  à    '         'i  suivant  que  F<  sera  symétrique  ou  non 

par  rapport  aux  deux  lettres  restantes.  Dans  toute  autre  hypothèse,  il  sera 
inférieur  k  i.2...(v  — 2);  car  F,  ayant  plus  de  v(v  — i)  valeurs  dis- 
tinctes (98),  le  nombre  total  des  substitutions  qui  la  laissent  invariable 

est  inférieur  à  i .  2...  (v  —  2).  Donc  /jl  est  au  moins  égal  à  — — -9  à  moins 

que  F,  ne  soit  symétrique  ou  alternée  par  rapport  à  v  ~  i  lettres  :  dans  ce 
dernier  cas,  on  aura  jx  =  v.  et  si  l'on  désigne  par  F^  celle  des  fonctions  f  «, 
F2,...  qui  est  symétrique  ou  alternée  par  rapport  à  toutes  les  lettres  sauf  ar^ , 
par  F2  celle  qui  Test  par  rapport  à  toutes  les  lettres  sauf  a?2,.  etc.,  les  sub- 
stitutions (A4,  A'4, . . .)  permuteront  évidemment  F^,  F2,...  entre  elles  de  la 
même  manière  que  a?,,  a?a,.... 


110.  Cela  posé,  admettons  que  les  groupes  de  seconde  catégorii 
ment  X  classes,  dont  la  première  contienne  jx  systèmes  formés  chacun  de 
m  lettres,  la  seconde  jjl,  systèmes  formés  chacun  de  w,  lettres,  etc.  :  le 
nombre  total  des  lettres  contenues  dans  les  groupes  de  seconde  catégorie 

est  égal  à  /w/jl -+- m,  fx,  4- Si  v>i2,  et  qu'on  n'ait  pas   à  la   fois 

V  =  |ji  =  |UL,  =...,  l'un  des  nombres  jx,  fx,,...,  jx  par  exemple,  sera  au  moins 

égal  à  — — ^5  et,  corpme  n  =  |x,  on  aura 

2        ^ 
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111.  Soit,  au  contraire,  V  >  1:2  et  jUL  = /X|  =...=  v;  soit  m  le  plus  grand 

des  nombres  m,  m^ Supposons  d'abord  qu'il  n'existe  aucun  nombre 

premier  moindre  que  v  et  supérieur  à  m.  Les  belles  recherches  de  M.  Tché- 

bychef  montrent  qu'il  existe  au  moins  un  nombre  premier  entre et  y 

(Serret,  Algèbre  supérieure.  Section  III,  Chap.  IV)  :  on  aura  donc 

2 
et  par  suite 

— -<:^m[L  -I-  m, fx,  -+-. .  .<;/i. 

Supposons,  au  contraire,  qu'il  existe  des  nombres  premiers  moindres 
que  V  et  supérieurs  à  m;  soit  p  le  plus  petit  de  ces  nombres.  Le  groupe 
(A4,  A'^,...)  contient  une  substitution  A4  qui  permute  circulairement 
p  lettres  quelconques  de  la  suite  o^i,...,  ^^v?  sans  déplacer  les  autres.  Les  sys- 
tèmes d'une  même  classe,  en  nombre  v,  étant  permutés  entre  eux  par  la 
substitution  A4 B4  de  la  même  manière  queâ?i,...,a;v,  le  sont  entre  elles(109), 
A4B4  permutera  circulairement  entre  eux  p  systèmes  de  chaque  classe,  en 
laissant  les  autres  immobiles. 

D'ailleurs,  si  cette  substitution  déplace  les  lettres  de  quelqu'un  des  autres 
systèmes  en  les  permutant  entre  elles,  les  cycles  formés  par  ces  lettres  con- 
tiendront respectivement  a>,  &/,...  lettres,  c«>,  a>',...  étant  au  plus  égaux  à  m, 
et  par  suite  étant  premiers  à  p\  et,  si  l'on  désigne  par  p  le  plus  petit  mul- 
tiple de  Gt),  a>',...,la  substitution  (A4 64]^  laissera  immobiles  les  lettres  de  tous 
ces  derniers  systèmes,  et  par  suite  ne  déplacera  que  p  -^ pm  -+-  pm^  -h... 
lettres.  D'ailleurs  le  groupe  ne  peut  contenir  aucune  substitution  déplaçant 
moi^lpie  2v  —  3  lettres  (83).  D'où  la  relation 

t-             o                                    _  2V  —  3      ' 
p(i4-/w-4- m,  -!-...)>  2v  —  3,     m  +  w,  +...> i. 

On  a  d'ailleurs 

m/tx  -»-  m,  /ut,  -f- . . .  =  (  m  -4-  m.  H- . . .  )  V  <  /i, 

et  par  suite 

Soit  d'ailleurs  q  le  nombre  premier  immédiatement  supérieur  à  -,  il  sera 
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supérieur  2l  m  -h  mt  h-  ...,  et  par  suite  au  moins  égal  à  /?  :  on  aura  donc  à 
fortiori 

112.  Examinons  enfin  le  cas  où  v^i:2.  Si  l'un  des  nombres  m,  m^,... 
est  >  I,  on  aura 

n>/n/:A-l-mi/:ji,  -4-...^(m-hmi-l-...)v>2v. 

Au  contraire,  si  /n,  m^ ,...  se  réduisent  tous  à  Tunité,  les  substitutions  H;. 
ne  déplaceront  que  les  lettres  des  systèmes  de  la  première  catégorie;  mais 
chacune  d'elles  déplace  au  moins  2v  —  3  lettres  (83)  :  donc  le  nombre 
mix  -+-  7w<  fjL,  -f- ...  des  lettres  contenues  dans  l'ensemble  des  systèmes  de  la 
seconde  catégorie  ne  peut  dépasser  n  —  av  -h  3.  D'ailleurs,  si  [x  est  le  plus 
petit  des  nombres  ja,  fx,,...,  on  aura 

-    -    »  —  2 V  -4-  3         ,,   X        -,  ,        -  ^ 

v<|ui< <)     d  ou     n>  (2  H- m  H- w, -+-.  .  .ji' -- 3  >  2v, 

fTl  -\-  Ifli  -+-  ...  * 

même  dans  le  cas  le  plus  défavorable,  où  les  nombres  m,  m,,..i  se  rédui- 
raient à  un  seul,  lui-même  égal  a  i  (v  étant  >  4»  par  hypothèse). 
Dans  le  cas  où  v  >  7,  on  aurait 

i 

n^  3v. 

Nous  supprimons  la  démonstration. 

113.  En  récapitulant  les  résultats  de  cette  discussion,  on  obtient  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème.  —  Un  groupe  de  substitutions  G  entre  n  -h  v  lettres, 
contient  pas  Te  groupe  alterné,  ne  peut  être  vfois  transitif  que  si  l'un 
systèmes  d'inégalités  suivantes  est  satisfait  :  * 

(i)  1 .2. .  .(v  —  1)  <n* 

(a  étant  le  nombre  des  facteurs  premiers,  égaux  ou  non,  de  n-\-  \)\ 

(2)  '      v<47 

( 3 )  — — '-^-^-  <[  /i'*'     el     n' <^n-~\ 

{7,'  étant  le  nombre  des  facteurs  premiers  de  n'-h  i); 


(4) <n     et    v>i.2, 
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y(v  — 1)3, 


2 


2V—  3) 


y</i     et     v>i7. 


(5)  ( 

(9  étant  le  nombre  premier  immédiatement  supérieur  à  -]; 

(6j  2v<n    et    v<;i2. 

Si  V  est  très-grand,  le  cinquième  système  est  celui  qui  donnera  pour  n 
la  plus  petite  limite,  et  cette  limite  tend  évidemment  vers  la  valeur  asynip- 

totique  vy^av. 
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CHAPITRE  IL 

DES  SUBSTITUTIONS   LINÉAIRES. 


§  I.  —   Représektation  analytique  des  substitutions. 

114.  Soit  s  une  substitution  quelconque  entre  k  quantités,  que  nous 
supposerons  désignées  par  une  même  lettre  /,  affectée  des  indices  o,  i,..., 
^  —  i;  si  S  remplace,  en  général,  la  lettre  4  par  une  lettre  l^^x)  [?(-^)  étant 
une  certaine  fonction  de  x],  on  pourra  convenir  de  désigner  S  par  le  sym- 
bole suivant  : 

Supposons  que  S  remplace  respectivement  /o,  /i,...,  /a-i  par  4,  /p,...,  4 
(a,  jS,...,  $  étant,  à  Tordre  près,  identiques  à  o,  i,...,  ^  —  i)  :  la  fonction 
9  (a?)  sera  assujettie  à  prendre  les  valeurs  a,  ]3,.w,  d  lorsque  x  prendra  les 
valeurs  o,  i,...,  A  —  i,  et  ne  sera  pas  autrement  déterminée. 

Parmi  les  fonctions,  en  nombre  infini,  qui  satisfont  à  ces  conditions,  la 
plus  simple  est  la  fonction  entière  du  degré  k  —  i  que  donne  la  formule 
d'interpolation  de  Lagrange,  à  savoir  : 

gf  (j:)  (3F(:r)  3F(:r) 

'^^^^'-  ^F'(o)  "^  (ar-i)F'(i)  ■^*"'^(x-A-H-i)F'(/r-i)' 

F  (a;)  désifgnant  le  produit  x[x  —  \).  .,{x  —  k  -\'  \),  et  F' (a:)  sa  dérivée. 

Mais  ce  mode  de  représentation  des  substitutions  présente  cet  incon- 
vénient grave  que,  si  Ton  fait  le  produit  de  deux  substitutions 

S—  I  ^     9(^)1     et    l=\x     ^(x)  \, 

ce  produit  se  présente  sous  la  formé 

^T^\x     ^[^{x)]  I, 

où  le  polynôme  ^[?(^)J  ne  se  réduit  plus  au  degré  k  —  \. 
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115.  Lorsque  k  est  un  nombre  premier  p,  on  pourra  remédier  à  ce 
défaut.  Supposons  en  efTet,  ce  qui  est  évidemment  licite,  que  la  quantité  4 
puisse  également  être  représentée  par  ly,  y  étant  un  entier  quelconque 
congru  à  x  suivant  le  module/?  :  on  pourra»  dans  la  fonction  v|;[f  (a;)], 
abaisser  les  exposants  au-dessous  de  p  au  moyen  de  la  relation  x^^cc 
(njod.  p).  Toute  substitution  pourra  donc  être  représentée  par  le  sym- 
bole \x  (f[x)\,  oh  (f{oc)  est  un  polynôme  entier  du  degré/?  —  i  au  plus; 
mais,  pour  qu'un  symbole  de  ce  genre  représente  effectivement  une  sub- 
stitution, il  faut  évidemment  que  <f  (o),  y  (i),...,  f{p  —  i)  soient  tous  dif- 
férents, et  soient  congrus,  à  Tordre  près,  aux  nombres  o,  i,...,  /?  —  i. 

M.  Hermite  a  démontré,  à  cet  égard,  le  théorème  suivant  : 

Theobkme.  —  Pour  que  le  symbole  \x    (p{x)  \  représente  une  substitution,  il 
faut  et  il  suffit  que  la  fonction  cp  {x)  et  ses  p  —  2  premières  puissances  se  ré- 
duisent au  degré  p  —  2,  lorsque,  après  avoir  rabaissé  les  exposants  au-dessous 
de  p,  on  y  supprime  les  multiples  de  p. 

En  effet,  soit  |  x    (f{x)  \  une  substitution;  et  soit 

[(p(:r)]-'=  Ai'^-h  Al'^J-f-. .  .4- aJ,^U''-     (mod.  p). 

Donnons  à  x  les  valeurs  o,  i,...,  /?  —  i  et  ajoutons  les  équations  obte- 
nues; il  viendra 

2  [^{x)]^  =  pA\r'-hAi"^lx'h.  .  .-4-  aJ^^IU^'-'    (mod.  p). 
Mais  on  a 

2  3  -2 

Donc  2a;,...,  2a?'^'^  sont  divisibles  par/?;  il  en  est  de  même  de  2  [9  (a?)]"",  dont 
les  termes  doivent  être,  à  l'ordre  près,  ceux  de  2a?'";  enfin  20?''"*  ^p  —  i; 
car  07'^'  est  nul  si  o?  =  o,  et  congru  à  i  dans  tous  les  autres  cas  :  donc,  en 
supprimant  les  multiples  de /?,  la  relation  ci-dessus  se  réduira  à  A^\^o. 
Réciproquement,  si  tous  les  coefficients  A^^ij,...,  A^^*^  sont  congrus  à 
zéro,  2f  (a;),...,  2  [f{x)]'''~^  le  seront  également.  La  congruence  qui  a  pour 
racines  ç(o),...,  ç(/i  —  1)  aura  donc  tous  ses  termes  nuls,  sauf  le  premier 
et  le  dernier,  et  se  réduira  ainsi  à  la  forme 

T^p—  aZ^o    (mod./?). 

12 
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D'ailleurs  ses  racines,  étant  des  entiers  réels,  satisfont  à  la  congriience 
Z''— Z==o,  et,  par  suite,  a  celle-ci  (a— ï)Zh^o.  Donc,  si  a  différait  de 
l'unité,  ces  racines  seraient  toutes  nulles,  ce  qui  est  impossible;  car  <p(^)f 
étant  un  polynôme  du  degré  p  —  2,  ne  peut  s'annuler  ^  la  fois  pour  les  p 
valeurs  on  =  o,...,  x  =  p  —  i.  Donc  a  =  i,  donc  9 (o),...,  ?(/>—»)  sont 
respectivement  congrus  aux/>  racines,  o,  i,...,  />  —  i  de  la  congruence  . 

Z,p—  Z=EO     (mod.  p). 

116.  Le  nombre /?  étant  donné,  il  sera  facile,  au  moyen  de  ce  tbéorëme, 
de  déterminer  les  diverses  fonctions  9  {x)  aptes  à  entrer  dans  l'expression 
d'une  substitution. 

On  facilitera  ce  calcul  par  cette  remarque  évidente  que  \x  aa?  -i- 13  |  est 
une  substitution,  pourvu  que  a  ne  soit  pas  nul.  Donc,  si  |  o;  f  {x)  \  est  une 
substitution,  on  pourra  la  multiplier  en  avant  et  en  arrière  par  des  substi- 
tutions de  la  forme  linéaire  précédente,  de  manière  à  obtenir  la  suivante  : 

contenant  quatre  coetricienls  indéterminés,  dont  on  pourra  profiter  pour 
simplifier  son  expression.  Supposant,  par  exemple,  a'=  i,  on  pourra  déter- 
miner a  de  manière  à  réduire  à  l'unité  le  coefficient  de  la  plus  haute  puis- 
sance de  X,  puis  ]3'  et  ]3  de  manière  à  faire  disparaître  le  second  et  le  der- 
nier terme  de  la  fonction. 
Soit,  par  exemple,  />  =  5  :  les  fonctions  réduites  ft{oo)  auront  Tune  des 

trois  formes 

JT,  jc',  x^-\-  ax    (mod.  5). 

m  La  seconde  ne  peut  représenter  une  substitution,  car  [x^Y  =  x*  contient 
un  terme  en  x*.  Pour  que  (a?'-f-  axy^2ax*-\-  (1  4-  a^)x^  (mod.  5)  ne 
contienne  pas  de  terme  en  x\  il  faut  qu'on  ait  a  =  o.  Si  cette  condition 
est  satisfaite,  {a^  H-  ax),  son  carré  et  son  cube  ne  contiennent  aucun  terme 
en  X*  :  donc  |  a?   o?*  |  est  une  substitution. 

Les  substitutions  relatives  2i  p  =  5  appartiennent  donc  toutes  à  l'une  des 
formes  suivantes  : 

\x      ax-h^\y       \x     a(ar-4-p')»-f-p|. 

M.  Hermite  a  montré,  par  un  calcul  analogue  qui  n'offre  plus  aucune 
difficulté,  que  les  substitutions  relatives  a  />  =  7  sont  de  la  forme 

I  x     a9.(x.+-(3')H-(3  I, 
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9,  ayant  l'une  des  formes  suivantes  : 

OC  ^       X      '■    ^JUf       X     J     2^y 

j:*-h  «j:*-i-  Za^x    {a  quelconque), 
x^-\-^x^±Lx'^-\-  36'^;    (6  non  résidu  de  7). 

117.  Si  h  était  une  puissance  d'un  nombre  premier,  telle  que  /?",  on* 
pourrait  faire  intervenir  des  considérations  analogues  aux  précédentes  en 
assignant  pour  indices  à  la  lettre  /,  au  lieu  de  nombres  entiers  réels,  des 
entiers  complexes  formés  avec  une  racine  d'une  congruence  irréductible  de 
degré  n.  Mais  nous  préférerons  une  autre  méthode,  qui  consiste  à  assigner 
à  /,  /i  indices  simultanés,  a?,  j,...,  pouvant  chacun  prendre  les  p  valeurs  o, 
I,...,  p  —  I  (mod.  />).  Une  substitution  quelconque,  remplaçant  l,,y,...  par 
une  nouvelle  lettre  l^{x,y,...\it^x,y,..  \    ,  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

9  et  4^  étant  des  polynômes  du  degré />  —  i  au  plus  relativement  à  chacun 

des  indices  a?,  j, 

Cette  méthode  pourrait  s'étendre,  mais  non  sans  complication,  au  cas 
où  k  contiendrait  plusieurs  facteurs  premiers  différents. 

§  II.  —   Généralités  sur  les  substitutions  linéaires. 

Origine  du  groupe  linéaire. 

118.  Soient  m  et  n  deux  entiers  quelconques;  /qo...  $  (r.x-,.  »•••  des  lettres 
en  nombre  m",  caractérisées  par  n  indices,  variables  chacun  de  o  à  m  -  i 
(mod.  m).  Désignons  par  la  notation 

la  substitution  qui  remplace  la  lettre  dont  les  indices  sont  x,  x\.,,  par 
celle  dont  les  indices  sont  a? -h  a,  a7'-f-a',...  (mod. m).  Les  substitutions 
de  cette  forme  constituent  évidemment  un  groupe  F  transitif  et  ayant*ponr 
ordre  m". 

119.  Cherchons  la  forme  générale  des  substitutions  qui  sont  permutables 
k  ce  groupe.  Soient  S  l'une  d'elles;  9  [x,  a?',...),  (f'{x,  a?',...),...  les  indices 
de  la  lettre  qu'elle  fait  succéder  à  /.  ,.    .  La  substitution  S"' A,  0    S  fera  suc- 

12. 
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céder  a  la  lettre  dont  les  indices  sont  (p{x,  a/,...),  9>'(a?,  a?',...),...  (mod.  m) 
celle  dont  les  indices  sont  f{x-+-i,  a?',...),  f'{x  -4- 1,  a?',...),...  (mod.  m). 
Pour  que  cette  substitution  soit  l'une  de  celles  de  F,  telle  que  A^^^,  ,  il  fau- 
dra évidemment  qu'on  ait  les  relations 

9(^ 4-1,  ar',...)^9(^,  a:',... )-+-«,     <p'(a;-+- 1,  ^',...)^(p'(^,  a;',.. .)4- «',...     (mod.  m). 

On  aura  de  même,  si  A^,^,.^     est  la  transformée  de  Ao.,,  .  par  S, 

(p(a:,  j?'-i-i,...)^9(^,  jp',..,)4-6,     9'(^,  j:'-f-i,...)^?'(^>^'> •••)"*"  ^'>«'«     (mod.  m). 

D'ailleurs  ces  cohditions  aont  suffisantes  pour  que  S  soit  permutable  à  F; 
carlestransforméesparSdechacunedessubstitutionsAi^o,..»Ao,i,  ..,..•  appar- 
tenant à  F,  il  en  sera  de  même  de  la  transformée  de  A*o, .  -Ajji,  .  ...  =  A.^.., ... 
'  On  déduit  des  relations  ci-dessus,  en  posant  y  (o,  o, . . . )  =  (J,  (p'(o,  o, . . .) = <?', 

^i^fX*'  •  O^^w;  -h  bx'-h, ,  ..-H  d,     9'(^,  ^',- .  .)^a'x  +  b'x'-^. . .  4-  5', . . . . 

On  a  évidemment 

T  étant  une  substitution  qui  remplace  a?,  a?',...  par  oo?  +  6a?'-h  . . ., 
a'a?  4-  6'a7'4-...,...  (mod.  m).  Les  substitutions  permutables  à  F  s'obtiennent 
donc  en  combinant  aux  substitutions  de  F  les  substitutions  de  la  forme  T. 
Ces  dernières  substitutions,  que  nous  représenterons  indifféremment  par 
l'une  ou  l'autre  des  deux  notations  suivantes  : 


X    ax  -\-  bx'  4- . . 
x'   a'x  4-  6' a/ 4- . . 


j?,  x', ...       ax  -\-ba^  -¥ .  >  .y  a'^  4- ft'^'4-. . .,. . .   | 


forment  évidemment  un  groupe,  que  nous  appellerons  le  groupe  linéaire  du 
degré  m'^,  et  dont  nous  allons  étudier  les  propriétés. 

Ordre  du  groupe  linéaire. 
120.  Cherchons  à  déterminer  le  nombre  des  substitutions 

S  =  I  ^,  ^', . . .     or  4-  6^' 4- . . . ,  a'x  -h  b' x'-^ . . .  | 

du  groupe  linéaire  du  degré  m". 


\ 


\ 


\ 


I 


/ 
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Nous  remarquerons,  en  premier  lieu,  que  tous  les  systèmes  de  valeurs 
des  coefficients  a,  6,...;  a\  b\. ..;...  ne  sont  pas  admissibles;  car,  pour 
que  S  représente  une  substitution,  il  faut  qu'elle  amène  une  lettre  quel- 
conque, dont  les  indices  sont  x^,  a;'j,...,  à  la  place  d'une  lettre  unique  et 
bien  déterminée.  Soient  a;,  a?',...  les  indices  de  cette  lettre  :  ils  sont  liés 
à  o^i,  a?^,...  par  les  relations 

ax  ■+■  bx'-h. . .  ^x,,     a'^  -♦-  6'x'-!-. . .  ^j;', ,. . .     (mod.  m).' 

Les  coefficients  a,  t,...;  a',  6',...;...  doivent  donc  être  tels,  que  ces  rela- 
tions déterminent  sans  difficulté  a;,  x\...,  quels  que  soient  x,,  x\,.... 
D'après  ce  critérium,  il  est  évident  que  l'expression 

représente  une  substitution  :  de  même  pour  les  expressions  analogues 

ISl.  Théorème.  —  Toute  substitution  linéaire  peut  se  mettre  sous  ta 
fanrêe  26,  6  étant  une  substitution  dérivée  des  substitutions  ^x,x'f  By^x»-- 
et  2  une  substitution  qui  laisse  tous  les  indices  in^^ariables ,  sauf  le  dernier 
i'cwxtre  eux  y  quelle  multiplie  par  un  entier. 

Supposons^  pour  fixer  les  idées,  qu'il  y  ait  trois  indices  Xy  x\  x'\  Soit 

S=   Ixyx'yx''     ax-hbx'-hcx^,  a'x-hb'x' -hc'x'\  a"x-hb''x' -hc^'x"  \    (mod.  m) 

une  substitution  linéaire  quelconque  :  a,  b,  c,  m  ne  pourront  avoir  aucun 
diviseur  commun;  car,  s'il  y  en  avait  un  |jl,  on  ne  pourrait  satisfaire  à  la 
con^ruence 

ax  -f-  bx'-^  ex' ^ Xx    ( mod.  m ) 

toutes  les  fois  que  x^  ne  serait  pas  divisible  par  fx  (2). 

Cette  condition  étant  satisfaite,  on  pourra  déterminer  une  substitution 
dérivée  de  B^  .p/  et  de  ses  analogues,  et  qui  remplace  x  par  oo?  4-  ta?' -h  ex" . 
Ea    efiet,  la  substitution 

Ij/        n^        p^'        p*        pA' 

—  Bjc  X'  "a',x  ■'ar,.r  *>x,x'  ^.r,jr" 

produira  ce  résultat,  si  l'on  a 

i4-H  +  A-'d'  =  a,     A--h/(i-hfr(î-f-A-'d')  =  ^     k'^c    (mod.m), 
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OU,  ce  qui  revient  au  même. 

Or,  soient  d  le  plus  grand  commun  diviseur  de  c  et  de  m,  dt  le  résultat 
de  la  division  de  d  par  ceux  de  ses  facteurs  premiers  qui  divisent  a  on  b\  si 
Ton  pose  l  =  d^,  k  sera  premier  à  d.  Car  soit  q  un  facteur  premier  de  d  :  s*il 
divise  d,^  il  sera  premier  à  6  et  ne  divisera  pas  k.  Si,  au  contraire,  q  ne 
divise  pas  d,f  il  divisera  un  seul  des  nombres  a,  b  [a,  h,  c,  m  n'ayant  aucun 
diviseur  commun);  il  ne  divisera  donc  qu'un  seul  des  deux  termes  6,  d^a  et 
ne  divisera  pas  leur  différence  k. 

Cela  posé,  m,  A*,  c  n'ayant  aucun  diviseur  commun,  on  pourra  déter- 
miner f2)  des  entiers  u,  u\  iC  satisfaisant  à  la  relation 

mu  -h  ku'  -h  eu"  =r  I , 

et  il  est  clair  qu'on  satisfera  à  la  congruence 

i-f- /r^-hc3'^a    (raod.  m) 
en  posant 

3  =  (  a  -  I  )  «' ,     a  '  =  (  û  -  I  )  f**' . 

Cela  posé,  on  aura  évidemment  S  =  S|T,  S4  étant  une  nouvelle  substi- 
tution qui  laisse  x  invariable,  et  qui,  par  suite,  sera  de  la  forme 

S,  rz.  I  jr,  x',  x"     X,  à,x  -h  b\x'  -h  c\x%  «>h-  b\x' -\~  i'\x"  |, 

Posons  d'ailleurs 


T.==::B^,,Bxi,,£,     S,=  I  x,a:',jc-'     x,V,x'^d,x\b\x'^c\x'  \x 

on  aura  évidemment 

S,  ^-S,T.,     d'où    Sr^S,T,T. 
On  verra  de  même  que  Ton  a 

T2  et  T,  étant  des  substitutions  dérivées  de  B^/,;^/,  B^// y,  et  I  une  subslitu 
tion  de  la  forme 

I    ^j   J*   y    <*  i37,  X  f   c 2X       |> 

Le  tbéorëme  est  ainsi  démontré. 
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122.  Théorème.  —  Pour  que  V expression 

S  :^  I  jt',  jc', . . .     ax  -\-  bx  -f- . .  . ,  a' X  -\-  b' x' -\- . .  .j. ,, 
représente  une  substitution,  il  faut  et  il  suffit  que  le  déterminant 

a     6  . .. 


A  = 


a'     6'... 


soit  premier  à  m. 

i^  Cette  condition  est  nécessaire.  En  effet,  mettons  la  substitution  S  sous  la 
forme  26.  Son  déterminant  sera  évidemment  le  produit  des  déterminants 
des  substitutions  2  et  6.  Cette  dernière  substitution,  étant  le  produit  de  sub- 
stitutions analogues  à  B^,^^/,  qui  ont  toutes  i  pour  déterminant,  a  elle-même 
I  pour  déterminant.  D'autre  part,  la  substitution 

a  pour  déterminant  r.  Donc  S  a  pour  déterminant  r.  Mais  r  est  premier  à  m\ 
car  si  r  et  m  avaient  un  diviseur  commun  jx,  il  serait  impossible  de  satis- 
faire a  la  congruence 

^jp("-')  ^  a:^«-»)    (  mod.  m ) 

lorsque  ^^i"'*^  ne  serait  pas  divisible  par  fx. 

1^  Cette  condition  est  suffisante.  Car  si  elle  est  remplie,  on  pourra  (2)  sa- 
tisfaire au  système  des  relations 

.         d^         dÊs.    ,  .^      dà         dà    ,  /       .      V 

^x^  -^  jr,-h  T-7  x^-\-. .  ,y     ax' ^  lïh  ^^"^  lîh'  -^1  "^'  •  •  >  •  •  •     (mod.  m). 

équivalent  au  système 

ax  -^  bx'  -h. .  .^Xxy    a  X  -h  b'x'  -h,  ..^x\,. ,  .^  (mod.  m). 

123.  Théorème.  —  Vordre  û(/w'')  du  groupe  linéaire  de  degré  m"  est 

égal  à 

[m,  n]  m"-'  [m,  /i  —  i]  m"-». . .  [m,  i] , 

[m^  p\  désignant  le  nombre  de  manières  différentes  de  déterminer  p  nombres 
inférieurs  à  m^  et  dont  le  plus  grand  commun  diviseur  soit  premier  à  m. 

Soient  N  le  nombre  des  substitutions  linéaires  i,  R,  R',...  qui  laissent 
l'indice  x  invariable;  T  une  substitution  qui  le  remplace  par  o^-hftar'-f-...  : 
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les  N  substitutions,  T,  TR,  TR',...  remplaceront  a?  par  ao? -f-  />a/+...,  et  joui- 
ront seules  de  cette  propriété;  car  soit  U  une  substitution  quelconque  qui 
ait  cet  effet  :  T"~*  U,  laissant  œ  invariable,  appartiendra  à  la  suite  i ,  R,  R',. ..; 
donc  U  appartiendra  à  la  suite  T,  TR,  TR',.... 

Les  entiers  a,  i,...,  pouvant  être  choisis  quelconques,  pourvu  que  leur 
plus  grand  commun  diviseur  soit  premier  à  m  (121),  seront  susceptibles  de 
[m,  n]  systèmes  de  valeurs;  à  chacun  d'eu\correspondent  N  substitutions  : 
donc 

i2(m")  =  [m,  n]  N. 

Or  les  substitutions  i,  R,  R',...  sont  de  la  forme 

I  X,  x',  x'\., .     Xy  a'x  -^h'x' -^c'x"  +  .,  .,  a" x  -^  V x'  -^  c" x"  '\- .  .*,...  | 

OÙ  les  /i  —  I  coefficients  a',  a",...  sont  quelconques,  et  les  coefficients  b\ 
c',...;  b'\  c",...;...  tels,  que  leur  déterminant  soit  premier  à  /w,  ce  qui  peut 
se  faire  de  û(m''""*)  manières  distinctes  :  donc 

Nr=m«-'û(m"-'),     d'où     û{m")  =  [in,  n]  m"-' ûfm"-'), 

et  par  suite 

i2(m")  =[/n,  /i]  w"-'  [m,  n  —  i]m"-'£2(m"~')=:. . . 
=  [m,  n]  m""'  [m,  n  —  i]  m"*'. . .  û(/n), 

ce  qui  est  la  formule  du  théorème;  carû(m)  est  évidemment  égal  a  [m,  i]. 

124.  Soit  m  =/>^/?i*,...,  ^,  ^,,...  étant  premiers.  On  calculera  aisément 
la  quantité  [m,  fji].  En  effet,  il  suffira  pour  cela  :  i^  de  compter  les  m^  sys- 
tèmes de  valeurs  qu'on  peut  donner  à  /j.  nombres  inférieurs  à  m;  a**  de  dé- 
compter tous  les  systèmes  de  valeurs,  en  nombre  [— |    qui  ont  le  diviseur 

commun/?,  ceux  en  nombre  f~J  qui  ont  le  diviseur  commun/?,,  etc.;  3**  de 

rétablir  les  systèmes  de  valeurs,  en  nombre  (  —  )   qui  ont  à  la  fois  les  deux 

diviseurs  communs/?  et  z?,  ;  car,  après  avoir  été  comptés  une  fois  indûment, 
ils  ont  été  décomptés  deux  fois;  etc.  On  trouve  ainsi 

\P)        \P^I  \PPJ  \        PVV        PV 

m 

Remarques.  — -  Il  résulte  des  formules  ci-dessus  que,  si  /w=  qq\  q  et  q' 
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étant  deux  facteurs  premiers  entre  eux,  on  aura 

Soit  en  particulier  m  égal  à  un  nombre  premier  p  :  [m,  /jl]  se  réduira  k 
p^-î,  et  a{p'')  à 

résultat  découvert  par  Galois  et  démontré  par  M.  Betti. 

Transformation  des  indices. 
125.  Soient 

A=  \  Xf  x',, . .     ax  -h  bx'  -h . . . ,  «'  ^  -h  6'  ^'  -f- . . . , . . .  | 

m 

une  substitution  linéaire  entre  m"  lettres;  et  soient 

(i)  j^a^ -f- P^r'-l-. . .,    j'^a'^-t- P'jc'-f-.  . .,. . .     fmod.  m) 

des  fonctions  linéaires  à  coefficients  entiers  de  x,  x',...,  en  nombre  égal  a 
celui  de  ces  indices,  et  telles,  que  le  déterminant  de  a,  /3,...,  (x\  j3',...  soit 
premier  à  m.  A  chaque  système  de  valeurs  des  fonctions  j,  y',...  corres- 
pondra, en  vertu  des  relations  (i),  un  système  bien  défini  de  valeurs  pour 

Au  lieu  de  distinguer  les  lettres  les  unes  des  autres  par  la  variation  des 
indices  a?,  a?',...,  on  pourra  donc  les  distinguer  par  la  variation  de  j,  j',... 
considérés  comme  des  indices  indépendants;  et  la  substitution  A  remplacera 
l'un  de  ces  nouveaux  indices,  tel  qne y^ocx  -f-  |3;r'-f-...,  par 

a{ax  -f-  bx' -h, .  .)  4-  (3(a' jt  -f-  ft'^'-f-. . .)  -h.  . .  . 

Si  Ton  substitue  dans  cette  expression  les  valeurs  de  x,  x' ,,,,  en  j,  j  ',..., 
on  voit  que  A  remplace  Tindice  y  par  une  fonction  a^y  -+-  6,  y'H-....  Do 
même  pour  j',...;  de  tellé^  sorte  qu'on  pourra  écrire 

-^  =  I  r» r'» •  •  •    a.  j  -«-  *.r' -h . . . ,  a,  j  -4-  6',  ^-^ -+-...,.. .  |. 

Les  coefficients  «<,  64,...  dépendent  des  coefficients  a,  6,...  et  de  a,  |S,.... 

Ces  derniers  coefficients  étant  en  grande  partie  arbitraires,  on  pourra  se 
proposer  de  les  déterminer  de  manière  à  simplifier  autant  que  possible  Tex- 
prcssion  de  la  substitution  A. 

ï3 
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126.  Nous  donnerons  le  nom  de  caractéristique  de  la  substitution  A  au 

déterminant 

a~K    a' 

b  ft'-K     ... 


».     . .  »  •  • 


où  K  est  une  quantité  arbitraire. 

« 

Théorème.  —  Le  caractéristique  d'une  substitution  linéaire  n'est  aJUéré par 
aucune  transformation  d'indices. 

i""  En  effet,  supposons  d'abord  que  les  nouveaux  indices  que  Ton  prend 
k  la  place  de  x,  x\...  soient  les  suivants  : 


A  deviendra 


7  =  ar,    y^^x' 


y   ...   y 


',/',...     a  f  -=-  -h  6/'  -f- . . .  J  >  — -  -h  b'y'  -f- ...',.. . 


et  le  déterminant  correspondant  sera 


a—K 

a' 
a 

b'     K     ... 

1 

a 

ec{a      K]    a' 
ab               b'     K 

•  •     • 

•  •    • 

»....            •.. 

a-K    a' 
b  b'-K 


.   •  .  . 


2*^  Supposons  en  second  lieu  que  les  nouveaux  indices  soient'respeclive- 
ment 

La  substitution  A  remplacera  j,j',...  par 

(a  4- (3a')  j:  +  (6 -f- pfr')^'  +  . .  .=  (a -h  (3a')^ -h  [*  4- (36' -  (3(a  +  (3a' )]  j' -f- . . .  ; 

a'^-Hft'^'-h. .  .=  a'r-f-(6'-~  (3a')j'-f-. .., 

Le  déterminant  correspondant  est 


a  -h  pa'  —  K  a' 

6H-(36'-(3(a-hPa')     6'-(3a'-K     ... 


Ajoutons  à  chaque  terme  de  la  seconde  ligne  horizontale  le  terme  corres- 
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pondant  de  la  première  ligne  multiplié  par  la  constante  ^  (on  sait  que  cela 
•n'altère  en  rien  la  valeur  du  déterminant)  :  le  déterminant  prendra  la  forme 

«-f-(3a'— K       a! 


•     a    .  •   •  . 


Diminuons  maintenant  chaque  terme  de  la  première  colonne  verticale  du 
terme  correspondant  de  la  seconde  colonne  multiplié  par  |3  :  le  déterminant 
se  réduira  à 

a  —  K    a' 

h  6'  — K     ... 

3"^  Mais  de  même  que  nous  avons  démontré  (121)  que  toute  substitution 
linéaire  peut  s'obtenir  en  combinant  ensemble  les  substitutions 

I       îMd  f     îMd      •    .    .     «  iK        I         tXf     y     3(f      •   «     .     •       I    y        I       iMf  y     tMi     y  •     .     •  iMt  f     UU  I        àv  .*••        ly... 

I^y»       ^'  <ii>n      I  <«•       ft/J  M^^R— I      I 

tMf  y     >Mf     y    »     m    »    yL  *Af  y     nAf     y   *    •    •     a        I  fM>  la 

de  même  on  voit  que  toute  transformation  d'indices  s'obtient  en  combinant 
les  suivantes  : 

dont  aucune  n'altère  le  caractéristique  de  A,  d'après  ce  que  nous  venons  de 
voir. 


§  III.  —  Facteors  de  composition  du  groupe  linéaire. 


127.  Problème.  —  Trouver  les  facteurs  de  composition  du  groupe  linéaire  G 
de  degré  m". 

Premier  cas.  m  est  divisible  par  plusieurs  facteurs  premiers  différents. 

Posons  m  =  qq\  q  et  q*  étant  premiers  entre  eux.  Il  est  clair  que  les  sub- 
stitutions linéaires  de  la  forme 


S=  I  XyX'y.n^     X -^  q(ax '\- bx' -\- . .  Ay  x'-f-9(fliX  +  6, ^'-f- ...),.. . 


forment  un  groupe  H. 


j3. 
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D'ailleurs  qcf  étant  congru  à  o  (mod.  m),  on  obtiendra  la  même  substitu- 
tion en  donnant,  dans  la  formule  ci-dessus,  à  a,  6,...,  a,,  &i,...v  deu?^ 
systèmes  de  valeurs  congrus  suivant  le  module  q' . 

L'ordre  de  H  sera  donc  égal  au  nombre  des  systèmes  de  valeurs  de  a,  6,..., 
ai,  2»^...,...,  incongrus  suivant  le  module  q[ ,  qui  donnent  au  déterminant 
de  S  une  valeur  première  à  m.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  ce  déterminant 
est  congru  à  i  (mod.  q).  Donc,  pour  être  premier  à  m,  il  suffira  qu'il  le 
soit  à  q' . 

Or  on  peut  déterminer  deux  entiers  r,  r\  tels,  que  Ton  ait 


rq  -+-  r'g'  =  i  ; 


cela  fait,  on  pourra  mettre  S  sous  la  forme 

On  voit  maintenant  que  pour  que  son  déterminant  soit  premier  à  q',  il  faut 
et  il  suffît  que  le  déterminant 

a'-{-  r    b 

ai  é,  4-  r     ... 


•>•      ••■••      *• 


soit  lui-même  premier  à  q\  condition  qui  se  trouve  satisfaite  par  Qiq'") 
systèmes  de  valeurs  de  a-h  r,  6,...,  a^  6|  -f-r,...,...,  auxquels  correspon- 
dent autant  de  systèmes  de  valeurs  pour  a,  6, ...»  a^ ,  6|  „..,... . 
De  même  les  substitutions  de  la  forme 

forment  un  groupe  H',  ayant  pour  ordre  0(9"). 

« 

128.  Les  substitutions  de  H  sont  échangeables  à  celles  de  H';  car,  formant 
les  substitutions  S  S,,  S4S,  et  remarquant  que  qq'^o  (mod.  m),  il, vient 


SS,  =  S.  S  =: 


X     X  +ç(a^-h  6a:'-h  . ..)  -+-  q'{a'x  -h  b'  x'  -^, ,  .) 

x'    x'-\-q{axX  -k-bxx'  -^  ..  .)-[-q'(a\x'\-b\x'  -{-  ,.,) 


Soient  S|,...,  S^,...  les  diverses  substitutions  de  H;  S',,...,  S'^,,...  celles 
de  H'  :  les  substitutions  de  la  forme  S^j^SJ,,  seront  toutes  distinctes.  Car  soit 


Ou.  3tt'  Ov  Sy'  ,  Q   OÙ         Oui      Sv  ^^  S»'  Oy'      . 
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En  vertu  de  cette  égalité,  la  substitution  S~*Sv  sera  commune  aux  deux 
groupes  H  et  H'.  Mais  toute  substitution  commune  à  ces  deux  groupes  doit 
remplacer  a?,  a?',..,  par 

X  -h  qq' [ax  -¥-  bx' -{- . .  .)^  X,     x'  -^- qq'(aiX -\-  b^x' -h. .  .)^x',. ,  . . 

Elle  se  réduit  donc  à  l'unité.  Donc 


9|i    —     Sv  9  Û     où  Ou,'    0y>    . 

Le  Dombre  des  substitutions  distinctes  de  la  forme  S^^S^.  est  donc  égal  à 
Q{q"')Ù{q")  =  Çi[ni^),  nombre  total  des  substitutions  de  G.  Donc  toute  sub- 
stitution de  G  est  de  la /orme  S^^  Sj,, . 

129.  Cela  posé,  soient^,  7',...  des  indices  en  même  nombre  que  a?,  x',.,. 
et  variables  de  o  à  qzi\  considérons  les  substitutions 

2=  |r»r'—     Ç[(<i-^r)x-+'by-¥-...],  q[a,x-h{b^'hr)x''h...]y...\    (mod.  ç') 

respectivement  correspondantes  aux  substitutions 


S  = 


X     r'q'  X  -hq[{a  -h  r)x  -h  bx' -h. . .] 
x'     r'q' x'-hq[axX  -h(ft, -f-  r)a:'-i-  ...] 


(mod.  m). 


Si  l'on  met  dans  2,  pour  a,  6, . . . ,  ai ,  6| , . . ., . . .»  les  A  [q"*)  systèmes  de  valeu  rs 
dont  ils  sont  susceptibles,  on  obtiendra  autant  de  substitutions  essentielle- 
ment distinctes,  toutes  linéaires.  Mais  l'ordre  du  groupe  linéaire  ^  de  degré 
^"'est  précisément  ii{q''*)>  Donc  toutes  ses  substitutions  sont  de  la  forme  2. 

Les  deux  groupes  H  et  5  sont  isomorphes  sans  mériédrie;  car  à  chaque 
substitution  de  l'un  correspond  une  seule  substitution  de  l'autre;  et  l'on 
voit  aisément,  en  tenant  compte  des  relations 

qq"^  o  (mod.  m),     r'q^r'q*^  r'q\\  —  rq)^r'q'    (mod.  /n), 

qu'au  produit  de  deux  des  substitutions  S  correspond  le  produit  de  leurs 
correspondantes.  Les  deux  groupes  H  et  5  sont  donc  isomorphes. 

On  voit  de  même  que  les  substitutions  de  H'  peuvent  être  mises  sous  la 
forme 


S'  = 


X 

x' 


rqx 
rqx' 


^[{a'-\-r')x-^  b'x'-^-.,.] 
ç'[a>4-(y,-f-r')a:'-h...] 


(mod.  m), 
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et  que  ce  groupe  est  isomorphe  sans  mériédrie  au  groupe  linéaire  ^\  de 
degré  ^^  formé  par  les  substitutions 

2'=|z,  z',...     ç'[(a'-l-r')zH-ft'y+...],     9'[<«-l-(y,H-r')2'4-. ..],••.  |     (mod.9). 

130.  La  suite  des  facteurs  de  composition  de  G  est  formée  des  facteurs  de 
composition  de  5  et  de  5'- 

Soient  en  effet /,/,,...  les  facteurs  de  composition  de  5  ^  on  pourra  dé- 
terminer une  suite  de  groupes  5»  ^»  s>c,...  ayant  respectivement  pour  ordre 

îî(^"*),  jQ,[q"'),  4ïÛ(jr"*),...,  et  tels  :  i**  que  chacun  soit  contenu  dans  le 

précédent  et  permutable  à  ses  substitutions;  tl^  qu'il  ne  soit  contenu  dans 
aucun  groupe  plus  général  jouissant  de  cette  double  propriété. 

Soient  de  même/',/i  ,...  les  facteurs  de  composition  de  5'  :  on  pourra 
déterminer  une  suite  de  groupes  5'»  5'>  se',...  ayant  respectivement  pour 

ordres  û(?"),  Y*ù[(f),  j^  Ù{(f),..,  et  jouissant  d'une  double  propriété 

analogue  à  la  précédente. 

Cela  posé,  soient  I,  K,...  les  groupes  respectivement  formés  par  la  com- 
binaison de  celles  des  substitutions  de  H  qui  correspondent  à  celles  de  d» 
:>c,...  avec  les  substitutions  de  H';  T,  K',...  les  groupes  formés  par  celles 

des  substitutions  de  H'  qui  correspondent  à  celles  de  y,  oc', Les  ordres 

respectifs  des  groupes  G,  I,  K,...,  H',  F,  K',...  seront  évidemment 

Mais  il  est  aisé  de  voir  :  i^  que  chacun  de  ces  groupes  est  contenu  dans  le 
précédent  et  permutable  à  ses  substitutions;  2^  qu'il  n'est  contenu  dans 
aucun  groupe  plus  général  jouissant  de  cette  double  propriété. 

En  effet,  considérons  par  exemple  le  groupe  K.  Soient  S^S'^.  une  quel- 
conque d^  ses  substitutions;  SvSl,  une  substitution  quelconque  de  I  :  la  sub- 
stitution (Sv s;,,)"*  S^Sj,,.SvSv  appartiendra  à  K.  En  effet,  cette  substitution 
est  égale  à  S7*  S^^ S^ .  S^r*  S,,.  S^  :  or  Sv,  S^  ont  pour  correspondantes  dans  5  des 
substitutions  2v,  1^  qui  appartiennent  respectivement  à  «^  et  à  9C  :  £^  sera 
donc,  par  définition,  permutable  à  ce  dernier  groupe  :  donc  l'^l^l^  appar- 
tient a  DC.  Sa  correspondante  Sr^S^Sv  appartient  donc  à  K.  Il  en  est  de  même 
de  la  substitution  S;7*Sj,,Sl.  qui  appartient  à  H'. 

D'autre  part,  s'il  existait  un  groupe  L  plus  général  que  K,  qui  fût  contenu 
dans  I  et  permutable  à  ses  substitutions,  il  est  clair  que  le  groupe  4L  formé 
par  les  correspondantes  de  ses  substitutions  serait  plus  général  que  DC,  con- 
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tenu  dans  »  et  permutable  à  ses  substitutions,  ce  qui  est  supposé  impossible. 
Les  facteurs  de  composition  de  6  seront  donc,  ainsi  que  nous  l'avons  an- 
noncé/,/,...,/',/,' ,.... 

131.  Si  q,  q'  ne  sont  pas  des  puissances  de  nombre  premiers,  on  raison- 
nera 3ur  eux  comme  sur  m,  et  l'on  finira  par  ramener  le  p|;oblëme  au  cas  où 
m  est  une  puissance  d'un  nombre  premier. 

132.  Deuxième  cas.  m  est  une  puissance  d' un  nombre  premier ^  telle  que  p^ . 
Le  problème  se  ramènera  au  cas  où  m  est  premier. 

En  effet,  à  chaque  substitution 

S=  \  X,  x\. . .     ax-^  bx'  -\-. ..,  a'x  -¥-  b'x'  -h. . .,. . .   |    {moô.p^} 

du  groupe  linéaire  6  de  degré  {p^Y  faisons  correspondre  la  suivante  : 

2=:  I  j,  r',...     ajr -h  by' -¥-...,  a'/ -f- 6'/ -^-. . .,. . .  |    (moû.  p). 

L'ensemble  de  ces  substitutions  1  donnera  le  groupe  linéaire  ç  de  degré  p". 
Il  est  d'ailleurs  évident  qu'au  produit  de  deux  substitutions  quelconques 
de  G  correspond  le  produit  de  leurs  correspondantes.  Le  groupe  Ç  est  donc 
isomorphe  à  G. 

Soient/,/,...  les  facteurs  de  composition  de  ff;  ff,  5, 2>c,...,  i  une  suite 

de  groupes  ayant  respectivement  pour  ordres  fl(/^)>  jù{p^)f  y^fî  (/?"),...,  i 

et  tels  :  i^  que  chacun  d'eux  soit  contenu  dans  le  précédent  et  permutable  à 
ses  substitutions;  2^  qu'il  ne  soit  contenu  dans  aucun  groupe  plus  général 
jouissant  des  mêmes  propriétés.  Soient  I,  K,...,  M  les  groupes  respective- 
ment formés  par  celles  des  substitutions  de  G  dont  les  correspondantes  ap- 
partiennent aux  groupes  5,  DC,...,  1.  Us  contiennent  respectivement  il  {m"), 

^Q{n^),  ;^Q(/n''),...  substitutions  :  car  chaque  substitution  de  Ç  corres- 

pond  au  même  nombre  de  substitutions  de  G;  donc  les  substitutions  d,  9C,..., 
formant  la  /'^'»*  partie,  la  ffs^'^^  partie,  etc.  du  nombre  total  des  substitu- 
tions de  ff,  correspondront  k  la/'^*"*,  à  la//^/^*"*  partie,  etc.  du  nombre  total 
des  substitutions  de  G. 

Cela  posé,  on  voit,  comme  (130),  que  les  groupes  G,  I,  K,...,  M  forment 
une  suite  telle  :  i^  que  chacun  de  ces  groupes  est  contenu  dans  le  précédent 
et  permutable  à  ses  substitutions;  2^  qu'il  n'est  contenu  dans  aucun  groupe 
plus  général  jouissant  de  cette  double  propriété.  Donc  les  facteurs  de  com- 
position de  G  seront  ff  fn**>  ^^  l^  facteurs  de  composition  de  M. 
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133.  Gberchons  à  déterminer  ces  derniers  facteurs. 
Celles  des  substitutions  de  G  qui  ont  pour  correspondante  l'unité,  les- 
quelles constituent  le  groupe  M,  sont  évidemment  les  suivantes  : 

et  chacun  des  /i\ coefficients  a,  |3,...,  a',  j3',..,  pouvant  prendre  toutes  les 
valeurs  possibles  entre  zéro  et  yo^"*— - 1,  le  nombre  de  ces  substitutions  sera 

r 

Soient  T',  T"  deux  de  ces  substitutions,  on  voit  sans  peine  qu'on  a 
T|  étant  une  substitution  de  la  forme 

T,  =  \x,x',.. .     x-{- p^{(XiX-^^iX'-\-...),  x' -\-p^[ol^x  -i-p',a:'-H...),...|     (mod./?^). 

On  aura  de  même,  entre  une  substitution  Tj  de  cette  dernière  forme  et  une 
substitution  quelconque  T**  de  la  forme  T,  la  relation 

T2  étant  de  la  forme 

T2  =  \xy  x\.,,     x-^^ p^{oL2X-^^23c'  -^,,.),  x' -\'  p^{ot^x  -hP'jjr'-f-...),...!     (mod. /?"*]. 

On  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  aux  substitutions 


T.^ 


<L— J 


X      X  -h  /?^-'  (ax-j X  4-  (3x-j  jc'  H-  .  .  .  ), 
X'     x'-hp'^-'  («Lî  a:  -h  (3L,  j/  +  .  . .  ), 


(mod.  p''), 


qui  seront  échangeables  à  toutes  les  substitutions  T. 

On  remarquera  enfin  que  les  substitutions  de  M  sont  permutables  à  chacun 
des  groupes  M|,  Ma,...  formés  respectivement  par  les  substitutions  des 
formes  T,,  T^,....  En  effet,  l'égalité  TX=:TTJ^,  par  exemple,  montre 
que  la  transformée  de  T,  par  T"  est  égale  à  T^Tj,  et  par  suite  appartient  au 
groupe  M,. 

134.  On  déduit  aisément  de  là  que  les  facteurs  de  composition  de  M  sont 
tous  égaux  à  p. 

En  effet,  soient  A  une  substitution  de  M  qui  n'appartienne  pas  à  Mf, 
A'  la  première  de  ses  puissances  successives  qui  fait  partie  de  M,  :  les  sub- 
stitutions de  la  forme  ApT,,  où  p  <r,  sont  toutes  distinctes;  car  d'une  re- 
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lation  telle  que  A^T,  =  ATj,  on  déduirait  AP~^==rj;-\  ce  qui  est  im- 
possible par  hypothèse  {p  et  a  étant  moindres  que  r),  à  moins  qu'on  n'ait 
p  =  (jf  d'où  T^  =  T^.  On  peut  d'ailleurs  supposer  r  premier;  car  si  l'on 
avait  r=rt  Tj,  r,  étant  premier,  on  pourrait  choisir  à  la  place  de  A  la  sub- 
stitution A'*',  dont  la  puissance  r^  se  réduit  à  la  forme  T,. 

Si  M  contient  quelque  substitution  qui  ne  soit  pas  de  la  forme  A^T,, 
soient  B  l'une  d'elles,  B'  la  première  de  ses  puissances  qui  se  ramène  à  cette 
forme:  les  substitutions  de  la  forme  B^ApT,,  où  c7<5,  sont  évidemment 
toutes  distinctes.  On  peut  d'ailleurs  supposer  s  premier.  Si  M  contient 
quelque  autre  substitution,  on  continuera  de  même  jusqu'à  ce  qu'on  en  ait 
épuisé  le  nombre.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  substitutions  de  M 
soient  toutes  de  la  forme  B*^ApT.  Les  groupes  formés  respectivement  des 

substitutions  B'APT,,  APT,,T,  ont  pour  ordres  n=/?^^-*^"\  ~,  -•  Donc  5 

et  r  divisent  û,  et  par  suite  se  réduisent  à  p.  D'ailleurs  chacun  des  groupes 
ci-dessus  est  contenu  dans  le  précédent  et  permutable  à  ses  substitutions. 
Car  on  a,  par  exemple, 

B-'APT,Br=:  B-ApB.B-'T,B; 

mais  on  a  une  égalité  de  la  forme 

A?B=:BAfr,,     d'où     B-A?B=\?r,, 

m 

Tj  appartenant  à  M,.  D'autre  part,  on  a  une  égalité  de  la  forme 

B-«T.B  =  r., 

T^  appartenant  encore  à  Mi  :  donc 

B-'ApT,B  =  apt.t;. 

Donc  le  groupe  formé  par  les  substitutions  de  la  forme  A^T,  est  permu- 
table à  B  :  il  l'est  d'ailleurs  à  ses  propres  substitutions;  donc  il  l'est  à  toutes 
les  substitutions  de  la  forme  B^A^Tf. 

Donc  les  facteurs  de  composition  de  M  sont  r=  s=:p,  et  les  facteurs  de 
composition  de  M4.  On  voit  de  même  que  les  facteurs  de  composition  de  M4 
sont  égaux,  les  uns  à  /?,  les  autres  à  ceux  de  M2;  etc. 

135.  Troisième  cas.  m  est  un  nombre  premier  p. 

Soient  a,  |3, ...  les  facteurs  premiers,  égaux  ou  non,  dont  le  produit 

14 
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donne/?—  i;  r  une  racine  primitive  de  la  congruence  r''"* e?^  f  (mod./?); 
CraoGap,...  les  gFOupes  partiels  formés  par  celles  des  substitutions  de  G  dont 
le  déterminant  est  une  puissance  de  r*,  r"P,...;  enfin  G^,  =  r  celui  formé 
par  les  substitutions  de  déterminant  i. 

Soient  d  le  plus  grand  commun  diviseur  de  n  et  de/?—  i;  a',  ]3',...  les 
facteurs  premiers,  égaux  ou  non,  dont  le  produit  donne  d\  r'  une  racine 
primitive  de  la  congruence  r'^^i  (mod./?);  H,  Has  Ha'ps . ..  les  groupes 
formés  par  les  substitutions  qui  multiplient  tous  les  indices  par  une  même 
puissance  de  r\  par  une  même  puissance  de  r'*',  etc. 

Théorème.  —  Les  facteurs  de  composition  de  G  sont  ol,  /3,...,  — -^ — î> 
a',  ]3',...  (à  moins  quon.n'ait  ff  =  2^  ou  3^). 

11  est  clair  que  les  groupes 

G,  G«,  Gap, ...,  r,  H,  H«',  H«/^, ...,  I 
ont  respectivement  pour  ordre 

et  que  les  substitutions  de  chacun  d'eux  sont  permutables  à  celles  du  sui- 
vant. D'ailleurs  les  nombres  a,  j3,...,  a',  /3',...  étant  premiers,  on  ne  peut 
intercaler  entre  G»  et  Gap,,  par  exemple,  aucun  nouveau  groupe  qui  soit  con- 
tenu dans  Ga  et  contienne  Gap  :  car  son  ordre  devrait  être  à  la  fois  un  divi- 
seur de  — i2J  et  un  multiple  de     ^^  K  ce  qui  est  absurde,  j3  étant  premier. 

Si  donc  on  établit  qu'on  ne  peut  intercaler  entre  r  et  H  aucun  groupe  plus 
général  q\ie  H  qui  soit  contenu  dans  r  et  permutable  à  ses  substitutions,  le 

théorème  sera  démontré. 

■  ♦ 

Pour  établir  cette  proposition,  nous  montrerons  que  si  un  groupe  I  plus 
général  que  H  est  contenu  dans  T  et  permutable  à  ses  substitutions  y  il  con- 
tiendra nécessairement  toutes  les  substitutions  de  T. 

136.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  w=  3.  Soit 

S  =  I  j:,  x',  x"    'ax  -f-  bx'  4-  cx\  a' x  +  b' x'  +  &x\  a"  x  -h  b"  x'  -h  c"  x"  \ 

une  substitution  de  I  qui  ne  fasse  pas  partie  de  H  et  qui,  par  suite,  ne  mul- 
tiplie pas  tous  les  indices  par  un  même  facteur. 
On  vérifie  sans  peine  que  les  substitutions  de  H  sont  les  seules  substitu- 
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lions  linéaires  qui  soient  échangeables  à  la  fois  à  toutes  les  substitutions 

Supposons  donc,  pour  fixer  les  idées,  que  S  ne  soit  pas  échangeable  à 
B^,^.  La  substitution  S"*  B~*^. SB^,^  =  T  ne  se  réduira  pas  à  l'unité  et  ap- 
partiendra à  I,  car  S  appartient  par  hypothèse  à  ce  groupe  ainsi  que  sa 
transformée  B'VSB:^.^/  (B^p,^/  appartenant  au  groupe  r).  Mais  il  est  aisé  de 
voir  que  cette  substitution  est  de  la  forme 

I  X,  x',  x"      OCX  4-  (3x'  -h  yx\  x'  -  a!  X,  x''  -  a"  X  |, 
X  étant  la  fonction  linéaire  que  S~'  fait  succéder  à  x' , 

137.  Cela  posé,  si  Ton  a  k  la  fois  a'^a"^o,  on  aura  a^i  (le  déter- 
minant de  T  devant  se  réduire  à  i),  et  Ton  pourra  supposer  j3^  i,  7^0, 
Car  admettons  que  cela  n'ait  pas  lieu  :  /3,  7  ne  peuvent  être  à  la  fois  congrus 
à  zéro,  T  ne  se  réduisant  pas  à  l'unité.  Soit  par  exemple  7^o(mod./?)  :  on 
ramènerait  T  a  la  forme  voulue  en  prenant  pour  indices  indépendants,  au 
lieu  de  ar,  a/,  d\  ceux-ci  :  a?,  /3a?'  -+-  7a?"  et  sf . 

Soit  donc 

T  =  I  X,  x\  x"      (ç-^rx',  x!y  x''\  —  B,,^; 

r  contenant  la  substitution 

U     — —     I    X  ^     X    y     X  X    y       X  y        ~~~^    X        I 

et  ses  analogues,  I  contiendra  les  transformées  de  T  par  ces  substitutions, 
puis  les  transformées  de  ces  transformées,  etc.,  substitutions  parmi  les- 
quelles se  trouvent  évidemment  toutes  les  suivantes  :  B;^.^/,  By,^,.... 

Oc  ces  substitutions,  combinées  entre  elles,  reproduisent  toutes  celles 
de  r  :  car  toute  substitution  linéaire  Y  est  de  la  forme  26  (121),  6  étant 
dérivée  de  ces  substitutions  et  2  une  substitution  de  la  forme 

^â    ^^—     I     X y     X    ,     X  X y      X    y       iX        |  • 

Si  l'on  veut  en  outre  que  cette  substitution  appartienne  à  r,  il  faudra  que 
son  déterminant  r  soit  égal  k  i;  d'où  2  =  i ,  V=  0. 

138.  Soit  au  contraire  a'^o  (mod./?).  Prenons  pour  indices  indépen- 
dants,  au  lieu  de  a?,  a/,  a?",  ceux-ci  :  x,  x\  x" jx'^u  :  le  nouvel  in- 

14. 
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dice  u  D'étant  pas  altéré  par  T,  cette  substitution  prendra  une  forme  telle 
que  la  suivante  : 

Xj  x'y  U      ax  -h  bx'  -H  eu,  a'  x  -h  b'x^  -h  eu,  u  |. 

1°  Si  c  et  c'  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  I  contiendra  la  substitution 
T-' B;^*r TB«, ,  =  I  XyX'iU      x—cu,  x'—c'u,  u  |, 


laquelle  diffère  de  l'unité.  Supposons  par  exemple  que  c  ne  soit  pas  nul; 
prenons  pour  indices  indépendants ^j,  x' — -x^z^  u:  T  prendra 

la  forme 

X,  z,  u     X  -^  u,  z,  u  \  =  By,«, 


et,  combinée  à  ses  transformées  par  les  substitutions  de  r,  reproduira, 
•  comme  dans  le  cas  précédent»  toutes  les  substitutions  de  F. 

2^  Soit  au  contraire  c^c'^o.  La  substitution  T  ne  se  réduisant  pas  à 
l'unité,  on  ne  peut  avoir  a  la  fois  a ^  6'^  i,  a'^i^o.  Soit  par  exemple 
(a  —  i)^o  ou  è^o  (mod./>)  :  I  contient  la  substitution 

T~' BJ*,^  TB,,a  =  \  X,  x',  u      X— -(a  — i)a,  x*  —  bu,  u  |, 

et  l'on  peut  achever  le  raisonnement  comme  dans  le  premier  cas. 

139.  La  démonstration  ci-dessus  s'appliqup  évidemment  à  tous  les  cas  où 
le  nombre  des  indices  surpasse  2;  il  nous  reste  à  examiner  le  cas  de  deux 
indices  seulement. 

Soit  donc  n  =  2,  et  soit  S  une  substitution  de  I  qui  ne  multiplie  pas  les 
deux  indices  par  un  même  facteur.  Il  existe  évidemment  une  fonction  j  des 
indices  x^  xf  qu'elle  ne  multiplie  pas  par  un  facteur  constant.  Soit  y'  la 
nouvelle  fonction  par  laquelle  S  remplace/:  prenant  j'  et  j'  pour  indices 
indépendants,  S  prendra)  la  forme 

et  c  sera  congru  à  —  i,  S  ayant  i  pour  déterminant, 
i**  Si  rf^o(mod,/?),  r  contient  la  substitution 
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■s 

et  H  contiendra 

u  =  T~'ST.s=  I  /,  f     -oL-'r,  -^d{i-^a-')r-oL'r'  |. 

Il  contiendra  donc  U^.  Or  si  Ton  pose  en  particulier  oc=  i  et  si  Ton  rem- 
place y  par  un  autre  indice  z^^dy  (ce  qui  peut  se  faire  si  /?>  2), 
U^  prend  la  forme  suivante 

é 

et,  combinée  à  ses  transformées  par  les  r,  reproduit  tout  le  groupe  F. 

2"  Soit  au  contraire  d^o.  Si/?>  5,  on  peut  choisir  a  de  telle  sorte  que 
«*^i  (mod./?)?  soit  j3  un  entier  tel  que  l'on  ait 

(3 (a*  —  1)^  I     (mod.p)  : 

I  contient  la  substitution 

(  Byy  \iBj,y  U-'  y  —  Bj,y, 

laquelle,  combinée  à  ses  transformées  par  les  substitutions  de  T,  reproduira 
encore  le  groupe  T. 
3°  Soit  entîn  d=o  eip  =  5.  Prenons  pour  indices  indépendants 

z^iy-h  fy     z'  -=-  -  2  j  -h  fy 

S  prendra  la  forme  suivante 

ZyZ'  ^.Zy        —     1Z'       |, 

et  I  contiendra  la  substitution 

S .  B,^ ,'  S""*  Bg, ,/  r=r  B,,  •, 

laquelle,  combinée  à  ses  transformées  par  les  substitutions  de  T,  reproduira 
ce  groupe. 

140.  Il  ne  reste  plus  qu'à  examiner  ce  qui  arrive  lorsque  p^  se  réduit 
à  2*  ou  à  3*. 

Or  si  /^  =  2*,  on  vérifie  immédiatement  que  les  substitutions  du  groupe 

linéaire  G,   dont  Tordre  est  (2^— i)(2^  —  2)  =  6,  sont  permutables  au 

groupe   partiel   d'ordre   3   formé  par  les  puissances  de  la    substitution 

a?,  sf     x\  X  -1-0?'  |.  Les  facteurs  de  composition  cherchés  sont  donc  2  et  !:$. 
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Si  p^zzz  3^,  on  vérifiera  de  même  :  i®  que  les  substitutions  de  G,  en  nombre 

(32  —  1)  (3^  —  3)  .=  48,  dérivent  des  suivantes  : 


'X     IX 

x'  x-^x' 


,   B 


X    X 

X*    1X->i-X 


,  c^ 


X     —X 

x'  X 


1    D=: 


X    x-\-x 
X*  x  —  x' 


,   £  = 


X     2JC 

x'  ix' 


2"  que  les  groupes 


G:^    A,  B,  C,  D,  E),     (B,  C,  D,  E),     (C,  D,  E),     (D,  E),     (E) 

ont  respectivement  pour  ordre  48,  24,  8,  4.  2;  3^  que  chacun  d'eux  est 
permutable  aux  substitutions  du  précédent.  Les  facteurs  de  composition 
cherchés  seront  donc  2^  3,  2,  2,  2. 


§  IV.  —  Groupes  primaires. 

141.  Un  groupe  T,  contenu  dans  le  groupe  linéaire  du  degré  m",  est  dit 
primaire,  lorsque  ses  substitutions,  combinées  au  groupe  F  formé  des  sub- 
stitutions 


A  a,  a'. 


—         I       iX    %        WV      a    •     •     •    *        ^C* 


X  -h  a,  x'  -h  a', .  . . ,  j:"-'  -f-  a"-'  |, 


donnent  un  groupe  primitif. 

//  n'existe  aucun  groupe  primaire  si  m  n  est  pas  un  nombre  premier.  En  effet, 
soit  fJL  un  diviseur  de  m;  répartissons  les  /w"  lettres  considérées  en  systèmes, 
en  groupant  ensemble  celles  dont  les  indices,  divisés  par  jx,  donnent  le 
même  système  de  restes.  Il  est  évident  que  toute  substitution  linéaire,  ainsi 
que  toute  substitution  de  F,  remplacera  les  lettres  d'un  système  par  celles 
d'un  même  système.  Le  groupe  dérivé  de  ces  substitutions  n'est  donc  pas 
primitif. 

142.  Soit  maintenant  m  égal  à  un  nombre  premier /?  :  on  aura  ce  théo- 
rème : 

Théorème.  —  Pour  que  le  groupe  T  soit  primaire,  il  faut  et  il  suffit  quon 
ne  puisse  déterminer  aucun  système  de  fonctions  distinctes  Jf  y'>  •  •  •  des  indices 
ic,  a;', . . . ,  rc"~' ,  en  nombre  moindre  que  ces  indices,  et  jouissant  de  la  propriété 
que  chaque  substitutions  de  F  remplace  chacune  des  fonctions  y,  y\ . . .  par  une 
fonction  linéaire  de  y,  y\,,.. 

Des  fonctions  y,  /',...  sont  dites  distinctes  si  elles  ne  sont  liées  par  aucune 
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relation  linéaire  telle  que 

'7  +  r' y'  -+-...  ^o     (mod./?). 

143.  I®  Cette  condition  est  nécessaire.  En  effet,  supposons  qu'elle  ne  soit 
pas  remplie.  On pourr(\prendre  j,  y\ . . .  pour  indices  indépendants^  à  la  place 
d'un  pareil  nombre  d'indices  de  la  suite  a?,  a?',...,  a;""*.  Soit  en  effet 
y^ax-Jf  ^oc'  -h...  :  l'un  au  moins  des  coefTicienlsa,  /3,...,  par  exemple  a, 
différera  de  o  (mod./?),  et  l'on  pourra  évidemment  prendre  y,  ^r',...,  a?"-* 
pour  indices  indépendants  à  la  place  de  x,  a?',...,  a?^~'.  Exprimons  y'  en 
fonction  de  ces  nouveaux  indices;  soit  j'^ a' j -h  jS' a?' -+-....  Comme,  par 
hypothèse,  y'  et  y  ne  sont  liés  par  aucune  relation  linéaire,  Tun  au  moins 
des  coefficients  /3',...,  par  exeniple  j3',  différera  de  o  (mod./?).  On  pourra 
donc  prendre  y,  j',...,  cc^~^  pour  indices  indépendants  a  la  place  de  y, 

Cela  posé,  les  substitutions  de  F  prendront  la  forme 

et  celles  de  F,  accroissant  évidemment  de  quantités  constantes  les  quantités 
y,  y',...  fonctions  linéaires  des  indices  primitifs,  prendrant  la  forme 

Si  maintenant  Ton  répartit  les  lettres  en  systèmes,  en  groupant  ensemble 
celles  pour  lesquelles 7,  j',...  ont  le  même  système  de  valeurs,  il  est  clair 
que  chaque  substitution  de  F  ou  de  F  remplacera  les  lettres  de  chaque  sys- 
tème par  celles  d'un  même  système.  Le  groupe  dérivé  de  ces  substitutions 
n'est  donc  pas  primitif. 

i44.  2**  Cette  condition  est  suffisante.  Car  nous  allons  démontrer  qu'elle 
ne  saurait  être  remplie,  dans  l'hypothèse  où  les  substitutions  de  F,  combi- 
nées avec  celles  de  F,  ne  formeraient  pas  un  groupe  primitif. 

Considérons  deux  lettres  quelconques  appartenant  à  un  même  système,  et 
soient  respectivement  o?©,  x\y  x\y...\  x^-^  a^,  x^-h  a^,  x'^-h  «o,...  les  va- 
leurs des  indices  qui  les  caractérisent  :  F  contient  la  substitution 

Sa  =  I  J?,  :c',  x",.  . .       X  -\-  a»,  x'  -h  ci^y  ar"  -h  a*  , .  .  .    | , 

qui  remplace  la  première  de  ces  lettres  par  la  seconde.  Cela  posé,  la  substi- 
tution Sj>  remplace  une  lettre  quelconque  o?*,  a?',,  x\,...  par  une  lettre 
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07, -h  «o»   ^i+ao»  ^""^  «0 laquelle  appartiendra  nécessairement  au 

même  système. 

En  effet,  considérons  la  substitution 

3i  zm    I    X y   X  ^  X   y  •  •  •  JO  ^"  X\  —  X%  y    JC    "!"  J7|  —  ^o  '    ^     "^  ^i  «^^j  •  •  •    |  • 


Elle  remplace  les  deux  lettres  a;^»  ^'o?  ^o»---  eta?o-K  a^,  a?o-i-ao,  ^c'Jj-i-aQ,... 
respectivement  par  a?, ,  a;', ,  a?* , . . .  et  x^  h-  a^,  a?'j  -f-  d^y  a?'  -h  a'^^, . . . ,  et 
comme  les  deux  premières  lettres  appartiennent  a  un  même  système,  il  en 
est  de  même,  par  hypothèse,  de  celles  qui  leur  succèdent. 

Donc  F  contient  des  substitutions  telles  que  S©,  qui  ne  déplacent  pas  les  sys- 
tèmes et  sont  différentes  de  Vanité. 

145.  Soit 

Se  =  I  X,  x',  x" y ...       ^  -4-  ao>  a:'  -f-  a',,  :c"  -f-  «"^ , . . .  | 

une  de  ces  substitutions  :  Tune  au  moins  des  constantes  Aq,  a^,  a'^,...  dif- 
fère de  o  (mod./>);  soit  par  exemple  «o^ô  (mod./>).  Prenons  pour  indices 
indépendants,  au  lieu  de  x^  x\  â?",...,  les  suivants  : 

I  ôj  y, 

y^— X,    y'^x'—^^Xy    y"^x" — '—x,...     (mod./?). 

**#  •*•  **• 

La  substitution  S^  prendra  la  forme 

et  celles  de  F  prendront  la  forme  générale 

I  y.  r',  r%-  •  ■     r-h (3,  r' -^  PS  r"  +  P",-  •  - 1- 

Les  puissances  de  S^  ne  déplacent  pas  les  systèmes  :  si  F  contient  une  sub- 
stitution nouvelle 

S.  ^  J  y,  y\  y\..,      j  +  (3.,  y'  -^  (3;.  r"-^  [3;,. . .  |, 

différente  de  celles-là  et  qui  ne  déplace  pas  les  systèmes,  la  substitution 


ne  les  déplacera  pas  non  plus,  et  comme  par  hypothèse  elle  ne  se  réduit  pas 
à  l'unité,  l'un  au  moins  des  coefficients  jS'^^,  jS^q,...  sera  différent  de  o(mod./>). 
Soit  par  exemple  |So^o(mod.p).  Prenons  pour  indices  indépendants,  au 
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lieu  de  y,  v',  y",...,  les  suivants  : 


z=r,    ^'  —  Jj'^    z"=7"~ê^j',...     (mod.p). 


On  aura 


5o    I^J-^^Z       )••>  Z     -T-     lyZyZ)<*«|9  &1     \     Zf      Z     y      Z       )•••  ^>        -Z       "f-      I    »       2       y    •    •    •     I   t 

les  substitutions  de  F  prenant  la  forme 

I       Zy       Z'y       Z%...  Z^yy       Z'     -\'    /,       Z"    +    /,  •  • 


Les  substitutions  de  la  forme  S^S^  ne  déplacent  pas  les  systèmes  :  si  V 
contient  une  substitution  nouvelle  83,  différente  de  celles-là,  et  qui  ne  les 
déplace  pas  non  plus,  on  pourra  déterminer  comme  précédemment  une 
transformation  d'indices  qui  mette  S^,  S,,  Sa  sous  les  formes  suivantes  : 

Sg  =  I  M,  u'y  uf\.,,     «H-i,  u'y  m",...  |, 

S,     =        I       «,        U'  y        U"  y,     .     .  M,        tt'     -+-     I,        m",.     .    .       |, 

Sa  =   I    Uj    u'y    U"y,  .  .       M,    a',    m"  -h  I,.  .  ,   |, 

les  substitutions  de  F  étant  de  la  forme 

I  M,  u'y  u"y., .     «  -+-  i,  a'  4-  à'y  u"  4-  d",. . .  |. 

On  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  le  nombre  des  substitu- 
tions qui  ne  déplacent  pas  les  systèmes  :  on  atteindra  toujours  ce  résultat 
avant  d'avoir  épuisé  le  nombre  total  des  substitutions  de  F;  car  ce  groupe, 
étant  transitif,  contient  des  substitutions  qui  permutent  les  systèmes  entre 
eux. 

146.  Supposons  donc,  pour  fixer  les  idées,  que  les  substitutions  So>  S| 
et  leurs  dérivées  S^  S%  soient  les  seules  dans  F  qui  ne  déplacent  pas  les  sys- 
tèmes, et  soit 

une  quelconque  des  substitutions  de  F.  Les  transformées  de  S^,  S,  par  1  ne 
doivent  pas  déplacer  les  systèmes,  et  d'autre  part  elles  doivent  faire  partie 
de  F  :  elles  sont  donc  de  la  forme  SJS^.  Soient  donc 

2-S*2  =  S;S*,    2-' s.  2  =  Sî«  S*« . 

Ces  relations,  pour  être  satisfaites,  exigeront,  entre  autres  conditions,  les 

i5 
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suivantes  : 


Les  fonctions/",...  sont  donc  indépendantes  de  z  et  de  z' .  Donc  2  rem- 
place les  indices  z",...  par  des  fondions  de  ces  seuls  indices.  Donc  la  con- 
dition indiquée  au  théorème  n'est  pas  remplie. 


§  V.  —  Forme  canonique  des  substitutions  linéaires. 
147.  Soient  G  un  groupe  linéaire  de  degré//*  {p  étant  premier); 

Xy  x'  y. . ,     ax  -h  bx'  -h . .  . ,  a'  ^  H-  6'  ^'  H- ...... . 


Tune  de  ses  substitutions.  Proposons-nous  de  la  ramener,  par  une  transfor- 
mation d'indices,  à  une  forme  aussi  simple  que  possible. 
Â  remplace  la  fonction  linéaire 

y^oLX  -h  ^x'  -h  .  .  . 

par 

OL{ax  H-  éj:'-f-. .  .)-+-  ^{o! X  -^  b'x'  -t- ...)-*-.. ., 

# 

expression  qui  se  réduit  à  Ky  si  Ton  a 

(i)  «a-h  (3a' -H  . .  .^K«,     «6 -h  ^6' h- . . .  ^Kj3,. . .     {mod.p). 

Ces  relations  détermineront  sans  difficulté  les  rapports  des  quantités  a,  jS,... 
si  la  constante  K  satisfait  k  la  congruence 


a  — K    a' 
b  b' 


..•••. 


^o    (mod./y). 


Cette  congruence,  que  nous  appellerons  congruence  caractéristique  de  A, 
est  du  degré  n,  et  peut  avoir  jusqu'à  n  solutions  différentes,  K^,  K,,..., 
K„_<.  Soient  dans  ce  cas  «<>,  jSq,...;  a<,  j3,,. ..;...  les  systèmes  de  valeurs  cor- 
respondantes des  a,  ]3,...,  on  verrait  aisément  que  les  fonctions 

^,  ^:=  a«  ^  -H  (3«  a;'  -h  . . . ,     j,  E5E  a,  a;  -h  (3,  x'  -f- .    . , .  . . 
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sont  distinctes.  En  les  prenant  pour  indices  indépendants,  on  ramènerait 
la  substitution  A  à  la  forme  simple 

Mais  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  congruence  en  K  peut  être  infé- 
rieur à  n  :  on  se  trouve  donc  naturellement  conduit,  pour  généraliser  les 
résultats,  à  introduire  les  racines  imaginaires  dont  il  a  déjà  été  question 
au  Livre  I*"". 

148.  Décomposons  le  premier  membre  de  la  congruence  en  facteurs  irré- 
ductibles. Soient  F  un  de  ces  facteurs,  /son  degré  :  Fêlant  égalé  à  o  (mod./?) 

donnera /racines imaginaires  distinctes,  K^,  KJ  =  K,,...,  Kf"'  =  K/.,,  satis- 
faisant toutes  à  la  congruence 

Ka^'^K    imoâ.p). 

A  chaque  valeur  de  K,  telle  que  K,,,  correspondront  un  ou  plusieurs  sys- 
tèmes de  valeurs  pour  les  rapports  des  quantités  a^,  /Sq,...,  en  vertu  des  re- 
lations (2).  Si  ces  rapports  sont  complètement  déterminés,  les  diverses  fonc- 
tions j'o=ao^"^iSo^"^- ••»•••  ^^'^''^spondantes  à  la  valeur  K— Ko  sont  toutes 
des  multiples  de  Tune  quelconque  d'entre  elles  :  mais  il  peut  arriver  que  le 
système  des  relations  (2)  présente  quelque  indétermination;  même  en  ce 
cas,  il  est  clair  que  les  diverses  fonctions  y  relatives  à  cette  valeur  de  K 
seront  toutes  des  fonctions  linéaires  d'un  certain  nombre  d'entre  elles,  y^,, 
y^,...  qui  soient  distinctes,  c'est-à-dire  ne  soient  liées  entre  elles  par  aucune 
relation  linéaire 

'*•/•  -+-  '''./.  -h  . . .  —  o    (mod./?), 

r^,  r'o,...  étant  des  entiers  réels  ou  complexes  formés  avec  l'imaginaire  qui  a 
été  introduite. 

Les  coefficients  a^,  jS^,...  de  chacune  de  ces  fonctions  étant  des  fonctions 
rationnelles  de  Ko«  qui  ne  sont  déterminées  que  par  leurs  rapports,  on  peut 
les  supposer  entières,  et  réduites  au  degré  /—  i  au  plus  au  moyeu  de  la 
congruence  du  degré  /  à  laquelle  K^  satisfait. 

149.  Soit  Uo=/(a7,  a?',...,  K^)  une  fonction  linéaire  quelconque  de  x, 
x',...  dont  les  coefficients  soient  des  entiers  complexes  formés  avec  l'imagi- 
naire K^.  La  substitution  A  remplacera  évidemment  Uo  par  une  autre  fonc- 
tion de  même  forme  Vo=  <p(a?,  a?',...,  K^,). 

i5. 
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Cela  posé,  A  remplacera  chacune  des  fonctions  Up=^/(a;,  ar',...,  Kp),  conju- 
guées de  Uo,  par  les  fonctions  Vp  =  9  (a?,  a?', . . . ,  Kp),  conjuguées  de  Vq. 

En  effet,  ordonnons  les  divers  ternies  de  Uq  et  de  V^,  suivant  les  puissances 
(le  Ko,  et  soient 

Uo  =  M  -h  w,  K,  4-  .. . .  -4-  M/-,  K^""*,     Vo  =  i'  -H  i',  Ko  -f- . . .  -f-  vt-y  K'-*, 

a,  Ml,...,  M/-,,  v^  (^1,...,  v'/^,  étant  des  fonctions  réelles  de  x^  x\ 

Pour  que  la  substitution  réelle  A  reniplace  Uq  par  V^,  il  faut  évidemment 

qu'elle  remplace  séparément  w,  w,,...  par  s^,  v^^ Donc  elle  remplacera 

Up  =  w-f-M,  KpH-...-i-M/_,  K^"*  par  Vp  =  i'-i-i^|Kp-h...H- t^/_,  Kp"\ 

En  particulier,  les  fonctions  que  A  multiplie  par  Kp  sont  les  conjuguées 
de  celles  qu'elle  multiplie  par  KQ.Cel\es-c\  s'exprimant  linéairement  au  moyen 
de  j'o,  jo, . .  •,  leurs  conjuguées  s'exprimeront  linéairement  au  moyen  de 

..Xp»  y^ ,  • . . . 

1 50.  Les  fonctions  >^o»  j'o »  •  •  5  •  •  •  5  Jp»  jé  » •  •  •  î •  •  •  ^^^^  toutes  distinctes.  Car 
supposons  qu'on  ait  entre  elles  une  relation  linéaire  telle  que 

(3)  r,  j,  -h  r\  y\  -H  s^y\  -^  f,  j^  =  o, 

r<,  r'j,  ^2,  /j  étant  des  entiers  réels  ou  imaginaires. 

La  substitution  A  transformera  r,7,  -+-  r\y\  -\-  s^y^-^  t^y^  en 

Kl  (  r,  y\  H-  r\  y\  )  -h  K,  f ,  /i  -h  K,  t^  y,. 

Cette  expression  doit  être  identiquement  congrue  à  o  (mod./?).  Si  on  en  re- 
tranche le  premier  membre  de  la  congruence  initiale  multiplié  par  K,,  il 
viendra 

(K.-K3)(r.j,-hr',/.)-f-(K,~K3)5,7,  =  o, 

La  substitution  A  transforme  cette  congruence  en 

(K.-K3)K.(r.:r.-*-r;/.)-h(K,-K3)K,5.n  =  o. 

Si  de  cette  dernière  relation  on  retranche  la  précédente  multipliée  par  K2, 
il  vient 

(K.-K0(K.-K3)(r.7.-*-r',/.)  =  o, 

identité  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

m,  j,  -+-  m',  y\  =  o, 

m^jTn^y...  étant  des  fonctions  de  l'imaginaire  K, .  Remplaçant  K|  par  sa  con- 
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juguée  Kof  ce  qui  ne  Irouble  pas  ridentité,  il  viendrait 

Les  fonctions  jo.  y'o  ^^  seraient  donc  pas  distinctes,  comme  nous  l'avons 
supposé. 

151.  Les  fonctions  jof  yo»--'î---î  Jp«  y?  »•••'••••  étant  distinctes,  peuvent 
être  prises  pour  indices  indépendants  à  la  place  d'un  nombre  égal  des  in- 
dices primitifs  x,  a?'....,  af"*  (143)  (*).  Cela  fait,  et  m  étant  le  nombre  de 
ces  fonctions,  la  substitution  A  se  trouvera  réduite  à  la  forme 


A  = 


r. 

■  • 


•    •     •    • 


^/M  I  1   jj^H^'  I 


"m-i-l 


ri  -I- . . . 


Cette  forme  est  compliquée  d*imaginaires;  mais  il  serait  facile  de  les  faire 
disparaître.  En  effet,  groupons  ensemble  dans  Texpression  de  chacun  des 
indices  y^,  y'of'  '^^  termes  qui  sont  multipliés  par  la  même  puissance 
de  Kq.  Soit 

r.  =  Y.  -i-  Ko  Y,  -^ . . .  H-  K'r'Y/_„  /.  r=  y;  +  Ko  y;  -+...^  k^»  y;_„.  . .; 

on  aura,  en  changeant  K  en  Kp, 

re  =  Y.  4-  K,Y,  -+- . .  .-H  KJ-'  Y/-.,,    r;  =  Y'  -+-  K^Y'.  ^. . .  -h  KJ-«  YL,,. . . . 

Les  fonctions  distinctes  j^^,  y^, ...;,..;  y^,  y\ ,...;...  peuvent  donc  s'expri- 
mer en  fonction  d'un  nombre  égal  de  fonctions  réelles  Yo»  Y<,...,  Y/_,,  Y"y, 
Y'|,...,  Y/_,,...;  ces  dernières  fonctions  seront  donc  elles-mêmes  distinctes, 
et  pourront  réciproquement  s'exprimer  en  fonction  de  y^,  y\,...\,.,\  jp, 
y^,. ..;...  par  l'inversion  des  relations  lipéaires  qui  les  lient  à  ces  dernières 
quantités.  Prenons  Y^,,  Y,,...,  Y/_,,  Y^,...*,  Y',_,,...  pour  indices  indépen- 


[*)  Il  semble  à  peine  nécessaire  de  faire  remarquer  que  les  indices  supérieurs  dont  plusieur: 
lettres  sont  affectées  dans  ce  passage  ne  sont  pas  des  exposants. 
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dants  à  la  place  de  y^,  j'^^,...;...;  jp,  y'^  ,...;....  La  subsûtution  A,  rem- 
plaçant jo»yo»  •••*♦•••'  7p»7p  ♦••■î  ••  P^^  des  fonctions  de  ces  seules  quantités, 
remplacera  chacun  des  nouveaux  indices Yq,  Y,,...,  Y/_,,  Y'^,  Y',,...,  Y',_,,... 
par  une  fonction  de  Y,,,  Y,,...,  Y^_,,  Y'^,  Y'j,...,  Y/_,....  seulement.  Elle 
remplacera  en  outre  af^  par  la  fonction 

<  ^  -^  *7  x"^'  -4-  ...  -h  c?»  j:"-»  -f-  ô  Yo  -4-  e  Y,  -4- . . .  -f-  3'  y;  4- . . . , 


en  désignant  par  (?Yo^-ÊY^ 


c^'Y'o-f-...  ce  que  devient  la  quantité 


^r Jo -^ ^Jo "^ •  •  •  "^/"'7«  "^••-  lorsqu'on  y  substitue  pourj^,,^^,...,  yi,... 
leurs  valeurs  en  Y„,  Y,,...,  Y'^^,....  Cette  fonction  doit  être  réelle,  et  comme 
les  indices  a?"*,  a?"*"*"',...,  ;r""\  Y^^,  Y«,...,  Yq,...  sont  tous  indépendants  les 
uns  des  autres,  il  faudra  que  chacun  des  coefficients  c^,  6;",...,  c^,  d^,  €,..., 
(J',...  soit  réel.  On  verrait  de  même  que  chacun  des  coefficients  aj"^*,...,  c"~* 
sera  nécessairement  réel. 


152.  Soit  X  le  nombre  des  fonctions  distinctes  y^,  y'^, La  substitu- 
tion A  a  pour  congruence  caractéristique 


1  aT 


(K.-K)MK.-Ky^. 


a 


m-hl 


a 


n—l 


•  •••  ••«  • 


«m 


C"i 


m-+-l 


O. 


c? 


— 1 


K 


D'ailleurs  la  transformation  d'indices  n'a  pas  altéré  le  premier  membre  de 
cette  congruence  (126)  :  donc  son  premier  membre  était  divisible  par 
(Ko  — K)^(K,  —  K)^...=F^,  et  le  produit  de  ses  autres  facteurs  irréduc- 
tibles était  égal  au  déterminant 


a?*— K    ft?* 


\m 


•    •    •  •     • 


,    fl?-» 


6r* 


c^-* 


Soit  F'  un  quelconque  àe  ces  facteurs  (si  le  déterminant  est  encore  divisible 
par  F,  nous  choisirons  de  préférence  ce  dernier  facteur).  Soient  Kq,...  les 
racines  de  la  congruence  F'^o,  la  substitution 


C  = 


•    •    •  . 


a 


x""     -\  bf  x"'^'     -h . .   -^  c7  X 


m  ^m 


m  ^.Q— I 


«'«-^1  X"* 


^m-Hl  ^i,.+i 


^w+-l    y"— I 


X"-'     a^-^  x"-  '  -h  5?-^  X"-'  -f- . . .  -h 


^«-i^/i-i 
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pourrait,  d'après  ce  qui  précède,  se  mettre  sous  la  forme 
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I      •  • 


z> 

k;z. 

z; 

Kz\ 

z, 

K',z, 

acr^"'    a?-*-'"'  x"-*-"'  -f- . . .  -i-  c?-^"^'  x'^'  -h  fonct.  lin.  de  (2«,  2'., . . . ,  z„ . . .  ) 


•    •    •   • 


:r»-'.     a?-*:r"-^»'     -h  ...  -4-  c*"*^"-'    4-  fond.  lin.  de(2«,  z\,..,,  Zi,,.,) 


oj"^'"',...,  c;-*  étant  des  coefficients  réels,  et  2o»^'o»-"î  ^«»^i  »•••'•••  étant  les 
fonctions  linéaires  distinctes  que  la  substitution  C  multiplie  respectivement 
par  Kq,  K\,...;  fonctions  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières 
de  K'qj  K',,...  et  des  coefficients  ûÇ',...,  cf"*. 

Si  Ton  applique  la  même  transformation  d'indices  à  la  substitution  A, 
elle  deviendra  évidemment 


\  = 


•   •    •    • 


r-       K,^-, 


Kz. 

K\z'. 


fonct.  (  j^., /„...,  7„ 
fonct.  (j.,/.,..  .,7,, 


0 


Zi         K',z,  -+-fonct.  (^«j y,,. .  mJii'  •  •) 


■  lin  I  m^ 


gjtii'^tn'  MtM^$n 


-f-. . .  4- c?-^'"  ,r»-' -+-  fond,  (/o, /.,.  ..,r«»--»  ^^^'^^'d»-  .  .,-2.,..  0 


-h. .  .4-cï~*;e:^«    4-  fonct.  (7,,  j',» ■  • .,  Ji,.  • .,  ^o,  ^'o*- .   ,-81,.  •  •) 


On  pourra  maintenant  lui  appliquer  la  transformation  qui  simplifie  la  sub- 
stitution 


^m-+m'       Qin-^m'  ^m-^m'     i.  _l.  /;"*■♦-''*'*'• — • 


ar^*       rt?"*  A"*"'     H- ...  -h  e^-*  :c"-' 


Continuant  ainsi,  on  arrivera  finalement  à  ramener  la  substitution  A  à  la 
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Zo,  .  .  . 
Z \f  •  •  • 

^0)  *  *  * 

(^0  »  •  •  • 


K'o  2o  -H  9  (jo,  / 0»  •  •  •  »  j'»  r'i»  •  •  •  ) 

k';m«  +  4;(7o, /«,..  .,j,, /,,...,  ^0,.  ..,^1,. ..) 


OÙ,  pour  plus  de  nelteté,  nous  avons  mis  sur  une  même  ligne  les  indices 
analogues. 

153.  La  réduction  ne  s'arrête  pas  là.  Supposons  en  effet,  pour  fixer  les 
idées,  que  les  deux  facteurs  F',  F"  soient  égaux  à  F,  mais  que  le  suivant  F*" 
diffère  de  F.  On  aura  Ko  =  Ko=Ko  :  au  contraire,  les  racines  de  F^'^o 
seront  essentiellement  distinctes  de  celles  de  F^o.  Remplaçons  chacun 
des  indices  ('o»-*  P^^  "^  nouvel  indice  w^  de  la  forme  suivante  : 

il  est  clair  que  A  remplacera  w^  par  une  fonction  de  la  forme 

Cela  posé,  il  existe  une  manière  et  une  seule  de  choisir  les  indéterminées 
Po,...,  0-0,...,  0-,,...,  T,,,  Tq,...,  t,,...,  de  telle  sorte  que  la  fonction  /'  s'éva- 
nouisse. En  effet,  les  coefficients  respectifs  de  m^,  . . . ,  2^,, . .. ,  s^ , . . . ,  y^, 
Jo»--  »  J<»---  d^"s  cette  fonction  ont  les  formes  suivantes  : 

{K:-Ko)po4-«,     (K:-Ko)o-o-f-6p«H-c,     {K'J-K,)Gr.-+-rfp«-f-e,..., 

et,  en  les  égalant  à  o(mod.p),  on  déterminera  successivement  les  valeurs 
de  Po»---»  ^o»--»  ^i»--*  sans  impossibilité  ni  ambiguïté,  les  multiplicateurs 
Ko— Ko,  Ky— K,,...  étant  tous  différents  de  o(mod./?). 

154.  Les  nouveaux  indices  «p'^»*-»  ainsi  substitués  aux  v^,...,  dépendent 
de  <^o,...,  Mo»---«  ^o»---»^!»---»  yof  y'of't  Jo---»  qui  sont  eux-mêmes  liés 
aux  indices  primitifs  par  des  relations  contenant  les  deux  imaginaires  K^ 
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et  Kq.  Il  semble  donc  au  premier  abord  que  les  expressions  de  w^,...  en 
fonction  des  indices  primitifs  puissent  contenir  à  la  fois  ces  deux  ima- 
ginaires :  mais  on  voit  aisément  qu'elles  ne  contiennent  d'autre  imaginaire 

Km 
0* 

En  eflTet,  nous  avons  vu  (151  )  que  les  indices  imaginaires^p,  jo,...,  j^ 
y\ , . . .  dépendent  d'un  nombre  égal  de  fonctions  réelles  Y^,  Y  ^ , . .  »  Y< ,  Y', , . . . , 
et  réciproquement.  De  même  les^o»'-»  ^o-  -î  w^,,...  dépendent  d'un  nombre 
égal   de  fonctions  réelles  Z^,,...,  Z<,...;  Uq».  .,  et  réciproquement.  Enfin 

t^ot-i^i,...  dépendront  de  même  de  certaines  fonctions  réelles  Vo,...,V< 

Soient  ^^^^/(V^,,...,  V,,...),...,  (^j^/jfVo,...,  V^,. ..),...    ces  relations; 

Vo^/'(i'o«--->  ^i»---)»'-»  V,  ^/',(i'o»--»  i',,. ..)»•••  les  mêmes  relations 
renversées.  Prenons  pour  indices  indépendants  les  fonctions  réelles  ci-des- 
sus :  il  est  clair  que  la  substitution  A  remplace  Y©,  Y'o,...,  Y«,  Y'^...; 
M^f^^  •*»^£j\y»m\  Uq)...  par  G  es  lonciions  ue  \  e%^  \  ^^  *  •  *  ^\  ^^  \  |...^Aoy*.>9A|9*..; 
Uo,...  seulement  et  V^,,...,  V<,...  par  des  fonctions  de  la  forme 

Les  imaginaires  apnt  été  éliminées,  les  coefficients  de.  ces  fonctions  seront 
tous  réels. 

On  peut  maintenant  se  proposer  de  remplacer  Vj,,...,  V<,...  par  d'autres 
indices  Wo,...,  W|,...,  de  la  forme 

et  choisis  de  telle  sorte  que  les  fonctions  par  lesquelles  A  les  remplace  se 
réduisent  simplement  a  la  forme 

Ce  problème  comporte  toujours  un  système  de  solutions  et  un  seul.  En 
effet,  on  y  satisfait  évidemment  en  remplaçant 

par 

Wo  ^f  (<«'o,  • .  • ,  w'i,  •••)♦•••>     W,  ^/,'  (  <r„  .  .  . ,  «',*, ...),.... 

Réciproquement,  soit  [Wq],...,  [W,],...  un  système  quelconque  de  so- 
lutions de  ce  problème  :  prenons  pour  indices  indépendants  y^,  Jo»-"» 

r«^,J^/,(rWo  !,...,  rW|j,. ..),....  U  est  clair  que  la  substitution  A  rem- 

i6 
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placera  [mp^oJ»--»  [«'«j»---  par  des  fonctions  de  [WoJ,....  [W^j,...  seule- 
ment: mais  [wo],...,  [wt^,],...  ont  évidemment  les  formes  suivantes  : 

V\  -\-  ionct*(  y^t  X 9^  '  '  '  9  X*^  X i  f  '  '  '  ^  ^^*  •  •  •  >  -2|, . . .  ;  £/q,  ...),..., 

et  le  seul  système  de  fonctions  de  cette  forme  que  A  remplace  par  des  expres- 
sions dont^o»  yo»-»jMj'i  »•••''  2o,...,  2«,...;  tto,...  aient  disparu  est  celui 

des  i*^o»--»  ^1 Donc  [m^o]"-»  [«^iJ»  ••  se  confondent  avec  (Vo,...,  m^o--» 

et  par  suite  fWo],..,  [W,j,...  avec  Wo,...,  W,,.... 

Cela  posé,  la  substitution  A  étant  exprimée  au  moyen  des  indices  indé- 

pcntion In    J^09    i^n*****    *■  i 9       49***9  ^0****'  ^i9***f   ^0'***'     *o>***'    *i9'«*t    un 

pourra  obtenir  Wq,...,  W,,...  par  la  méthbde  des  coefficients  indéterminés. 
Il  faudra  résoudre  pour  cela  un  système  de  relations  linéaires  à  coefficients 
réels  :  les  fonctions  Wo...,  W,,...  sont  donc  réelles;  d'autre  part,  les  coef- 
ficients des  fonctions /(Vo,..,  V,,. ..),..., /^(Vo,...,  V^, ...),...  sont  des 
fonctions  entières  delaseule  imaginaire  K'^:  donc  m^o=/(Wo,...,W<,. ..),..., 
^i  =/<(Wo,...,  W<, ...),...  ne  contiennent  que  cette  seule  imaginaire. 

Remarquons  en  outre  que  les  indices  (^of  ••»  ^o---  étant  des  imaginaires 
conjuguées,  il  en  sera  de  même  des  nouveaux  indices  m^o»--»  wp»,,-  •  par  les- 
quels on  les  remplace. 

155.  La  substitution  A  sera  ainsi  ramenée  à  la  forme 

I    .^0»  X99  '  '  '       **^«.7^«>    ■*oTo»  •  •  • 


Zof  .  .  . 

Ziy    .      .     . 


Ko  2o  -h  9  (^o>  Xo*'  •  -9  X\f  Xif  •  ')^  •  '  • 
K,  Zi  -♦-9"(T«»  y  ty  '  '  9  7>>  Xi  »•••)»••• 


Wo, ,  .  .  n«  Uo  -h  ^^{X^f  /  0»  •  •  •  >  J'»,  Xi ,  •  •  •  î  -^0,  .  . . ,  z,, .  .  .  j, .  .  . 


(Vo,  .  .  . 


K  J  cVo, .  . . 


où  les  indices  sont  répartis  en  systèmes  tels,  que  les  indices  de  chaque 
système  soient  remplacés  par  des  fonctions  linéaires  des  indices  du  même 
système  :  le  premier  système  comprenant  les  indices  jo>yo»--->  J*»  Ji»  -î 
2o,.  .,  ^1,...;  Wo.--  relatifs  au  facteur  irréductible  F;  le  second  comprenant 
les  indices  f^o,...  relatifs  au  facteur  F'",  etc. 
Considérons  seulement  les  indices  du  premier  système,  et  remplaçons 
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2o»*-*>  Uq,...  par  de  oouveaux  indices 


423 


-f-T/i-hry, 


A  remplace  ces  nouveaux  indices  par  des  fonctions  de  la  forme 

K,[«.]-h9'(r.. .r'o»---» /'» /,».••)»..•»   K«[«.]-4-vj/'(/a, /o»---» r»' /i»---; ^o»---» 2,,...],..., 

et  on  pourra  profiter  des  constantes  arbitraires  p,  p',...,  c,..,  t,  t',...,  de 
manière  à  faire  disparaître  y^jj,...,  2,,...  de  ces  nouvelles  fonctions.  On 
aura  pour  cela  à  résoudre  des  eongruences  linéaires  des  formes  suivantes  : 

(Kp—  K,)p  -h  rt^o,  (K.—  K,)p'-i-  a'^o, . . ., 

(Ko— KOcy-+-^  =  o,...,     (Ko— K,)T-hcp-i-rf=o,     (Kp- K.)r'-f- c'p -h  rf' =  o, 


A:= 


qui  détermineront  sans  difficulté  p,  p'....,  a,...,  puis  t,  t\...  (K«,  étant  dif- 
férent de  K,  );  d'ailleurs  K|,  a,  a',...,  è,...,  c,  rf,  c',  rf',...  étant  des  nombres 
complexes  formés  avec  la  seule  imaginairç  Ko»   il  en  sera  de  même  de 

6,  p',...,  (7,...,  T,  t\ Les  nouveaux  indices  [zq\,,..,  [mo],...  sont  donc 

des  fonctions  des  indices  primitifs  ne  contenant  que  Timaginaiie  Ko-  Pre- 
nons maintenant  pour  indices  indépendants,  à  la  place  de  z^,,,.,  i^«,...,  les 
fonctions  T^ij,...,  [w,  j,...  respectivement  conjuguées  de  \zq],...,  [mo]»--  • 
A,  les  remplaçant  par  les  fonctions  conjuguées  de  celles  par  lesquelles  elle 
remplace  [js©  j»  ••»  [woj,...  (149),  prendra  la  forme  suivante  (en  supprimant 
les  crochets  désormais  inutiles  qui  entourent  les  indices  [jZoJ**  •»  [^^ojf** 
1^,],...,  [«<j,...  et  changeant  l'ordre  des  indices  de  manière  à  grouper 
ensemble  ceux  qui  correspondent  à  la  même  racine  Ko)  : 

Sb,  z\y...    Ko  2o-^9f  jo,  r'o,...)»  Ko 2'o -<- 9'(j«> /•■••••)»••• 

Mo,   m'.,...       KoUo-h^{Zo,  2'o»---)-|-X(ro.  /o'---)»   KoM',-hv|;'(^o,  ^'o  ,..•)  H"  X'O'o' ^*'o  »•••)»••  • 


U'o, 


K-  il  0,  -  •  • 


On  voit  que  les  indices  du  système  considéré  se  partagent  ici  en  /  séries 
conjuguées.  Vo,  y',,,...,  Zq,...,Uq,.,.;  Jm  Ji z,,...,  a,,...;...,  respective- 
ment correspondanles  à  chacune  des  /racines  Ko,  K,,...  du  facteur  irréduc- 
tible F. 

16. 
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156.  On  peut  encore  opérer  une  dernière  simplification.  Remarquons 

dans  ce  but  que  les  diverses  fonctions  tp(:3o»  ^o»--)»  ^'(^o»  ^o»--)»---  ^^'*' 
tives  aux  indices  Uq,  u^,...  sont  essentiellement  distinctes.  Car  si  Ton  avait 

une  relation  de  la  forme 


A  remplacerait  la  fonction  U  =  n/o  H-  r'w'o-f-...  par  Ko  U  plus  des  termes  en 
Jo»7'o'---  Mais,  par  hypothèse,  les  fonctions  qui  jouissent  de  cette  pro- 
priété sont  celles  qui  résultent  de  la  combinaison  de  jzo»  ^'o»*** /o«yo'*"> 
ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  U.  A  fortiori,  les  fonctions  Zo,  Zq,...,  définies  par 
les  relations 

Ko  Zo  =  vKz„  «;,...)  4-  xljo»  /•»•••)»   Ko z',= 4^'(zo,  z',, . . . )  -»-  x'(r»'  r '•» •  •  •  )»•••» 

seront  distinctes.  D'ailleurs  A  remplace  une  quelconque  de  ces  fonctions, 
telle  que  Z,  par  KqZ  plus  des  termes  en  jo>  yo»---  Si  donc  on  prend  pour 
indices  indépendants  Zo^Z^,...  à  la  place  d'un  nombre  égal  des  indices 
jZo 9  •  •  •  »  la  forme  générale  de  la  substitution  A  ne  sera  pas  changée,  et  e/o *  ^ o »  *- 
seront  simplement  remplacés  par  Ko(mo  +  Zo),  Ko(m'^, -h  Zq),.... 

On  pourra  ensuite  opérer  une  transformation  analogue,  remplaçant  tout 
ou  partie  des  indices /o»yo>"-  P^^  ^®  nouveaux  indices  Y©,  Yq,...,  choisis 
de  telle  sorte  que  A  remplace  les  indices  Zo,  Zq,...,  z^q\,,,  respectivement 
parKo(Zo  +  Yoj,Ko(Z'o-^Y'o),.... 

Continuant  cette  réduction,  on  finira  par  amener  A  à  la  forme  suivante 
(nous  n'écrivons  que  les  indices  de  la  première  série)  : 


A=: 


*  0»    *  0»  '  •  •        "-9  *  0,    ^0  *  0»  •  •  • 

f/o)  •  •  •  Ro(tto  H- Zo },  • .  • 


Y'.), 


ou,  en  groupant  les  indices  d'une  autre  manière  qui  fasse  mieux  ressortir 
la  loi  dQ  la  substitution. 


A  = 


lo,  Zo,  Ifof  •  .       lio  1  •,  li.o(  Zo  '-{-  Y o]f    I>^o{  Wo  "H  Zo)» 


Les  indices  de  la  série  se  trouvent  ainsi  partagés  en  suites  distinctes  Yo, 
Zo,  Wo,..;  Yq,  Zy, ...;...,  que  A  altère  séparément  suivant  une  loi  simple. 
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Pour  simplifier  de  même  l'expression  des  altérations  que  A  fait  subir  à 
une  autre  série  quelconque  j,,  j'if...  conjuguée  de  celle-là,  il  suffira  de 
prendre  pour  indices  indépendants,  à  la  place  de /«, y^ , . . . ,  les  fonctions  Y| , 

A|9  ii|,>.«^  ^t'  ^|9***f***  conju&uees  ue  x o*  ^o*  ^o> ***«  ^o*  ^o********  * 
A  les  remplacera  respectivement  par  les  fonctions  Ki  Y,,  K|(Z,  -+-Y,), 
K|(w,  -h  Z| ),...;...  conjuguées  de  K©  Yo,  Ko(Zo-f-Yo),  Kot^o-*-  Z© ),...;... . 

157.  Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 
Théorème.  —  Soit 

une  substitution  linéaire  quelconque  à  coefficients  entiers  entre  n  indices  va- 
riables chacun  de  o  à  p  —  i  ; 
Soient  F,  F',...  tes  facteurs  irréductibles  de  la  congruence  de  degré  n 


a  —  K     a'  ... 

6  6'-K     ... 


o    (moû,  p)\ 


/,  /',...  leurs  degrés  respectifs;  /w,  m',...  leurs  de  grés,  de  multiplicité; 

On  pourra  remplacer  les  n  indices  indépendants  x^  x\,..  par  d^  autres  indices 
jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

j  °  Ces  indices  se  partagent  en  systèmes  correspondants  aux  divers  facteurs 
F,  F',...  et  contenant  respectivement  bn,  Vm\...  indices; 

2**  Soient  K©.  K,,...,  K/_<  les  racines  de  la  congruence  irréductible  Fee^^o 
I  mod.  /?)  ;  les  Im  indices  du  système  correspondant  à  F  se  partagent  en  l  séries 
correspondantes  aux  racines  K©,  K,,...,  K/.,  ; 

3"  I^s  indices  de  la  première  série  de  ce  système  sont  des  fonctions  linéaires 
des  indices  primitifs,  dont  les  coefficients  sont  des  entiers  complexes  formes 
avec  r imaginaire  K©  ;  ils  constituent  une  ou  plusieurs  suites  y ^^  z©,  u^,...; 
.v'o»  2q,. ..;...  (*  j  telles,  que  A  remplace  les  indices  y  q,  z„,  Mo»...  d'uneméme 
suite  respectivement  par  K©  j©  »  Ko  (  2©  -+-  >'o  )  »  K©  (  m©  -h  z©  ),....  ; 

4*^    lies  indices  de  la  r-h  i"^'"*'  série  sont  les  fonctions  yr^  ^r»  «^r>--*; 
J>V  ♦  2). ,...;... ,  respectivement  conjuguées  des  précédentes ,  que  Von  forme  en  y 


[*)  Nous  désignons  ici  par  /,,  z«, ...  les  indices  qui  étaient  appelés  Y,,  Z^ dans  le  cours 

de  la  démonstration  (156). 
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remplaçant  K©  par  Kr;  A  les  remplace  respectivement  par  KrXrf  K^(^r 

.^m.y«  l    ^^f   "^^     Mm    ]  f  »  t   »  ^  »  •  •  m 


Jr). 


Cette  forme  simple 


Z9, 

U.,. 

u.,. 

•  >  ^0»  •  •  • 

•  •  »  ^  1  »  •  •  • 

v„ 

•       •       • 

• 

K,7„  K,(^,-4- j,),  K,(M,-f-  0,),. . .,  K,/,, 
K  0  (^09  •  •  • 


à  laquelle  on  peut  ramener  la  substitution  A  par  un  choix  d'indices  conve- 
nable, sera  pour  nous  sa  forme  canonique, 

§  VI.   —    Questions    diverses. 

Ordre  des  substitutions  linéaires. 

158.  Problème  I.  —  Former  à  priori  la  puissance  X  d\ine  substitution 
donnée  A.        • 

Ramenons  la  substitution  A  à  sa  forme  canonique,  comme  il  est  indiqué 
au  théorème  précédent.  On  voit,  par  une  induction  immédiate  et  facile  \\ 
vérifier  de  proche  en  proche,  que  A^  est  égal  a 

>•,,  2,,  Ml,...,/,,...     K',  ri,  K^,(2i-+-Xj,),  KM  «,-hXz.-h    ^      — -y\    ,...,  K-jy,,... 


^9J'   • 


K  e*  <^o»  •  .  • 


et  cette  substitution  pourra  être  aisément  exprimée  au  moyen  des  indice.s 

primitifs  07,  x\ —  En  effet,  jo»^o»  w©--»  Jo»  ••».yM  ^«»  "M-^yi»  ••'  ^o»-  • 
étant  donnés  en  fonction  de  x,  ^',...,  on  aura,  en  renversant  ces  relations, 

•^  =  "/^  (.^oj    -^Q,    Mo»  ■  •  •  >   ^o>  •  •  •  »   J"*»»    •^'»    M|»  •  •  •  >   ^*  1  >  •  •  •  »    ^0»  •  •  •  )♦ 


A'  remplacera  donc  a;,  07',...  respectivement  par  /^[K^y^i,  K-,(zoH-/Vo  ,..!♦ 
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X'fKoJo»  K.o(2o-+- ^J^o). •••]»•••  •  substituant  dans  ces  dernières  fonctions  à 
la  place  de^o»^©»*--  leurs  valeurs  en  a?,  a?',...,  on  aura  l'expression  de  la  sub- 
stitution A^  rapportée  aux  indices  primitifs  a?,  a?',.... 

159.  Problème  II.  —  Trouver  V ordre  de  la  substitution  A. 

L'ordre  de  la  substitution  A  est,  par  définition,  la  plus  petite  valeur  de  X 
telle,  que  A^  se  réduise  à  Tunité.  Pour  que  cela  ait  lieu,  il  faut  qu'on  ait 
simultanément 

(4)    K;  =  K'*=...^^i,     KU^o,     K^.  ^^^-— Î-^=o,...,     K.^=i,...     (moà.  p). 

Soit  p  le  nombre  d'indices  contenu  dans  la  plus  nombreuse  des  suites 
y^%  -^o»  ^0» ■•••  ^o'*'*'  y ^ '  ^\^  u^^, , ,\  y  ^y, , .\ »» ,\  i^o»***  •  ^'^  aura  ainsi 

,5  >^£o,     -î^ ^^o,...,     -^ -^, — —T —     (mod.  p  . 

2  I.  2.  .  .  (p  —  l)  ^ 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  p^  soit  la  plus  haute  puissance  de  p 
inférieure  à  p  :  les  relations  (5)  montrent  que  X  est  divisible  par/?^"*"*  ;  et  ré- 
ciproquement, tout  nombre  divisible  par/>^^S  mis  à  la  place  de  X,  satisfera 
à  ces  relations. 

En  effet,  la  première  de  ces  relations  montre  que  X  est  divisible  par  p. 
Soit  p^  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  divise  X  :  a  ne  peut  être  <  y  -h  i  ; 
en  effet,  si  cela  avait  lieu,  parmi  les  relations  (5),  on  aurait  la  suivante  : 

X(X— i). .  .(X— »*-m)  .       .      , 

Or,  X  étant  divisible  par  p'^y  il  est  clair  que,  pour  tout  nombre  /x  inférieur  à 
/?*,  X  —  fx  et  fx  seront  divisibles  par  la  même  puissance  de/?  :  donc  les  deux 
produits  (X  —  i)...  (X  — />*  -H  i)  et  i.  2...  (/?*  —  i)  contiennent  le  facteur  p 
le  même  nombre  de  fois.  Donc  X(X  —  i)...  (X  — />*h-  i)  et  i.a.../>*  contien- 
draient le  facteur/?  le  même  nombre  de  fois,  et  par  suite  — -^ — ^ 

ne  pourrait  être  divisible  par/?. 
Réciproquement,  si  X  est  divisible  par/?^"*"*,  toutes  les  relations  (5)  sont 

satisfaites;  car  soit ^^'  '       ~"  ^ — '-  ^o  (mod.  p)  l'une  d'elles;  r  étant 

moindre  que  p'^'^\  contiendra  le  facteur  p  k  une  moins  haute  puissance 
que  X;  d'autre  part  (X  —  i)...(X  —  rn-  i)  sera  divisible  par  la  même  puis- 
sance de/?  que  i.2...(r—  i):  donc  la  relation  sera  satisfaite. 
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Pour  que  Â^  se  réduise  à  TuDÎté,  il  faudra  en  outre  satisfaire  aux  relations 

Kq  ^  K\  ^ . . .  ^  I ,  K'q*  ^  I , Soient  respectivement  cJ,  (^, . . .  les  plus  petits 

nombres  qui,  mis  à  la  place  de  X,  satisfont  séparément  à  ces  diverses  rela- 
tions, d  le  plus  petit  multiple  de  <?,  c^',...  :  X  devra  être  divisible  par  rf. 

Or  d  est  premier  à  p\  car  si  Ko,  Kq,...  sont  respectivement  des  imagi- 
naires d'ordre  v,  v',...,  on  aura  K^'~*^i,  Kj'~*^i, Désignons  par  fx 

le  plus  petit  multiple  de  v,  v',..,:p^—\  sera  un  multiple  Aep^—  i,p^— i,-..: 
ce  sera  donc  un  multiple  de  chacune  des  quantités  i^  â\...y  et  par  suite  un 
multiple  de  d.  Mais  il  est  premier  à  p  :  donc  d  l'est  également. 

Le  nombre  X  devant  être  un  multiple  de  chacun  des  deux  nombres  d  et 
/>^^\  premiers  entre  eux,  sera  un  multiple  de  c^^"^*.  Réciproquement,  il  est 

clair  que  A*'''^'^'  se  réduit  à  l'unité  :  donc  X  =  dp''-*'*. 

160.  Remarque.  —  Si  la  substitution  A  se  réduisait  à  la  forme 

ou  chaque  indice  est  multiplié  par  un  simple  facteur  constant,  les  rela- 
tions (4)  se  réduiraient  aux  suivantes  : 

et  X  se  réduirait  à  d. 

161.  Corollaire.  —  Si  l'ordre  de  A  est  égal  à  p,  on  aura  K'^e^i,  d'où 
K^'  =  i.  Mais  on  a  d'autre  part  K^;~*  =  i,  d'où  Ko  =  K^'=r.  On  a  de  même 
K|^  I,...,  K  0^1,....  Donc  la  congruence  caractéristique  de  toute  substitu- 
tion linéaire  d'ordre  p  a  ses  racines  réelles  et  égales  à  l'unité.  Cette  sub- 
stitution peut  donc  être  ramenée  à  la  forme  canonique  par  une  transfor- 
mation d'indices  réelle, 

m 

Substitutions  échangeables  à  une  substitution  donnée. 

162.  Problème  III.  —  Déterminer  la  forme  générale  et  le  nombre  des  sub- 
stitutions linéaires  échangeables  à  une  substitution  linéaire  donnée  A. 

Supposons  A  ramenée  à  la  forme  canonique,  et  soit,  pour  fixer  les  idées, 
A=  I  jo,  2.,  r„  z„  i/,    K./,,  Ko(«o-f-j.),  K,7„  K,(2.4-r.),  ^' ^  I- 
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Pour  qu'une  autre  substitution  linéaire 

B—  \  X<i,  2;  X*9  "  '     an-^  bZ(t-\-  cxi-h  dzx-h  ev,  a' jo ■+- &' ^e -h .    .,  fl"jo4- . . .,. ..   | 

soit  échangeable  à  A,  il  faudra  que  les  deux  substitutions  A6  et  BA  rem- 
placent chaque  indice.paj*  des  fonctions  respectivement  identiques;  d'où  les 
relations  de  condition 

^iK,jo-+-  ftKo(2o-f-/o)  -+-'cK,/, -h  rfK,(z,-f- r,)-heKV 
^  Ko  (  a}'9  H-  bzo  -h  cj,  -h  dz,  -\-  ev  ), 

E=  K,  (  a' jo  4-  6'  Zo  -h  &yx  -4-  d' z,  -i-  e'u  -h  an  -+-  ^z.  -+-  c/,  -h  f/2,  -4-  ev  ), 


Egalant  les  coefficients  de  chaque  indice  dans  les  deux  membres  de  chacune 
de  ces  relations»  il  vient,  entre  autres  relations,  les  suivantes  : 

eK'  =  K.^,  rfK,--K,rf.  cK.-f-rfK.^KoC, 

^'K'  =  Ko  e'  -h  K.  e,     rf'K.  ^-3  K,rf'  -+-  Ko  rf,     c/K.  -f-  c/'K.  =  Ko  c/  ^-  Ko  c, 

et  comme  K,  et  K'  ne  sont  pas  congrus  à  Ko*  on  en  conclura  nécessairement 
e^o,  rf^o,  puis  c^o,  rf'^o,  e'ET^o,  et  enfin  c'^o. 

Donc,  /?our  ^u^  la  substitution  B  501Y  échangeable  à  A,  il  est  nécessaire 
quelle  remplace  les  indices  jo»  ^0  d^une  même  série  par  des  fonctions  de  ces 
seuls  indices. 

163.  Soit  donc 

B  =  I  Vo,  Zo,  Xt,  3i,  P,     a.}o-h  60  2«,  fl'o  n-i-  b\  Zo,  fli  t'i  -h  ^,  z,,  a',  j^,  -1-  A',  2,,  et'  |. 

On  sait  que  les  indices  imaginaires  jot  ^o»  Jo  ^«  peuvent  s'exprimer  en 
fonction  d'un  nombre  égal  d'indices  réels  ¥«,  Y|,  Z©,  Z,,  et  réciproquement. 
Cela  posé,  B  sera  le  produit  de  deux  substitutions  distinctes 

B'=  I  ro,  2»»  r,,  -Si,  i',     «o>o-+-  éo2o,  a.jo-H^',  Zo,  «iji-H  6,  3„  a',  ri-h  A',  Zi,  v  L 

B"=r    j   Jo,  2o,  ri,   3i,  i',       Vo,  -Se,  r.,  -2,,  C(/   |, 

dont  la  première  remplace  Y©,  Y,,Zo,Z,  (fonctions linéaires  de  j»,  ^o,  j, ,5|j 
par  des  fonctions  linéaires  de  Vo,  ^o,^,,  24,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par 

'7 
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des  fonctions  linéaires  de  Yo,  Y|,  Zo,  Z,,  sans  altérer  v',  tandis  que  la  seconde 
altère  au  contraire  l'indice  f^,  sans  altérer  jo*  ^o?  J^»  ^o  ^U  P^^  suite,  sans 
altérer  Yo,  Y,,  Zo,  Z». 

La  substitution  A  est  de  ménne  le  produit  de  deux  autres,  A'  et  A",  alté- 
rant, Tune  les  indices  Y©,  Y,,  Z©,  Z,,  l'autre  l'indice  c 

Pour  que  B  représente  une  substitution  réelle,  dont  le  déterminant  ne  soit 
pas  congru  à  zéro  et  qui  soit  échangeable  à  A,  il  est  clair  qu'il  est  néces- 
saire et  suffisant  que  B'  et  B"  soient  séparément  des  substitutions  réelles, 
dont  les  déterminants  ne  soient  pas  congrus  à  zéro,  et  qui  soient  respecti- 
vement échangeables  à  A'  et  à  A''. 

164.  Cherchons  donc  comment  B'  doit  être  déterminé  pour  satisfaire  aux 
conditions  ci-dessus. 

Soient  jo=Yo-f-KoY,,  Zo  =  Zo-f- KoZ^,  r,  =Yo-hK,  Z,,  z,  ^Zo-hK^Y, 
les  relations  qui  existent  entre  les  indices  imaginaires  jo»  ^o«  Jo  ^i  ®t  '^s 
iiulices  réels  Yo,  Y,,  Zo,  Z|.  La  substitution  B',  pour  être  réelle,  devra  rem- 
placer ces  derniers  indices  par  des  fonctions  réelles  :  elle  remplacera  donc 
en  particulier  les  indices  jo  =  Yo  H- Ko  Yo-..  par  des  fonctions  de  Y©,  Y,, 
Zo,  Z,  et  de  K©.  Remplaçant  dans  ces  fonctions  Y©,  Y^,  Zq,  Z,  par  leurs  va- 
leurs en  fonction  de  jo»  ^o»  Jn  ^i»  on  voit  que  B'  remplace  chacun  des  in- 
dices y  q,  z^y  y^y  S|  par  une  fonction  de  ces  mêmes  indices  y  dont  les  coefficients 
ne  contiennent  d'autre  imaginaire  que  K©. 

D'ailleurs  les  fonctions  a^y^  ~\-  h^  z^ ,  a'j  j,  4-  H ^  z^ .  pdr  lesquelles  elle  rem- 
place y  ^^  Zi,  sont  conjuguées  des  fonctions  floyo^-'^o^of  ^t'o  j© -•"^'o^o»  po.^ 
lesquelles  elle  remplace  y q,  z^  (1^9)- 

En  second  lieu,  le  déterminant  de  B'  est  évidemment  égal  au  produit  des 

:  donc  pour  qu'il  ne  soit  pas  congru  à  zéro,  il 


déterminants 


sera  nécessaire  que 


a',  b'. 


ne  soit  pOrS  congru  a  zéro. 

Enfin,  la  substitution  réelle  B'  est  le  produit  de  deux  opérations  imagi- 
naires 

^'o=.  I  r«»  ^«»  Ji»  2,,  </     «oJo-Hfro^o,  ci\.y\-\-b\z^,y^,  z,y  v  |, 
B'i  =  i  Jo,  z^.y,,  3,,  t'    jo,  -Zo,  «.,>'■  -+-  ^'  ^'>  ^\  J'  ^-  ^\  2i,  '^  1» 

dont  l'une  altère  les  indices  jo  6t  z^  seulement,  et  l'autre  les  indices  y, 
et  z,;  A'  peut  être  de  même  décomposée  en  deux  opérations  imaginaires, 
A'o  et  A'j,  altérant  respectivement  les  indices  Vo,  z^  et  les  indices  j,,  z,. 


) 
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Pour  que  Ton  ail  B' A'  =  A'B',  il  faut  que  ces  deux  substitutions  fassent  subir 
la  même  altération  aux  indices  jo.  ^o-  M^^is  ces  altérations  sont  respective- 
ment représentées  par  B^A^  et  par  A^B'^  :  il  faut  donc  que  A'^  etB'^  soient 
échangeables  entre  elles. 

!65.  Réciproquement,  toute  substitution  B'  satisfaisant  aux  conditions  qui 
viennent  d'être  trouvées  est  réelle;  son  déterminant  nest  pus  congru  à  zéro; 
enfin  elle  est  échangeable  à  \' . 

En  effet,  soit 

a,y\-^  K  2.  =  [ Yo]  -V-  Ko[ Y.],     d'où     «.  j.  -f-  6.  2.  =  [Yo]  4-  K.[  Y.], 


Yoj  et  [Y,]  étant  des  fonctions  réelles.  La  substitution  B'  remplaçant 
ro=Yo-t-KoY,  par[Yoj-+-Ko[Y,]et  j,=Yo+K,Y,  par  [Yo]  4-K,  [Y,], 
remplacera  Yo  et  Y,  par  [Y^oj  et  [YJ,  qui  sont  des  fonctions  réelles;  de 
même,  elle  remplacera  Z©,  Z|  par  des  fondions  réelles. 

En  second  lieu,  le  déterminant  de  B'  ne  sera  pas  congru  à  zéro;  car  il 


est  égal  à 


a',b 


\b\ 


;  mais  le  déterminant 


«I  b, 


a\  b\ 


en  y  remplaçant  K»  par  K|  =Kf,  est  congru  à 


,  qui  se  déduit  de 


0  ^'o 


(mod./?).  Le 


rtfl  ^0 


«0^0 


p-\-\ 


(mod  />),  quanfilé  non  con- 


délerminanl  de  B'  se  réduit  donc  à 

gï'ue  à  zéro. 

Enfin  B'  sera  échangeable  à  A';  car  B'A'  el  A'B'  font  subir  les  mêmes  al- 
^^''atjons  aux  indicf  s  jo»  ^0»  cl  f^^it  c"  outre  subir  à  y,,  z^  des  altérations 
/'^/îy  nguét  s  de  celles-là,  et  par  suite  identiques. 

166.  Les  considérations  qui  viennent  d'être  développées  sur  un  exemple 
^^rliculier  sont  évidemment  applicables  à  tous  les  cas,  et  permettent  d*é- 
woncer  le  ibéorènie  suivant  : 

Théorème.  —  Une  substitution  linéaire  A,  étant  ramenée  à  sa  forme  cano- 
nique, peut  être  considérée  comme  étant  le  produit  d'un  certain  nombre  d'opé- 
rations partielles  Ao,  A  ^, . . . ,  A  0 , . . . ,  consistant  chacune  à  altérer  les  indices  dune 
seule  série,  en  les  remplaçant  respectivement  par  certaines  fonctions  linéaires  de 
ces  mêmes  séries. 

Toute  substitution  linéaire  B  échangeable  à  A  sera  de  même  le  produit  d'o- 
pérations partielles,  altérant  chacune  les  indices  d'une  seule  série,  quelle  rem- 
place par  des  fonctions  linéaires  de  ces  mêmes  indices. 

Soient  y^,  z©*  ••♦  J'i  »  ^o  •••••••  î  yi-\  »  ^/-f  »  •  •  •  l'ensemble  des  séries  qui  consti- 

'7- 
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tuent  un  même  système,  correspondant  à  un  facteur  irréductible  dont  les  racines 
sontYLfi,  K<,.,.,  K/„|.  Soien/ Ao,  Ao...,  A/«4  e/Bo,B,,...,B/_<  les  altérations  que 
A  et  B/ont  respectivement  subir  aux  indices  de  ces  disperses  séries ,  L'opérationB^ 
consistera  à  remplacer  les  indices  yo,  z^,.,,  par  des  fonctions  a©  Jo  ^-  ^o  ^o  -♦-•••  • 
a'o jo +^0^0 •+"•••♦•••  d^  ^^^  mêmes  indices,  dans  lesquelles  les  coefficients 
«0 .  ^0  »  •  •  •  ;  ^  0  »  ^0  »  •  •  •  î  •  •  •  ^^^^  ^^^  entiers  complexes  formés  avec  l'imaginaire  Ko . 
Ces  entiers  complexes  peuvent  être  quelconques,  pourvu  qu'ils  satisfassent  aux 
deux  conditions  suivantes  : 


I  ^  Le  déterminant 


«0 

a\ 


b\ 


est^o  (mod.  p); 


t!"  Les  opérations  A©  et  B©  sont  échangeables  entre  elles. 

Les  opérations  B| , . . . ,  B/«,  consisteront  à  remplacer  les  indices y^,  z< ,...;... ; 

yt-\,  zi_t,...  respectivement  conjugués  de  y©,  ^o»---  par  les  fonctions  respectif 

vement  conjuguées  de  a^y^-hb^ZQ-h..,,  ^'o  Jo •+•  ^'o ^o -^  ...,•••;  ^U^s  seront 

ainsi  complètement  déterminées. 

On  pourra  construire  de  même  les  altérations  que  la  substitution  B  fait  subir 

à  chacun  des  autres  systèmes  d'indices. 

On  voit  par  là  que  le  problème  de  construire  les  substitutions  telles  que 
B,  échangeables  à  A,  revient  à  déterminer  les  opérations  Bo  échangeables 
à  Ao. 


167.  Poursuivons  cette  recherche,  cl  supposons,  pour  fixer  les  idées. 


A«=: 


r 

Kr 

r 

f  (r>  ^' 

«,  r'. 

z'. 

w,  r"> 

.  z") 

z 

K(z  +J) 

z 

<?  ir,  z. 

«,  r'» 

z'. 

w,  r"> 

.  ^") 

u 

Vl[U  -(-  z) 

u 

«l' Cr»  ■8» 

«.  r'» 

z; 

«',  r", 

.  z") 

y' 

z' 

K(V-i-h') 

,      B,- 

z' 

/'(r.  ^> 

z', 
z', 

«',  r". 
«',  r". 

>  z") 

h' 

K(a'-f  z') 

u' 

+'(r»  «> 

«,  r'» 

z', 

«',  r". 

.  z") 

r 

Kj" 

r" 

f"(r>  ^> 

«,  r'» 

z'. 

«',  r", 

.  ^") 

z" 

K(z"  +  r") 

z" 

9"(r.  •3. 

w.  r'. 

z'. 

«',  r". 

.  z») 

(Pour  plus  de  simplicité,  nous  supprimons  dans  l'écriture  les  indices  des 
séries  que  Bo  n'altère  pas,  et  nous  écrivons  K,  j,...  au  lieu  de  Ko,/©»----) 

Égalons  les  fonctions  qu€  AoB©  et  B©  A©  font  succéder  à  l'indice  y  :  il 
vient,  en  supprimant  partout  le  facteur  K, 


/(r,  z-hy,u-\-z,  y',  z'-hy',  «'  4-  z',  y",  z")  =f(y,  z,  u,  y\  z\  u\  y\  z  ), 
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relation  qui  ne  peut  être  identique  que  si  les  coefficients  qui  multiplient  dans 
la  fonction  /chacun  des  indices  z,  a,  z\  u\  z"  se  réduisent  à  zéro;  /  se  ré- 
duit alors  à  f{y%y\y")^  On  voit  de  la  même  manière  que  les  indices  m,  u! 
doivent  disparaître  de  chacune  des  fonctions  /,  y,  /',  ç',  J\  ç'.  Soit 
donc 


le  déterminant 


a    b 
a!   b* 


entrera  comme  facteur  dans  celui  de  Bq*  et,  par 


suite,  devra  différer  de  o  (mod./?). 
Posons  maintenant 


(!■ 


m 
D= 

et 
lio 


vieî- 


C  = 


r 

ay+b y'+<if,{o,  0,  0, 

0, 

0, 

0) 

z 

a  z  -\-  b  z'  -\-  <ifi{o,  y,  o. 

r'. 

0, 

r") 

u 

a  «  H-  6  a'  +  (|(,  (7,  z.  y'. 

^', 

r". 

'") 

r' 

a'r-f-*'r'-i-fi(o.  0»  0» 

0, 

0, 

0) 

z' 

a'z  +  b'z'  +4'',(o,  y,  0, 

r'> 

0, 

r") 

u' 

a! u  +  b' u' +  ^\(y,  z,  y'. 

z'. 

r". 

z") 

r    r 


// 


;»' 


Z 


// 


i> 


et 


Bl 


t:  e 


termes  identiquement  nuls  «j',  (o,  o,  o,  o,  o,  o),  <^^  (o,  o,  o,  o,  o,  o)  étant 
ts  dans  le  but  de  Taire  mieux  ressortir  la  loi  suivie  dans  la  construction 

)• 
^  déterminant  de  cette  opération  est  au  signe  près  une  puissance  de 

y   ;  il  est  donc  différent  de  o  (mod.  p).  En  outre,  on  vérifie  immédiate- 

t  qu'elle  est  échangeable  à  Ao-  Posons  maintenant  Bo  =  CD.  L'opération 
C~^Bo  a  son  déterminant  non  congru  à  zéro;  elle  est  échangeable  à  Ao, 

même  forme  que  Bo;  mais  en  outre  elle  n'altère  ni  u  ni  u' .  Les  fonc- 

i(  et  ^'  s'y  réduisent  donc  à  u  et  u! , 

alons  maintenant  les  fonctions  que  DAo  et  AqD  font  succéder  à  e^  :  il 
,  en  supprimant  le  facteur  commun  K, 

fi  -h  z  ^  M  -h  (p. 


ne  la  fonction  (f  se  réduit  à  z.  De  même,  9'  se  réduira  à  2',  f  ^y^  f  '^y 
.  Aucun  indice  des  suites  j,  Zy  u,  y\  z\  u'  ne  sera  donc  altéré, 
alons  de  même  les  fonctions  que  DAq  et  Ao  D  font  succéder  aux  indices 
y"  :  on  voit  immédiatement  que  la  fonction  9"  ne  contient  pas  u,  u\  et 


i34  LIVRE  DEUXIÈME. 

qu'eu  la  mettant  sous  la  forme  /nz'-h/iy' -f  y'^fj,  z,y\  z'),  f"  sera  de  la 
forme  mj'  +  y',  (o,  j,  o,  r'). 

Cela  posé,  l'opération  D  est  le  produit  de  deux  autres,  dont  Tune,  E,  rem- 
place les  indices  z"  et  y"  par  mz"-\-  ny"  et  my" ,  tandis  que  l'autre,  F,  accroît 
respectivement  ces  indices  de  (p'',(j,  2,  j',  z')  et  <?"i(o,  j,  o,  j'),  aucune  de 
ces  deux  opérations  n'altérant  j,  z,  m,  y\  z\  u' ,  L*opération  F  a  pour  déter- 
minant l'unité,  et  elle  est  échangeable  à  A©  :  donc  E  aura  son  déterminant 
^o  f  mod.  p)  et  sera  échangeable  àA^.  Le  problème  de  déterminer  E  d'après 
ces  conditions  est  identique  à  ce  qu'aurait  été  le  problème  initial  de  déter- 
miner Bo,  si  la  série  des  indices  que  B©  altère  n'avait  pas  contenu  les  suites 
y,  z,  u  et  j',  z\  u\ 

Les  considérations  précédentes  s'appliquent  immédiatement  k  un  cas 
quelconque,  et  montrent  que  la  détermination  de  B©  se  ramène  en  général 
au  problème  analogue  que  Von  aurait  en  effaçant  de  la  série  que  B©  altère  tous 
les  indices  qui  appartiennent  aux  suites  les  plus  longues. 

168.  Cherchons  maintenant  à  déterminer  le  nombre  des  substitutions 
échangeables  à  une  substitution  quelconque  A. 

Supposons  que  A  étant  ramenée  à  la  forme  canonique,  les  indices  y  for- 
ment plusieurs  systèmes.  Soient  respectivement  N,  N',...  les  nombres  de 
manières  dont  on  peut  déterminer  les  altérations  Bo,  B'j^,,..  que  la  substitu- 
tion cherchée  B  fait  subir  respectivemeni  aux  premières  séries  de  chacun  de 
ces  systèmes  :  le  nombre  des  substitutions  distinctes  obtenues  en  combinant 
ensemble  ces  altérations  est  évidemment  égal  à  NN' 

Pour  déterminer  chacun  de  ces  nombres,  N  par  exemple,  supposons  que 
Ko  soit  imaginaire  de  Tordre  /,  et  que  la  série  que  B©  altère  contienne  q  in- 
dices, formant  m  suites  de  n  indices,  ///  de  n'  indices,  etc.,  les  nombres 
n,  //,...  allant  en  décroissant. 

Soient  respectivement  L,  M  les  nombres  de  manières  de  déterminer  les 
opérations  partielles  C  et  D  :  il  y  aura  LM  n)anières  de  déterminer  B.  En 

effet,  soient  C^  Cg,..,  Cl_i  et  D, D|,_,  les  diverses  substitutions  qu'on 

peut  prendre  pour  Cet  D  :  tous  les  produits  de  la  forme  C» Dp  sont  distincts. 
Soit  en  effet  ('g^Dp^  Ca'Dp'  :  ces  deux  opérations  doivent  altérer  de  même  les 
indices  des  suites  les  plus  longues;  mais  Dp  et  Dp»  ne  les  altèrent  pas  :  donc 
Ca  et  C(x'  les  allèrent  de  même  :  donc  elles  sont  identiques  :  donc  Dp=  Dp'. 

On  voit  de  même  que  le  nombre  M  est  lui-même  égal  au  produit  des 
nombres  P  et  Q  de  manières  dont  on  peut  déterminer  les  opérations  par- 
tielles E  et  F  dont  le  produit  constitue  D.  On  aura  donc  enfin  N  =  LPQ. 
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169.  Pour  déterminer  L,  remarquons  que  les  coefficients  de  C  sont  en 
nombre  qm^  parmi  lesquels  ceux  des  fonctions  4'i»  +i»--  ^*^  nombre 
m{mn  -^m!n'-^m" n"-^ ,,,  —  m)  sont  entièrement  arbitraires  et  peuvent  être 
eboisis  cbacun  de  p^  manières  différentes,  tandis  que  les  autres  a,  è,...; 
a\  i',...;...  en  nombre  m^,  doivent  être  tels,  que  leur  déterminant  soit 
^o  (mod.  p).  Soit  L' le  nombre  de  manières  de  les  cboisir  :  on  aura 


> 


I    __   \J  wylm^mn-i-m' H^  -Hn 


'-/_.^// „''+.., 


Pour  déterminer  L',  imaginons  un  système  de/?''"  choses,  représentées  par 
le  symbole  général  «^^x..^..  .x„_,t  chacun  des  indices  indépendants  j?o»^m-  • 
prenantsuccessivement/?' valeurs complexesdela  forme  a-4-Koj3-f-...-+-Ko"^Ç 
(mod.  p);  et  considérons  les  opérations  qui  remplacent  -^^,,jr„  ,.iw-,  P^'' 
\x.-hbx,-^.  .,a'x.+b'x,-^.. ,.  »  ^»  *»...;  (^\  6',...;...  étant  des  entiers  complexes. 
Pour  que  ces  opérations,  que  nous  pouvons  désigner  par  le  symbole 

I  Xo,  Xi,...     axt-h  bxt-¥-  > .  .,  a'  Xt-i-  b'xi-h  . . .,. . .  |, 

représentent  des  substitutions,  il  est  nécessaire  et  suffisant  qu'elles  fassent 
succéder  chacune  des  choses  -iv  ,.  ^.  à  une  autre,  et  à  une  seule;  donc, 
étant  donnés  les  indices  axo-h  6iC|-l-...,  a'a7o-l-i'a7,-f-..., ,  on  devra  pou- 
voir en  déduire  sans  ambiguïté  x^,  ic,,...,  ce  qui  exige  que  le  déterminant 
des  quantités  a,bj...;  a\  b\. ..;...  ne  soit  pas  congru  à  zéro.  Le  nombre  W 
des  systèmes  de  valeurs  de  ces  quantités  qui  n'annulent  pas  le  déterminant 
est  donc  précisément  égal  au  nombre  des  substitutions  linéaires 

I  Xt9  Xt,. .  .     axt -\-  bxi 4- .  .  • ,  a' x^-h  b' Xi-h . . .,. .  . 


qu'un  raisonnement  entièrement  analogue  à  celui  des  n^  123  et  124  montre 
égal  à 

170.  Passons  à  la  détermination  de  Q  :  elle  n'offre  aucune  difficulté.  En 
effet,  la  substitution  F  accroît  les  derniers  indices  de  chacune  des  m'  suites 
de  n'  indices  d'une  fonction  linéaire  des  n'  derniers  indices  de  chacune  des 
m  premières  suites;  elle  accroît  les  derniers  indices  de  chacune  des  m"  suites 
de  /i"  indices  d'une  fonction  linéaire  des  n"  derniers  indices  de  chacune  des 
m  premières  suites,  etc.  Ces  fonctions  étant  déterminées,  F  le  sera.  D'ailleurs 
les  coefficients  qu'elles  contiennent,  en  nombre /w'/i'/w-i-/w'/i''m-h...,  sont 
tous  entièrement  arbitraires,  et  peuvent  être  choisis  chacun  de  p^  manières  : 
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d'où 

171.  RéuQissant  les  résultats  qui  précèdent,  il  vieut 

D'ailleurs  P  est  ce  que  deviendrait  N  si  le  nombre  des  indices  de  la  série 
était  seulement  m'n'-i-/n"/i"H-...,  au  lieu  de  mn -4- m'n  H-m"/i"H-...  :  on 
aura  donc  de  même 

P,  étant  ce  que  deviendrait  N  si  la  série  ne  contenait  que  mf'nf'-h,..  in- 
dices, etc. 

172.  Problème  IV.  —  Déterminer  les  substitutions  linéaires  qui  se  ramè- 
nent à  une  forme  canonique  donnée^  et  trouver  leur  nombre. 

Soient  A,  A',...  les  substitutions  cherchées  :  elles  ne  sont  autres  que  les 
transformées  de  A  par  les  disperses  substitutions  linéaires. 

En  effet,  supposons  pour  plus  de  généralité  que  la  réduction  de  A  à  la 
forme  canonique  exige  l'introduction  d'imaginaires.  Soient  X -h  i  Y -h...  l'un 

des  indices  imaginaires  introduits,  X -+- l'^Y-H. ......  ses  conjugués.  On 

peut  prendre  pour  indices  indépendants,  au  lieu  de  ces  indices,  les  quan- 

tilés  réelles  X,  Y, SoitB  la  forme  que  prend  la  substitution  A  rapportée 

à  ces  indices  :  on  pourra,  par  une  transformation  d'indices  réelle,  donner 
à  A  la  forme  B.  On  pourra  de  même,  par  une  transformation  d'indices  réelle, 
donner  à  A'  la  forme  B,  et  réciproquement.  Donc,  par  une  transformation 
d'indices  réelle,  on  pourra  donner  à  A  la  forme  A'. 
Mais  soient 

A    =rr:    |    X,    x\  .  .  .       a  X  -\-  b  x'  -y-  .  .  .  y    a'  X  -r-  b'  x'  -\-  .  .  , ,  .  .  .    | , 

A'i-  I  Xy  x',.  .  .     (XX  -f-  jSjr'-h.  .  .,  (x! X  -h  p' ^' -h  ......  .  1, 

et  soient 

^  r-  mx  -\-  nx'  -r .  .  . ,     il  —■-  m  X  -¥■  n' x'  -\- .  , .  y .  ,'. 

les  nouveaux  indices   auxquels  il  faut  rapporter  A  pour  lui   donner   la 
forme 
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identiqiie  à  celle  de  A'.  Il  est  clair  que  A'  sera  la  transformée  de  A  par  la . 
substitution 

I  Xy  x'y. . .     mx  -h  nx'  + . . . ,  m! x  -^  n' x' -{-...,..  .  | . 

Réciproquement,  si  A'  est  la  transformée  de  A  parla  substitution  ci-des- 
sus, il  est  clair  qu'en  prenant  pour  indices  indépendants  Ç  =  mx  -f-  nx'-^ . . . , 
^'=  m'a? -4- n'a?' -+-...,...,  on  donnera  à  A  une  forme  identique  à  A'.  Par  une 
transformation  d'indices  inverse  de  celle-là ,  on  pourra  donner  a  A'  la 
forme  A.  Cela  fait,  par  une  nouvelle  transformation  d'indices,  analogue  à 
celle  qui  ramené  A  à  sa  forme  canonique,  on  ramènera  A'  à  la  même  forme 
canonique. 

Cela  posé,  soient  M  le  nombre  total  des  substitutions  linéaires;  N  le 
nombre  de  celles  qui  sont  échangeables  si  A,  et  que  nous  désignerons  par 
C,  C, Si  une  substitution  linéaire  D  transforme  A  en  A',  les  N  substitu- 
tions CD,  CD,...  produisent  cette  même  transformation.  Le  nombre  des 

transformées  dis^tinctes  A,  A',...  sera  donc  tt* 

N 

Remarque.  —  On  vient  de  voir  que  si  deux  substitutions  A,  A'  sont  trans- 
formées l'une  de  Tautre  par  une  substitution  linéaire,  on  peut  donner  h 
l'une  d'elles  la  forme  de  l'autre  par  une  transformation  d'indices  convenable. 
Mais  cette  transformation  n'altère  pas  son  caractéristique  (126).  Donc  deux 
substitutions  dont  l'une  est  la  transformée  de  l'autre  par  une  substitution 
linéaire  ont  même  caractéristique. 

3 

Faisceaux  dont  les  substitutions  sont  échangeables  entre  elles. 

173.  Problème  V.  —  Trouver  la  forme  générale  des  faisceaux  contenus 
dans  le  groupe  linéaire  et  dont  les  substitutions  sont  échangeables  entre  elles. 

Soient  G  l'un  des  faisceaux  cherchés,  S,  S,,...  ses  substitutions,''^'^, 
e/,^^«,...  leurs  ordres  respectifs  (rf,  rf«,...  étant  premiers  à  p).  Le  fais- 
ceau G  contient  évidemment  les  deux  groupes  partiels  F  =  (S''*',  Sf '*',..*) 
et  E  =  (S'',  Sf%...).  Réciproquement,  les  substitutions  de  ces  deux  fais- 
ceaux, combinées  ensemble,  reproduisent  G;  car  la  substitution  S,  par 

exemple,  dérive  de  S''*'  et  S^  (31). 
Les  substitutions  de  F  sont  toutes  d'ordre  premier  à  p.  Soit,  en  effet, 

A  =  8'^SP^'  l'une  d'entre  elles;   on   aura  A''''>=  S''''*''*'Sf"^'' =:  i.   Donc 
l'ordre  de  A  divise  dd^;  donc  il  est  premier  kp. 

i8 
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De  même,  les  substitutions  de  E  ont  toutes  pour  ordre  une  puissance  de  p. 
Déterminons  successivement  les  deux  faisceaux  partiels  F  et  E. 

174.  Commençons  par  F.  Soit  A  une  de  ses  substitutions  :  ramenée  à  la 
forme  canonique,  elle  deviendra 

a,  6,  c, ...  étant  les  racines  distinctes  de  sa  congruence  caractéristique, 
cr,  iT,,...,  Xfn^^\  Jvî  «»...;..•  les  indices  des  séries  respectivement  cor- 
respondantes à  ces  racines. 

Soit  A'  une  autre  substitution  de  F  :  étant  échangeable  à  A',  elle  doit 
remplacer  x^...,  x^^t  par  des  fonctions  linéaires  de  ces  seuls  indices;  de 
même  pour  les  autres  séries.  Soit  donc 


:v  = 


Xf  •  •  •  ,    Xgi — I 

y 9  •  •  • 

Zf  ... 


ÛCX  -t-  . .  .  -f-  yXm—if  •  »  •  ,    CCm—i  X  -+-  .  •  •  -r-  ym^i  Xm—i 


zz 


'  »  • 


On  pourra  canoniser  cette  substitution  sans  altérer  la  forme  de  A,  qui 
est  déjà  canonique.  En  effet,  considérons  spécialement  les  m  indices  a:,..., 
a7,„_,.  Pour  canoniser  A'  en  ce  qui  les  concerne,  on  aura  à  résoudre  la  con- 
gruence de  degré  m  : 


9(K)r: 


a  —  K     ...     y 


•    ■    •   •  •    ■   • 


OCm—\ 


•  •  •         ym—t  A. 


o    (mod.^). 


Les  indices  ^r,...,  x,n^i  étant  liés  aux  indices  primitifs  par  des  relations 
linéaires  dont  les  coefficients  sont  fonctions  de  la  quantité  a  (157),  qui 
peut  être  imaginaire,  les  coefficients  a,...,  y^^,,  peuvent  contenir  cette 
même  imaginaire.  Mais,  dans  tous  les  cas,  a  sera  racine  d'une  congruence 
irréductible  à  coefficients  réels.  Soient  /  le  degré  de  cette  congruence,  a,, 
û^2»--.f  û/_i  ses  autres  racines.  Désignons  par  9,(K),...,  y/_i(K)  ce  que 
devient  ç(K)  lorsqu'on  y  rempjace  a  successivement  par  ai,...,  O/^,.  La 
congruence 

cp(K)(p,  (K) ..  .<p/_,  (K)  =  o    (mod.  p) 

aura  pour  coefficients  des  fonctions  symétriques  de  a,  a^ ,...,  a/^,.  Ces  coef- 
ficients seront  donc  des  entiers  réels.  D'ailleurs  cette  congruence,  étant  de 
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degré  m/,  a  m/ racines  réelles  ou  imaginaires.  Le  facteur  <p(K),  égalé  à  o 
(mod.  p)  donnera  donc  m  racines  égales  ou  inégales,  et  dont  le  degré  d'ima- 
ginarité  sera  au  plus  Im, 

Soient  a',  a',,...,  a'^_,  ces  racines,  m',  m^,,.,,  rn^_^  leurs  degrés  de  mul- 
tiplicité respectifs.  On  pourra  remplacer  les  indices  a?,...,  a7,„«,  par  d'au- 
tres indices  a:',...,  ic'^_i*choisis  de  manière  à  ramener  la  substitution 


ÛTf  •  •  •  ,    ^m—i  OCX  -\~  •  •  •  "T-  y  ^m — I»  •  •  •  »    ^m — i  ^  "t"  •  •  •  "T~  y  m — i  ^m — i    | 

à  la  forme  canonique 

I    X  ym.y    Xffi'^\i    ^  iw'j  •  •  «  >    ^  m'-+-m*— t  »  •  *  »  d  X  f,m,y  a  X  ffi>^\j  Cl  ^X  ff^'y.,,,   ^  i  «^  m'+ //t"— 1  )  *  *  * 

Des  transformations  analogues  peuvent  être  effectuées  sur  chacune  des 
autres  séries  d'indices  j,...;  z, ...;...  En  effectuant  simultanément  toutes 
ces  transformations,  on  ramènera  Â'  à  la  forme  canonique.  D'ailleurs,  la 
forme  de  Â  n'aura  pas  été  altérée;  car  A,  multipliant  para  chacun  des 
indices  a?,...,  ^7^.1*  multipliera  par  la  même  quantité  chacun  des  indices 
a/,...,  a?'^_i»  qui  en  sont  des  fonctions  linéaires;  de  même  poyr  les  autres 
séries.  On  aura  donc 

A     ^      I      X    y  •    »    »  y     X  ffi^ly     J^     f   •    •  Q,    X    y    .   %   ,  y      CL    X  f/^^j  y       Oj^     ,   .     •     >  |   , 

—  I    X  f  .  »  .  f  X  ffi'-  1,  X  ffg'f .  ,  ,  j  y  y  , , .       d  X  y  »  »  y  ce  Xffi'—u  ^  i^  m'f  *  •  '  f  *^  X  y  •  •    |« 

Chacun  des  nouveaux  indices,  tel  que  x\  est  une  fonction  linéaire  des 
indices  primitifs,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  des 
quantités  a  et  a\  par  lesquelles  le  multiplient  respectivement  les  substi- 
tutions Â  et  A'.  En  effet,  a/  est  une  fonction  linéaire  de  â;,...,  a?,„.4,  dont 
les  coefficients  sont  rationnels  en  a\  a,...,  7,„-.j.  Mais  a,...,  y,n^^  sont  des 
fonctions  rationnelles  de  a,  et  o^f,..,  x^^^  sont  des  fonctions  des  indices 
primitifs,  dont  les  coefficients  sont  rationnels  en  a. 

175.  Le  faisceau  F  contient  toutes  les  substitutions  A'^A"^,  dérivées  de  A 
et  A'.  S'il  en  contient  encore  d'autres,  soit  A''  l'une  d'elles;  elle  est  échan- 
geable à  A;  elle  remplacera  donc  les  indices  a?',...,  a7^._i,  que  A  multiplié 
tous  par  a  et  A'  par  a',  par  des  fonctions  linéaires  des  seuls  indices  a?',..., 
a?^j,  que  A  multiplie  par  a.  D'ailleurs  A"  est  échangeable  a  A';  donc  tous 
les  indices  a?'^.,...,  j7'^_,  que  A'  ne  multiplie  pas  par  a'  disparaîtront  de  ces 
fonctions,  qui  ne  contiendront  plus  que  les  indices  a?',...,  a?'^r_i.  Si. donc 
on  répartit  les  indices  en  séries,  en  groupant  ensemble  ceux  qui  sont  tous 

18. 
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multipliés  par  un  même  nombre  dans  Â  et  par  un  même  nombre  dans  A^ 
A"  fera  succéder  aux  indices  de  chaque  série  des  fonctions  linéaires  de  ces 
seuls  indices. 
Soit  donc 

A    :=:    I    X  y,.,j   Xfn'—l9**'        ^   X  -\~.,,~\-  y   Xm'—\y»f    ÛCm'— 1^  "^"  •  ••    '    7  m'— l-^w'— !>•••    1- 

.  On  pourra  trouver  une  transformation  qui  ramène  A"  à  la  forme  cano- 
nique en  ce  qui  concerne  les  indices  de  la  série  a?',...,  x„,_^^  si  l'on  peut 
résoudre  la  congruence 


•4'(K)  = 


'— K     ...     y' 


•       •.!••  •       • 


^m'-l  •  •  •       ym-l —  K 


^o    (mod.  p). 


Les  indices  a?',....,  oc^,_^  étant  liés  aux  indices  primitifs  par  des  relations 
linéaires  dont  les  coetficients  sont  fonctions  de  deux  quantités  a,  a\  qui 
peuvent  être  imaginaires,  les  coeffîcients  a',...,  y',...,  a'^._i,...,  7'„,._i  pour- 
ront contenir  ces  mêmes  imaginaires;  mais,  dans  tous  les  cas,  a  satisfera 
k  une  congruence  irréductible  du  degré  /,  dont  les  racines  seront  a,  a,,...^ 
a/_4,  et  a!  satisfera  à  une  congruence  irréductible  du  degré  /',  dont  les 
racines  seront  a',  a'j,...,  a'^._,. 

Si  Ton  désigne  par  t|;ji., ^./ ( K )  ce  que  devient  +(K)  lorsqu'on  y  remplace 
respectivement  a  par  une  autre  racine  a^  de  la  suite  a,...,  a/.,,  et  a'  par 
une  racine a^/  de  la  suite  a',...,  a\._^^  la  congruence 

+  (K)i].o,.(K)...4;^.,.(K)...4;/-.,/._.(K)  =  o    (mod.p) 

aura  pour  coefficients  des  fonctions  symétriques  en  a,  aj,...,  a/_i  d'une 
part,  en  a',  a\,...,  a^.^^  d'autre  part.  Ils  seront  donc  réels.  D'ailleurs  cette 
congruence  étant  du  degré  //'m'aura  ll'm'  racines  réelles  ou  imaginaires. 
Le  facteur  c|/(K)  de  degré  m\  égalé  à  o  (mod.  /?),  donnera  donc  m!  racines 
de  la  même  forme. 

Opérant  maintenant  comme  au  numéro  précédent,  on  pourra  ramener  A' 
à  la  forme  canonique  sans  altérer  la  forme  de  A  ni  de  A'. 

176.  En  continuant  ce  système  d'opérations  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé 
les  substitutions  de  H,  on  arrive  à  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Les  substitutions  A,  A',  A", . . . ,  rf'oei  dérivent  toutes  celles  de  F, 
peuvent  être  ramenées  simultanément  à  leurs  formes  canoniques  respectis^es  par 


DES  SUBSTITUTIONS.  lil 

une  transformation  d'indices  réelle  ou  imaginaire.  Chacun  des  nouveaux  in- 
dices^  tel  que  x,  est  une  fonction  linéaire  des  indices  primitifs,  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  réelles  ou  imaginaires  a,  a\ 
à\...j  par  lesquelles  A,  A',  A",...  le  multiplient  respectivement, 

177.  On  peut  supposer  que  l'ordre  de  chacune  des  substitutions  A, 
A',  A",...  dont  F  est  dérivé  est  une  puissance  d'un  nombre  premier;  car 
toute  substitution  résulte  de  la  combinaison  de  celles  de  ses  puissances 
qui  ont  pour  ordre  une  puissance  de  nombre  premier  (31).  Soient  donc 

n^  l'ordre  de  A,  n'^'  celui  de  A',...,  tt,  ;r',...  étant  premiers  :  à^  ,  a'^'  ,... 
seront  congrus  à  i  (mod.  p). 

Formons  donc  la  suite  a»  a^»  a',...  des  puissances  de  a;  soit  a^  la  pre- 
mière de  ces  puissances  qui  soit  congrue  à  l'unité,  et  à  partir  de  laquelle 
elles  se  reproduisent  périodiquement  :  p  devra  être  un  diviseur  de  Tt'*.  On 
aura  donc  p  =  n^,  X  étant  au  plus  égal  à  jui.  Si  p^—i  est  la  première  des 
quantités  de  la  suite /?— I, />*— I,..., /?'— I,...  qui  soit  divisible  par  tt', 
a  sera  racine  d'une  congruence  irréductible  de  degré  /.  En  effet,  parmi  les 
quantités  de  la  suite 


•    af^*,  /ï''"', . . . ,  aP^-\ . . . , 


aucune  ne  sera  congrue  à  l'unité  avant  a^'~*. 
De  même,  la  première  des  puissances  successives  de  a'  qui  soit  congrue 

à  l'unité  suivant  le  module  p  sera  une  puissance  n'    de  rr'  égale  ou  infé- 
rieure k  n'^  ;  et  si  /?'  — i  est  la  première  des  quantités  de  la  suite/?  — i, 

/?'—!,...,  />^— I,...  qui  soit  divisible  par  n'   ,  a'  sera  racine  d'une  con- 
gruence irréductible  de  degré  /'. 

Cela  posé,  considérons  isolément,  parmi  les  substitutions  de  la  suite  A, 
A',  A",..,  toutes  celles  dont  Tordre  est  une  puissance  d'un  même  nombre 
premier  n.  Les  coetncients  a,  a\  a^^...  correspondants  à  ces  substitutions 

sont  des  fonctions  entières  d'un  seul  d'entre  eux.  En  effet,  a^  ,  a'^  ,...  spnt 
congrus  à  i  {mod.  p).  Soit  X  le  plus  grand  des  nombres  X,  X',...  ;  on  aura 


et  aucune  puissance  de  à^"    inférieure  a  celle-là  ne  sera  congrue  à  i. 

Donc  à^~  sera,  comme  a\  une  racine  d'une  congruence  irréductible  de 
degré  /',  en  fonction  entière  de  laquelle  on  pourra  exprimer  a'  [20). 
Ainsi  a'  sera  une  fonction  entière  de  a;  de  même  pour  a" 
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Considérons  de  même  les  substitutions  de  F  dont  l'ordre  est  une  puis- 
sance d'un  autre  nombre  premier  tt,  :  les  coefficients  correspondants  a,. 
a\,,..  seront  tous  des  fonctions  entières  de  l'un  d'entre  eux,  a^,  De  même 
pour  un  autre  nombre  premier  712,  etc. 

Considérons  maintenant  ces  coefficients  a^  a,,  ^2,...,  satisfaisant  respec- 
tivement à  des  congruences 


«'  ^i,    -a^i'^i,     flîî'^i,.... 


Ils  s'expriment  tous  par  les  puissances  d'une  seule  imaginaire  aaia2...  =  i', 
satisfaisant  à  la  congruence 

En  effet,  i'"^^"^*'*"  se  réduit  à  a'"^'"^*'"'  (mod./?);  mais  tti,  Tia,...  étant 
premiers  à  n,  on  pourra  (2)  déterminer  deux  entiers  r  et  r'  de  telle  sorte 
que  l'on  ait  r7ri';rj*...  =  r';r^-h  i;  on  aura  alors 

Donc  a  s'exprime  rationnellement  en  fonction  d'e  i:  de  même  pour  ai, 
as,...;  de  même  pour  les  autres  coefficients  a',  a",..:;  a\,  a", ,...;...  qui 
sont  des  fonctions  entières  de  a,  de  a',  etc. 

//  existe  une  substitution  dans  F  qui  multiplie  l'indice  x  par  i.  En  effet, 
soient  respectivement  A,  A|,  Aa,...  celles  qui  multiplient  x  par  a,  a,, 
a2,..;  la  substitution  AA,  Aj...  le  multipliera  par  aaia,...  =  i- 

178.  Les  considérations  qui  précèdent  permettraient,  ainsi  que  nous 
allons  le  voir,  de  ramener  aisément  a  une  forme  réelle  toutes  les  substitu- 
tions de  F. 

Nous  pouvons  grouper  tous  les  indices  en  séries  distinctes,  en  convenant 
de  réunir  en  une  seule  série  tous  ceux  que  chacune  des  substitutions  de  F 
multiplie  par  un  même  facteur  constant;  il  se  pourra  d'ailleurs  que  toutes 
ces  séries  ou  quelques-unes  d'entre  elles  ne  contiennent  qu'un  seul  indice. 
Soient  a?,  x\.,.\  y,  j'',...;  z,  2',...;...  ces  diverses  séries. 

Les  indices  x^  a?',...,  qui  appartiennent  à  la  même  série  S  que  x,  sont 
liés  aux  indices  primitifs  par  des  relations  linéaires  dont  les  coefficients 
sont  des  fonctions  rationnelles  de  i.  On  peut  supposer  ces  fonctions  entières 
et  du  degré  v  —  i,  en  désignant  par  v  le  degré  de  la  congruence  irréduc- 
tible dont  i  est  racine.  Si  l'on  ordonne  les  termes  suivant  les  puissances 
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(ie  i,  on  aura 

A-  =  X  +  /Y  H-. . .+  /'-Z,     x'E-X'-f-  lY'-^. .  .-h  i^'Z',. . .  , 

X,  Y,...,  Z;  X',  Y',...,  Z';...  étant  des  fonctions  linéaires  réelles  des  indices 
primitifs. 

Une  substitution  quelconque  A  prise  dans  F,  multipliant  x,  x\,..  par 
un  même  facteur  constant  a^f{i),  multi|>liera  leurs  conjugués 

Xp  =  X  -4-  />^ Y  -h . . .  +  /(^-o/'^Z,     x,  =  X'-+-  zV Y'-f- ...  -4-  i(^-npfz\ . . . 

parap=/(i/'0(149). 
Si  l'on  exprime  x^,  x'^^...  en  fonction  des  indices  a?,  a;',...;  j,  j',...; 

2,  z', ...;...,  leurs  expressions  ne  devront  contenir  que  les  indices  d'une 

même  série.  En  effet,  pour  que  la  substitution  A,  par  exemple,  multiplie  x^, 

x'^,...  par  a^),  il  faut  évidemment  que  le  facteur  par  lequel  elle  multiplie 

chacun  des  indices  qui  entrent  dans  ces  expressions  soit  précisément  a^. 

Tous  ces  indices  sont  donc  multipliés  par  un  même  facteur  dans  chacune 

des  substitutions  de  F;  ils  appartiennent  donc  à  une  même  série. 

Cette  série  Sp  est  essentiellement  différente  de  la  série  S;  car  la  substi- 
tution qui  multiplie  x,  x\..,  par  i  multipliera  x^,  x^,...  par  iP\  qui  diffère 
essentiellement  de  i. 

Les  fonctions  x^  x',...,  que  nous  supposerons  en  nombre  |x,  étant  dis- 
tinctes par  hypothèse,  les  fji  fonctions  ^Cp,  a?p,.:.  le  seront  évidemment;  car, 
si  l'on  avait  entre  elles  une  relation  linéaire 

rfXf-\-  r'çXp-h. . .  EHzo     (mod.  />), 

dans  laquelle  Tp,  r^,..  seraient  des  entiers  complexes  fonctions  de  iP\  cette 

relation  devrait  subsister  en  changeant  i'"-  en  «,  racine  de  la  même  con- 
gruence  irréductible;  ce  qui  donnerait  entre  a;,  x',..,  une  relation  de  la 
forme 

rx -\- r'x-h. .  .^o    (mod.  p), 


ce  qui  ne  peut  être. 

Les  indices  de  la  racine  Sp  s'expriment  tous  linéairement  en  fonction 
de  J7p,  a?p,...,  que  l'on  pourra  prendre  pour  indices  indépendants.  En  effet, 
soit 

2p  irrr  X.  H-  ZV  Y,  +  .  .  . -f-  />-'^''^Z, 
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un  iodice  quelconque  de  cette  série.  Les  substitutions  A,  A',...,  le  multi- 
pliant respectivement  par  ap,  aj,,...,  multiplieront  la  fonction  conjuguée 

2  =  X,4-iY.-i-...-h£>-')Z. 
respectivement  par  a,  a',....  Donc  z  est  une  fonction  linéaire  des  indices  x^ 

oc  )  •  t  • .  i^Olt 

2^  rr  -f.  r'  x''\- . . .  . 

Cette  relation  devra  subsister  en  changeant  ï  en  iP\  ce  qui  donne 


I   f 


Cela  posé,  associons  ensemble  les  v  séries  conjuguées  S,...,  Sp,...;  on 
obtiendra  un  système  de  v  séries  conjuguées,  contenant  chacune  fx  in- 
dices, qui  dépendent  des  fonctions  linéaires  réelles  X,  Y,...,  Z;...;  X^'^"*\ 
Y^»^*^.•.,  Z^**"*\  en  nombre  \iv.  On  pourrait  prendre  ces  fonctions  pour, 
indices  indépendants  à  la  place  des  jj.v  indices  imaginaires  correspondants. 
Les  substitutions  de  F  prendraient  une  forme  encore  assez  simple,  mais 
qui  ne  serait  plus  canonique.  Il  vaut  donc  mieux  conserver  la  forme  ima- 
ginaire; mais  il  était  essentiel  de  montrer  le  moyen  de  la  faire  disparaître. 

179.  Passons  à  la  détermination  du  faisceau  E. 

Soient  B,  B',...  ses  substitutions,  B  Tune  d'elles  :  elle  appartient  à  G, 
ainsi  que  A,  A',...;  elle  leur  est  donc  échangeable  par  définition.  Elle  rem- 
place donc  Les  indices  de  chaque  série  par  des  fonctions  linéaires  de  ces 
mêmes  indices  (166) .  Donc  elle  remplace  les  indices  de  chaque  système  par 
des  fonctions  linéaires  de  ces  seuls  indices.  On  aura  donc  B  =  B4B2,..., 
Bi,  B29...  étant  des  substitutions  partielles  qui  altèrent  respectivement  les  in- 
dices du  premier  système,  du  second,  etc.  Soient  de  mêmeB'=  B'^Bg. ..»..., 
A=A,A2...,  A'=  A'jA'j. .......   Pour  que  B,  B',,..  soient  échangeables 

entre  elles  et  à  A,  A',...,  il  faut  et  il  sufQt  évidemment  que  B|,  B'^,...  soient 
échangeables  entre  elles  et  à  A,,  A'^,...,  que  B^,  B'2,...  soient  échangeables 
entre  elles  et  à  A2,  A'j,...,  etc. 

D'ailleurs,  chacune  des  substitutions  B^  B'^,...;  B2,  Bj,...;...  a  pour 

ordre  une  puissance  de  p.  Car,  soit  p^  Tordre  de  B,  B''^  laisse  invariables 
tous  les  indices,  et  notamment  ceux  du  premier  système.  Mais  l'altération 

qu'elle  leur  fait  subir  est  représentée  par  B^':  donc  B^'=  i.  Donc  l'ordre 
de  B|  divise ^^  :  donc  il  est  une  puissance  de/?. 
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La  recherche  du  faisceau  E  =  (B,  B',...)  revient  donc  à  celle  4^s  faisceaux 
analogues  E,  =  (B|,  B',,...),  Ej  =  (Ba/Bg, ...)»•••  ^^^  chacun  naltère  que 
les  indices  d'un  seul  système, 

180.  Cherchons  à  déterminer  l'un  de  ces  faisceaux,  tel  que  E^.  Soit 


B.= 


JT,    A-',...       OLX     H-Px'    -4-...,    Ol'x   -\-Çt'  x'    4-...,... 


une  de  ses  substitutions  :  le  premier  membre  de  sa  congruence  caractéris- 
tique est  évidemment  divisible  par  le  déterminant 


A  = 


a-K     (3 

«'  P'  -  K 


«    •  •   • 


Mais  son  ordre  étant  une  puissance  de  p^  sa  congruence  caractéristique  a 
toutes  ses  racines  égales  à  l'unité  (161).  Donc  A,  égalé  à  o  [moA.p),  a 
toutes  ses  racines  égales  à  l'unité. 

Cherchons  à  déterminer  des  fonctions  des  indices  x,  a;',...,  x^^-^^  que  B, 
multiplie  par  un  facteur  constant  :  ce  facteur  s'obtiendra  en  résolvant  la 
congruence  A^o  (147).  Il  se  réduit  donc  k  l'unité  :  les  fonctions  cherchées 
ne  seront  donc  pas  altérées  par  la  substitution  B,.  Soit  \iJ  le  nombre  des 
fonctions  distinctes  des  indices  a?,  a?',...,  x^^^^  que  cette  substitution  laisse 
inaltérées  :  on  peut  supposer  qu'elles  aient  été  prises  pour  indices  indépen- 
dants et  se  confondent  respectivement  avec  a?,...,  x^^'-^^K 

181.  Cela  posé,  soit  B'^  une  autre  substitution  de  E,  :  étant  échangeable 
aux  substitutions  A,  A',...,  elle  remplacera  a?,...,  x^^~^\  et  en  particulier 
a?,...,  icfï*"*>  par  des  fonctions  des  seuls  indices  a?,...,  x^^~^K  D'ailleurs  on 
doit  avoir  l'égalité  B|B'j  =  B'jB|,  et  pour  cela  il  faut  évidemment  que  B'^ 
remplace  a?,...,  x^^'^^K  que  B,  n'altère  pas,  par  des  fonctions  que  B,  n'altère 
pas  non  plus,  c'est-à-dire  par  des  fonctions  des  seuls  indices  a?,...,  x^^'^^K 

Soient  a^r-f-... -i-7a?^^"*\...,  a^^'-'^jr-i- ... -h  y**'"*^^?'**'"*^  ces  fonctions. 
La  congruence  caractéristique  de  B\  contiendra  évidemment  en  facteur  le 
déterminant 


OL 


~K 


A'  = 


a(j^'-i) 


y(l*'-.)-^K 


'9 
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Mais  ses  racines  sont  toutes  égales  k  Tunité.  Donc  ce  déterminant,  égalé 
à  o  {mod.p),  aura  toutes  ses  racines  égales  à  l'unité. 

Cherchons  à  déterminer  les  fonctions  de  a?,...,  x^^'"^^  que  B',  multiplie 
par  un  facteur  constant.  Ce  facteur  s'obtiendra  en  résolvant  la  congruence 
A'^o.  Il  se  réduit  donc  à  l'unité.  Soit/x"  le  nombre  des  fonctions  distinctes 
de  a?,...,  00^^'^*^  que  B\  laisse  ainsi  inaltérées  :  on  peut  supposer  qu'elles  ont 
été  prises  pour  indices  indépendants  et  se  confondent  avec  a?,...,  a?^t*"~*^ 

182.  Soit  maintenant  B'  une  autre  substitution  de  E,  :  elle  remplacera 
ce,...,  x^^'-^*^  par  des  fonctions  de  ces  seuls  indices.  En  outre,  étant  échan- 
geable à  B'i,  elle  remplacera  a?,...,  a?^'^"""*^  que  B'j  n'altère  pas,  par  des 
fonctions  que  B\  n'altère  pas,  c'est-à-dire  par  des  fonctions  de  ces  seuls 
indices. 

On  voit  ensuite  qu'il  existe  des  fonctions  de  a?,...,  x^^''"*^  que  B'  n'altère 
pas,  etc.  Poursuivant  ce  raisonnement,  on  arrive  à  ce  résultat  : 

Il  existe  certaines /onctions  des  indices  ^,...,  x^^"*^  qui  ne  sont  altérées  par 
aucune  des  substitutions  Bf ,  B'^ , . . .  du  faisceau  E^ . 

Soit  jXi  le  nombre  de  celles  de  ces  fonctions  qui  sont  distinctes  :  on  peut 
admettre  qu'elles  se  confondent  avec  a?,...,  x^^^^^K  Cela  posé,  chacune  des 
substitutions  de  Ef,  telle  que  B4,  remplace  respectivement  les  indices  de  la 
première  série  a;,...,  ir^'^»-*•^  x^^^\...,  a?^»*"'^  par  des  fonctions  de  la  forme 
suivante  : 

j:,  . .  . ,  j:î^-'),  «(!*»)  j;(*'«>  -h ...  4-  y<»*«'  x^^-')  -f-  (pC^), .  . . , 

f^'^',...,  ç^i*-*^  étant  des  fonctions  de  ^,...,  x^^^^^K 

183.  Posons  maintenant  Bi  =CD,  C  étant  la  substitution  qui  remplace 
les  indices  x^^^\...j  x^^^^^  par 

et  leurs  conjugués  par  les  fonctions  conjuguées,  sans  altérer  aucun  des 
autres  indices.  Décomposons  de  même  chacune  des  substitutions  B'^,  B' ,... 
en  un  produit  de  deux  facteurs,  et  soit  B'j  =  CD',  B' =  C"D",....  Les  sub- 
stitutions C,  C,  C",...  sont  échangeables  entre  elles.  Car  si  C  n'était  pas  échan- 
geable à  C,  il  est  clair  que  B^  ne  le  serait  pas  à  B'^.  En  outre,  chacune  de 
ces  substitutions  a  pour  ordre  une  puissance  de  p.  Car  pour  qu'une  puissance 
de  B,  se  réduise  à  l'unité,  il  faut  évidemment  que  la  puissance  correspon- 
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dante  de  C  se  réduise  à  l'unité.  Donc  Tordre  de  C  est  égal  à  celui  de  6,,  ou 
le  divise  :  donc  il  est  une  puissance  de  p. 

Appliquant  au  groupe  (C,  C\  C\...)  les  raisonnements  faits  pour  le 
groupe  (B,,  B'^,  B%...)  (180-182),  on  voit  qu'il  existe  des  fonctions  des 
indices  j?^'*»^...,  x^^"*^  que  C,  C,  C",...  n'altèrent  pas,  et  que,  par  suite,  B,, 
B', ,  B',...  accroîtront  simplement  de  certaines  fonctions  de  ^r,...,  a?^^'^*^ 
Soit  jXa  'e  nombre  de  ces  fonctions,  on  pourra  supposer  qu'elles  se  con- 
fondent avec  x^^'\,..,  ;r^»*«+i*«-*). 

184.  Poursuivant  ce  raisonnement,  o.n  obtient  le  résultat  suivant  : 

Les  indices  de  la  série  ar,...,  a?*^"'^  peuvent  être  choisis  de  manière  à  se  ré- 
partir en  classes  telles  y  que  chacune  des  substitutions  de  E|  laisse  ini^ariables  les 
indices  de  la  première  classe,  et,  plus  généralement,  n'ait  d'autre  effet  que 
d* ajouter  aux  dis^ers  indices  de  chaque  classe  certaines  fonctions  des  indices 
des  classes  précédentes. 

Dans  les  séries  conjuguées  de  la  série  £c,...,  a^^^^^  on  prendra  pour  in- 
dices indépendants  ceux  qui  sont  conjugués  de^,...,  xf'^^K  Chaque  substi- 
tution de  Ëf  les  remplaçant  par  les  fonctions  conjuguées  de  celles  par  les- 
quelles elle  remplace  a?,...,  x^^^  (1*9)»  ils  se  trouveront  tout  naturellement 
répartis  en  classes,  conjuguées  de  celles  de  la  première  série. 

185.  Si  les  indices  07,...,  xf-^^^^  ne  forment  que  deux  classes,  il  est  clair 
que  toutes  les  substitutions  définies  par  la  propriété  précédente  sont  é.chan- 
geables  entre  elles,  et  peuvent  être  contenues  simultanément  dans  £«.  S'il  y 
a  plus  de  deux  classes,  il  n'en  est  plus  ainsi,  et  de  nouvelles  recherches 
seraient  nécessaires  pour  préciser  la  forme  de  ce  faisceau  :  mais  nous  remet- 
trons cette  étude  à  une  autre't)Ccasion,  les  résultats  déjà  démontrés  étant 
suffisants  pour  les  applications  qu'on  trouvera  dans  cet  ouvrage. 

Voici  pourtant  quelques  résultats  particuliers  dont  on  retrouvera  aisé- 
ment la  démonstration,  et  qui  donneront  quelque  idée  de  la  grande  variété 
de  formes  dont  le  faisceau  E,  est  susceptible  : 

1^  Si  chaque  classe  ne  contient  qu'un  seul  indice,  les  substitutions  de  E, 
peuvent  être  mises  sous  la  forme 


I  X,  x\,.,,  x(v--')      X  -h  ax'  -h  bx"  -f-...-H  ex^^^^\  x'  -+-  ax"  -+-  fc^""  -h...,...,  x 


(ji-0 


Réciproquement,  les  substitutions  dCvCette  forme  sont  toutes  échangeables 
entre  elles  et  peuvent  être  simultanément  contenues  dans  £< . 

2**  Si  les  jUL  indices  a?,  a/,...,  x^^^^  se  partagent  en  trois  classes,  conte- 
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nant  respectivement  i  ^  fx  —  2,  i  indices,  désignons  par  x  Tindice  unique 
qui  forme  la  troisième  classe,  par  j^...,  j^_2  c^ux  qui  forment  la  seconde, 
par  z  celui  qui  forme  la  première  :  les  substitutions  de  E4  pourront  être 
réduites  à  la  fois  à  la  forme  générale  suivante  : 

les  coefficients  a, , . . . ,  a;., . . . ,  a  étant  quelconques,  et  les  coefficients  br  déter- 
minés par  les  relations 

^  J  ftap^a^p-,     Cl     6,p_,^a,p,     lorsque  p  <  m -h  I , 

(  ba     ^a„      lorsque  (7>2/w, 

m  étant  un  entier  constant  nul  ou  positif,  mais  dont  le  double  ne  surpasse 
pas  fjL  —  2. 

Réciproquement,  toutes  les  substitutions  de  cette  forme  sont  échangeables 
entre  elles,  et  peuvent  appartenir  a  la  fois  à  E^ .  On  aura  ainsi  pour  ce  fais- 
ceau autant  de  types  généraux  distincts  qu*il  y  a  de  manières  de  déter- 
miner m. 

3**  Si,  au  lieu  de  jx  indices,  on  en  avait  /x-hi,  x,  x\  ji,..,  y^i-j,  z,  ré- 
partis en  trois  classes,  qui  contiennent  respectivement  2,  /Ji  —  a,  i  indices, 
on  obtiendrait  pour  E|  des  types  variés.  Nous  en  citerons  quelques-uns,  qui 
se  rattachent  immédiatement  à  ceux  que  nous  venons  d'examiner.  Leurs 
substitutions  sont  les  suivantes  : 

X         :r  -t- «,  j, -h  .  . . -4- ar7*r -f-.  .  . -h  az  | 

X'  ^'  -h  .  .  .  -f-  (  fli  C|,r  -h,  .  .-\-  a,J  Cfi,r  -f-  ...  ;  ^V  +  .••-+    P^     ' 

•i 

y,        y,  +  b,z 


il) 


I 


Z  z 


où  a,,...,  a^,...,  a,  p  sont  quelconques;  60...,  b^^  sont  déterminés  par  les 
relations  (6);  et  les  coefficients  ù^^^r  sont  liés  entre  eux  par  les  relations  sui- 
vantes, où  p,  p'  sont  supposés  </w-i-i,  et  d,  (/  >  2/n  : 

(oj  i  ^  ,  ,  

Pour  avoir  Tordre  du  faisceau  ainsi  déterminé,  on  remarquera  que  le  nombre 
des  coefficients  qui  restent  indéterminés  dans  l'expression  (7)  après  qu'on 
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a  tenu  compte  des  relations  (6)  et  (8)  est  de  |x  4-  ^  "" '  -^-~~-^  —m.  Cha- 
cun d'eux  est  d'ailleurs  susceptible  de/>^  valeurs  distinctes»  v  étant  le  nombre 
des  séries  conjuguées  à  celle  que  Ton  considère. 

186.   Théorème.    —    Soient  G  un  faisceau  dont  les  substitutions  soient 

linéaires  et  échangeables  entre  elles  ;  F  et  E  les  deux  faisceaux  partiels  dans 

lesquels  il  se  partage  ;  Û  l'ordre  de  F.  Parmi  les  substitutions  qui  accroissent 

les  indices  de  nombres  constants ,  il  en  existe  plus  de  Q  qui  sont  échangeables 

à  toutes  les  substitutions  deE. 

Cette  proposition,  qui  sert  de  lemme  essentiel  à  des  démonstrations  impor- 
tantes, découle  très-naturellement  de  ce  qui  précède. 

Réduisons  en  efTet  les  substitutions  de  F  k  leur  forme  canonique  (176-178)  ; 
et  supposons  que  les  nouveaux  indices  se  partagent  en  systèmes,  contenant 
respectivement  /xv,  jul'v',...  indices,  respectivement  répartis  en  v,  v',...  séries. 
Les  substitutions  de  F,  multipliant  chacune  tous  les  indices  de  la  première 
série  du  premier  système  par  une  même  puissance  de  i  (177j,  sont  toutes 
de  la  forme  S^S«,  S  étant  la  substitution  qui  multiplie  ces  indices  par  i,  et 
S|  une  substitution  de  F  qui  laisse  invariables  ces  indices,  et,  par  suite, 
leurs  conjugués. 

Cela  posé,  soit  q  le  degré  de  la  première  des  puissances  successives  de  i 
qui  se  réduit  à  i  (mod./>);  ce  nombre  divise/?^— i;  car  tétant  racine  d'une 

congruence  irréductible  du  degré  v,  on  aura  «'*''-* ^i.  Soient  d'autre  part 
S'i,  S' «...  celles  des  substitutions  de  F  qui  laissent  invariables  les  indices 
du  premier  système;  iï  le  nombre  de  ces  substitutions.  Les  diverses  substi- 
tutions de  F  s'obtiendront  évidemment  en  posant  successivement  a^o, 
I,...,  q  —  i  et  S,  =S',,  S'^j,...  dans  l'expression  S*S,;  et  leur  nombre  usera 
égal  à  qSï. 

On  verra  de  même  que  iï  =  q'Q,'\  q'  étant  un  diviseur  de  /?^.— î,  et  û" 
l'ordre  du  groupe  partiel  formé  par  celles  des  substitutions  de  F  qui  laissent 
invariables  les  indices  des  deux  premiers  systèmes.  Poursuivant  ainsi,  on 
trouvera  enfin  que  Q  est  un  diviseur  de  {p^—i){p^—i).... 

Cela  posé,  chaque  substitution  de  Ë  résulte  de  substitutions  partielles 
exécutées  sur  les  indices  des  divers  systèmes  (179).  Supposons  les  indices 
choisis  dans  chacun  de  ces  systèmes  de  manière  à  se  répartir  en  classes, 
comme  il  est  indiqué  (184).  Soient  x^  y^...  les  indices,  en  nombre  X,  de  la 
dernière  classe  de  la  première  série  du  premier  système;  a?,,  j^i,...;...; 
a?y.,,  j^v-if-  ^'-eux  des  classes  conjuguées  de  celle-là.   Soient  de  même 
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a?',  j',...  les  indices  en  nombre  X'  de  la  dernière  classe  de  la  première  série 
du  second  système;  œ\f  y', ,...;...;  x[,_^,  y[._^,,,.  ceux  des  classes  conju- 
guées, etc.  On  aura  ainsi  Xv-f-X'v'-f-...  indices  appartenant  aux  dernières 
classes  de  leurs  séries  respectives.  Chaque  substitution  de  E  accroîtra  sim- 
plement ces  indices  de  fonctions  linéaires  des  indices  u,  v,...  appartenant 
aux  classes  précédentes,  et  remplacera  ces  derniers  par  des  fonctions 
linéaires  de  w,  f^,...  (184). 

Il  résulte  évidemment  de  là  que  les  substitutions  de  E  sont  échangeables 
à  toute  suh^titution  2  qui  accroît  respectivement  j;,j,...;...;  07^-1,  yv-i»--*» 

a',  /5',. ..;...;  a',_j,  jS'^.,, ...;...  sans  altérer  a,  ^, Or  si  Ton  prend  pour 

a,  /3,...  des  fonctions  entières  quelconques  de  1;  pour  «p,  jSp,...  leurs  conju- 
guées; pour  a',  ]3',...  des  fonctions  entières  quelconques  de  l'imaginaire  1', 
analogue  à  i,  etc.,  il  est  clair  que  2  ne  sera  imaginaire  qu'en  apparence,  et 
prendra  la  forme  réelle  lorsqu'on  remplacera  les  indices  imaginaires 
a?  =  X-i-îY4-...4-t^""*Z,...  parles  indices  réels  X,  Y,...,  Z,....  Mais  a,|3,... 
peuvent  être  choisis  chacun  de  p^  manières;  a',  |S',...  de  p""  manières,  etc.  : 
donc  les  substitutions  distinctes  de  la  forme  2  sont  en  nombre  ^^^"»->'^'+---, 
nombre  évidemment  supérieur  à  î),  même  dans  le  cas  le  plus  défavorable, 
où  l'on  suppose  X  =  X'  = . . .  =  i . 

Substitutions  permutables  aux  faisceaux  précédents. 

187.  Soit,  comme  précédemment,  G  un  faisceau  de  substitutions  linéaires, 
échangeables  entre  elles  :  et  cherchons  à  déterminer  les  principales  pro- 
priétés du  groupe  I  formé  par  les  substitutions  linéaires  qui  sont  permu- 
tables à  G. 

188.  Théorème.  —  Si  G  contient  des  substitutions  dont  l'ordre  ne  soit  pas 
premier  à  p,  l  ne  pourra  être  primaire. 

En  effet,  soit  E  le  faisceau  partiel  formé  par  celles  des  substitutions  de  G 
dont  l'ordre  est  une  puissance  de  p  (173).  Les  transformées  de  ses  substitu- 
tions par  une  substitution  quelconque  de  I  appartiendront  à  G,  par  hypo- 
thèse, et  auront  pour  ordre  une  puissance  de  p.  Donc  elles  appartiendront 
à  E  :  donc  E  est  permutable  aux  substitutions  de  I. 

D'ailleurs  il  existe  certaines  fonctions  des  indices  que  les  substitutions 
de  E  laissent  invariables  (179-182).  Ces  fonctions  peuvent  s'exprimer  linéai- 
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rement  au  moyen  d'un  certain  nombre  de  fonctions  distinctes,  x,  x\...  que 
Ton  peut  prendre  pour  indices  indépendants,  à  la  place  d'un  nombre  égal 
des  indices  primitifs  (143).  Soient  y,...  les  indices  restants  :  les  substitu- 
tions de  E  seront  toutes  de  la  forme  générale 

Soit  maintenant 

une  quelconque  des  substitutions  de  I  :  les  transformées  par  S  des  substitu- 
tions E  seront  de  la  forme 


Ç    (  oc  y      X     y  «  •  •  )      y  y  •   •   •  j 

(p     \  Xy      X    )    .   •   •  y     J'y  •  •   •   j 


(P     \_Xy       X     y   ,     .     .   y     J    \  Xy       ^     ,    .     .     .    y      J* y    .    .    .    j,    é    .     .  J 
CP     \_3Cy       X    y   .     .    .   y     J    [  Xy       X    y    ...   y      J'y  .    .   .   jy   .     .    .  J 


Y    \    "^J        ^     »   •    •    •    >      y  y    •    •    •    j  Y    \_OCy        X      y    .     ,     .    y      J   \   Xy        .Z*     y    .     .     •    )      J'y   .    .    .    ]y    .     .     .   J 


Mais  ces  transformées,  appartenant  à  E,  n'altëreiit  pas  les  premiers  indices  : 
on  aura  donc 

(jp  (  Xy  .^  y ...  I  y^y  •  •  •  J  ^=  9  L  ^*  ^  >  •  •  •  >  y  (  -ï^*  X  y  .  •  y  y, . . .  j, . . .  j  ^ 

<P    (  Xy      J7    ,   .    .    .   ,     ^,  *    •    ■  j    ==    9      L*^'      oc    y  ,    .    .  y    J  \  Xy      ^27    ,  .    .    .   ,     ^)^'',  .    .    .  j,  .    .    .  J  , 


Ces  relations  montrent  que  les  fonctions  9,  9',...  ne  sont  pas  altérées  par  les 
substitutions  de  E,  et,  par  suite,  sont  des  fonctions  de  a?,  ;r',...  seulement. 
Donc  les  substitutions  de  I  remplacent  XyX' y...  par  des  fonctions  de  ces  seuls 
indices  :  donc  I  n'est  pas  primaire  (142). 

189.  Passons  au  cas  où  toutes  les  substitutions  de  G  ayant  leur  ordre 
premier  a/?,  G  se  confond  avec  le  faisceau  partiel  F,  étudié  aux  n**  174-178. 
Supposons  les  indices  choisis  de  manière  k  ramener  simultanément  toutes 
les  substitutions  de  F  à  leur  forme  canonique  ;  et  soient  a?,  a:', ...  ;  j^,  j', ...;.. . 
les  séries  obtenues  en  groupant  ensemble  ceux  des  indices  que  chacune  des 
substitutions  de  F  multiplie  par  un  même  facteur  constant;  ces  substitu- 
tions prendront  la  forme  suivante  : 


A    I      X  y      X    f  « 


•  »  r.  r'> 


ax,  ax', ...,  by;  by', 


1S2 

Soit 


S  = 
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X     ji  \*^*  ^9 *  •  •  >  X*  X  y  '  'J 
X     J  i\^>  ar,...,  x>  X  »*  '  'J 


une  des  substitutions  de  I.  La  transformée  de  A  par  S  prend  la  forme 

/      {X,      X'y,,.y     y-y     f,  ,    ,     .)         /      [ŒX  y       OX' y   .     ..,       fcj,       hf  y  .    .    ,) 
f'(Xy      'X'y...y     X,     X'y")  fi^^f       ttX' y  .    ,    .  y       6/,       6^',...) 

/,  {Xy  i',.. .,  /,  j',. . .)    fx  {ax,  ax'y. . .,  6/,  6^',. . .) 
/',(j:,  j?',...,  r»  r'»---)    /'i(«^»  ao?',..   ,  6j,  67',...) 


et  comme  elle  appartient  à  F,  par  hypothèse,  elle  devra  multiplier  par  un 
même  facteur  constant  les  indices  de  la  première  série.  Si  donc  on  a 

f     (Xy       X'y..     .y      Xy      X'i"')   =    <^^       -|-    «,   OT'  +  .    .    .     4"    ^J       4"    (3,  j'   "h   .    •    •   , 

et  si  K  est  le  facteur  constant,  on  aura  « 


Tous  les  coefficients  a,  ai,...;  j3,  j3|, ...;...  ne  peuvent  être  à  la  fois  con- 
grus à  zéro.  Soit  donc,  par  exemple,  ]3^o  (mod./?).  Les  indices  x  et  v 
n'étant  pas  de  la  même  série,  il  existe  une  substitution  au  moins  dans  le 
faisceau  où  Ton  a  a^6  (mod./?).  Les  conditions  (9)  relatives  à  cette  substi- 
tution donneront 


(K-6)(3=o,    (K-6)(3, 
(K-6)(3'=o,    (K-6)P', 


o, ...,     (K — a)a^o,     (K  —  a)ai^o, ..., 
o,...,    (K  — a)a'^o,     (K  —  a)a,^o,. . ., 


d'où 


K  =  6,     (6  — a)  «^(6  — a)  «1^.  ..^(6  — a)  a' ^(6  — a)  a',  ^..  .^o. 
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OU,  comme  a^b  {mod.p)f 


Ainsi,  tous  les  coefficients  de/,/',...  sont  congrus  à  zéro,  sauf  les  coeffi- 
cients j3,  ]3,,...;  ]3',  jS*, ,...;...  qui  multiplient  les  indices  j', /',..-.  Nous  ob- 
tenons donc  ce  preujier  résultat  : 

Propositjok  I.  —  Chaque  substitution  de  I  remplace  les  indices  d*une 
même  série  a?,  a?', . . .  par  des/onctions  linéaires  des  indires  y,  y\...  d'une  seule 
et  même  série.  • 

190.  Les  fonctions  linéaires  de  j,  y',...  que  S  fait  succéder  à  x^  x\... 
doivent  être  toutes  distinctes,  pour  que  le  déterminant  de  S  ne  soit  pas 
congru  à  zéro  :  mais  le  nombre  des  fonctions  distinctes  que  Ton  peut  former 
avec  les  indices  j,  ^',...  est  au  plus  égal  au  nombre  de  ces  indices  :  donc 
\e  nombre  des  indices  y,  7',...  est  au  moins  égal  à  celui  des  x,  ocf 

D'autre  part,  la  substitution  S*^',  qui  fait  partie  de  I,  remplaçant  certaines 
fonctions  dey,^',...  respectivement  para?,  a?',...,  remplacera  j,j',...  par 

des  fonctions  dans  lesquelles  entreront  ces  indices  a?,  x\ D'ailleurs  ces 

fonctions  ne  doivent  contenir  les  indicesque  d'une  seule  série  (Proposition  I). 
Donc  S~*  remplace  7,  ^',...  par  des  fonctions  des  seuls  indices  a?,  a/,..., 
lesquels  devront  être  en  nombre  au  moins  égal  à  celui  des  indices  /,  j'«  ..t 
pour  que  le  déterminant  de  S"'  ne  soit  pas  congru  à  zéro.  On  a  donc  le 
résultat  suivant  : 

Proposition  II.  —  Le  nombre  des  indices  de  la  série  y^  jk'»»*-  ^^  précisé- 
ment égal  à  celui  des  indices  de  la  série  a?,  a?', . . . . 

191.  La  substitution  A  multipliant  y^  y\»>»  par  6,  nous  venons  de  voir 
que  sa  transformée  par  S  multiplie  a?,  x\...  par  b.  D'ailleurs  elle  fait  partie 
de  F.  La  suite  des  coefficients  6,  6',...,  par  lesquels  les  diverses  substitu- 
tions de  F  multiplient/,  /',...,  est  donc  identique,  à  Tordre  près,  à  la  suite 
des  coefficients  a,  a',...  par  lesquels  elles  multiplient  a?,  x\....  Donc,  si  a, 
a',...  s'expriment  au  moyen  d'une  imaginaire  /,  de  degré  v,  il  en  sera  de 
même  de  6,  i',...;  et  le  système  qui  contient  la  série  y^  j^',...  sera  formé  de 
V  séries^  comme  celui  qui  contient  la  série  a?,  a?',....  Ces  deux  systèmes  peuvent 
d'ailleurs  être  différents,  ou  se  confondre  en  un  seul. 

Soit  d'ailleurs  a?p,  x\ ....  l'une  des  séries  conjuguées  de  la  série  a?,  a;%.... 
La  substitution  S,  remplaçant  a?,  a?',...  par  des  fonctions  de  y^  7%...,  rem- 

20 
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placera  x^,  x\,...  par  les  fonctions  conjuguées  de  celles-là,  c'est-à-dire  par 
des  fonctions  dejp,  j'^ ,...,  conjugués  dey,  r',.... 

192.  Nous  obtenons  donc  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Choisissons  les  indices  indépendants  de  manière  à  ramener 
les  substitutions  de  Y  à  la  forme  canonique  :  groupons- les  en  séries  et  ces  séries 
en  systèmes 9  comme  il  est  indiqué  plus  haut  :  enfin  ^  groupons  les  systèmes  en 
classes  y  en  réunissant  ensemble  ceux  qui  contiennent  le  même  nombre  d*  indices, 
répartis  dans  le  même  nombre  de  séries  : 

Chaque  substitution  de  I  remplacera  les  indices  d^une  même  série  par  des 
fonctions  de  ceux  d'une  même  série  :  ceux  d'un  même  système  par  des  fonc- 
tions de  ceux  d'un  même  système  :  ceux  de  chaque  classe  par  des  fonctions  de 
ceux  de  cette  classe. 

193.  Prenons  maintenant  pour  indices  indépendants,  dans  chaque  sys- 
tème, au  lieu  des  indices  imaginaires  considérés  jusqu'à  présent,  les  fonc- 
tions réelles  en  nombre  égal  dont  ils  dépendent  (178).  il  est  clair  qu'après 
ce  changement  comme  avant,  les  indices  d'un  même  système  seront  remplacés 
dans  chaque  substitution  de  I  par  des  fonctions  de  ceux  d'un  m.ême  système , 
et  ceux  de  chaxjue  clause  par  des  fonctions  de  ceux  de  cette  m£me  classe. 

Donc  s'il  existe  plusieurs  classes,  1  ne  sera  pas  primaire  (142). 

194.  Revenons  maintenant  aux  indices  imaginaires,  et  supposons,  pour 
plus  de  simplicité,  qu'il  n'y  ail  qu'une  seule  classe,  contenant  X  systèmes 


formés  chacun  de  v  séries,  contenant  chacune  fx  indices.  La  substitution  S, 
remplaçant  les  indices  de  chaque  système  par  des  fonctions  de  ceux  d'un 
même  système,  est  évidemment  égale  à  TU,  T  étant  une  substitution  qui 
permute  les  systèmes  entre  eux  de  la  même  manière  que  S,  mais  en  rempla- 
çant les  uns  par  les  autres  les  indices  correspondants,  et  U  une  substitution 
qui  ne  déplace  plus  les  systèmes.  D'ailleurs  S  et  T  étant  réelles,  et  rempla- 
çant les  indices  d'une  même  série  par  des  fonctions  de  ceux  d'une  même 
série,  U  =  T"*  S  jouira  évidemment  des  mêmes  propriétés.  En  outre,  elle 
sera  le  produit  de  substitutions  partielles  U,,  Uo,...,  altérant  respectivement 
les  indices  du  premier  système,  ceux  du  second,  etc. 

Cherchons  la  forme  de  l'une  de  ces  substitutions  partielles,   U(    par 


y 
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exemple.  Supposons  que  U«  remplace  a?^,  â:^,...,  œ^"^^  par  des  fonctions 
de  x^^,  a7p,f...,  ^;p'^  :  on  aura  évidemment  U,  =  M;*N|,  M,  étant  la  substi- 
lulion  qui  remplace  en  général  x'f  par  j?|f2i»  et  N,  une  substitution  qui  rem- 
place a?o,  x^^...^  x^^"^^  par  des  fonctions  de  ces  mêmes  indices.  D'ailleurs  U< 
et  A!|  étant  évidemment  réelles,  il  en  est  de  même  de  N,  :  donc  N,  rempla- 
cera Xry  x^,...,  x^^"^^  par  les  fonctions  conjuguées  de  celles  par  lesquelles 
elle  remplace  x^^  a?'^,,...,  x^^^\  Donc  N,  sera  de  la  forme  suivante  ; 


N.  = 


^^•>     ^  0  >  •  •  •  et  X^       -T"   P  J?  j        ■+-  •  ■   •  y     fit   i^Tfl        -f"  P    ^  B  ~T~  t   .   .   j  •  t   . 


Xr,  a:'^,...     a''''xr+ (3'''"x'^-+-. .  .,  a'''''j:r-+- P'^^'j^'^-f  . . . , 


On  aura  de  même  ll2  =  M5*N2,  Mj  et  N2  étant  analogues  de  forme  à  M, 
^t  N,,  etc.  Donc  enfin  Ton  aura 

S=:TMVN,MVN,.... 

195.  Réciproquement,  toute  substitution  de  cette  forme  est  permutable 
r9if  groupe  dérivé  des  substitutions 


A=r 


X%^       X  g  y   •   •   *   y       X  fy       X  „  y    .    .    •  QX^y       OX  gy«.*y       M*        Xf  j       €i^      X  _  y  •     •     • 

r**  r\y  •  •  •  >  /r,  /^, . . .     hy\,  by\, . . . ,  b^^"  Yry  hf"  y\, . . . 


car 

COfl  t. 

la 


foriin 


Bs  composantes  T,  M,,  N|,  Ma,  N2,...  le  sont  évidemment.  Si  donc  F 
3nt  toutes  les  substitutions  de  la  forme  A,  I  contiendra  toutes  celles  de 
me  TMt'NjMj^Nj...,  dont  le. nombre  est  égal  à 

1.2...  X[v(/?»*"—  Ot/^'^'—p")...  (/>»""  — /^(•'■"^')]\ 

e  on  le  verra  aisément. 

au  contraire,  F  ne  contenait  qu*une  partie  des  substitutions  de  la 

A,  il  se  pourrait  que  I  ne  contint  qu'une  partie  des  précédentes. 


§  VIL  —  Groupe  orthogonal. 


Généralités, 
^^6.  Une  substitution  linéaire 

20. 
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est  dite  orthogonale^  si  l'on  a  identiquement 
d'où  les  rela-tions 

.  i  ««  -f-a'»  ^-a"»  -4-...=  /;» -f-6''  -hfc'"   +...  =  c»4-c'^  -hc"«   h-...=  ...=  i, 

Les  substitutions  orthogonales  forment  un  groupe.  Car  soient  S|,  S3  deux 
semblables  substitutions  :  toutes  deux  laissant  invariable  la  fonction 
a?^-f-y^-f-z*4-...  (aux  multiples  près  de/?),  leur  produit  la  laissera  égale- 
ment invariable  :  il  sera  donc  orthogonal. 

La  substitution  orthogonale  S  a  pour  réciproque  la  suivante 

car  si  l'on  tient  compte  des  relations  (10),  on  voit  que  SS|  se  réduit  à  l'u- 
nité. 

Les  puissances  d'une  substitution  orthogonale  étant  elles-mêmes  orthogo- 
nales, S,  le  sera  :  d'où  le  nouveau  système  de  relations 

Réciproquement,  les  relations  (10)  peuvent  se  déduire  des  relations  (i  i); 
car  si  S^  est  orthogonale,  sa  réciproque  S  le  sera. 

Les  deux  substitutions  S,  S4  ont  évidemment  le  même  déterminant,  i: 
leur  produit  a  pour  déterminant  â'^.  Mais  il  se  réduit  à  l'unité  :  donc  â^^i. 
Donc  toute  substitution  orthogonale  a  son  déterminant  congru  à  ±1.  . 

La  recherche  de  l'ordre  du  groupe  orthogonal  se  lie  étroitement,  comme 
on  va  le  voir,  à  la  résolution  des  congruences  du  second  degré  à  plusieurs 
inconnues. 

Congruences  du  second  degré  à  plusieurs  inconnues. 

197.  Problème.  —  Résoudre  la  congruence 

aix]  -h  aixl^k    (  mod.  p ), 

p  étant  un  nombre  premier  impair ^  et  a^y  a^y  k  des  entiers  dont  les  deux 
premiers  soient  non  divisibles  par  p. 
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Posons  a,  a?,  ^y  :  la  congruence  devient 

» 

(12)  j*-f-ai«axî^a,  Ar, 

et  deux  cas  sont  à  distinguer  : 

i''  Si  —  a,  a,  est  un  résidu  quadratique  de  p^  congru  à  un  carré  X*» 
nous  poserons 

d'où 

V  A-  U  V  —  H 

Y^  f        a?a^ r— > 

•'a  aA 

et  la  congruence  deviendra 

vu  ^  a,  fr. 

Si*^o  (mod./>),  on  pourra  prendre  pour  v  l'un  quelconque  des  en- 
tiers I,  2,...,/>  — i;  et  la  congruence  déterminera  la  valeur  correspon- 
dante de  u  :  on  aura  donc  p  -r  ^  solutions. 

Si  A^o,  on  pourra  prendre  ^^i,  2,...,/?  — i  avec  m^o,  ou  ^'^o 
avec  a^o,  i,  2,..., />  —  i  :  total,  '^p  —  î  solutions. 

2^  Si  —  di  a,  est  non  résidu  quadratique  de  p,  soit  i  une  racine  de  la 
congruence  irréductible  i^^  —  a,  a^  (mod.  ^),  l'autre  racine  sera  i^^^i, 
et  l'on  aura 

Posant  j -h  Wa^2,  on  se  trouve  conduit  à  chercher  le  nombre  des 
racines  réelles»  ou  exprimables  au  moyen  d'une  imaginaire  du  second  degré, 
que  comporte  la  congruence 

Si  it^o,  on  n'aura  évidemment  qu'une  seule  solution,  z  ==  o,  d'où 

Si  it^o  (mod./>),  soit  u  une  racine  primitive  de  la  congruence  u^^'^^\ , 
et  soit  a«  A:  ^  u^\  on  a 

mK/'-')  =  (û, /r)/»-'^!     (mod.  p), 
d'où 

P(/^  —  0^0    (mod. />*—  i), 
ou  enfin 

P  =  /n(/>-+-i), 
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m  étant  un  entier.  On  peut  poser  d'autre  part  z^vâ.  Substituant,  il  vient 

(1*011 

/(/?  -h  i)^  m{p  -h  i)    (mod.  /^'— - 1), 

congruence  qui  admet  les  racines  suivantes  :  m,  m  -hp  —  i,m-f-2(/>— i),.... 
Parmi  ces  racines,  il  en  existe  évidemment/?-!-  i  incongrues  suivant  le 
module  p^—i.  Les  valeurs  correspondantes  de  u^^z^y -\-  ix^  donne- 
ront /?  4- 1  systèmes  distincts  de  solutions  pour  la  congruence  proposée. 

198.  Théorème.  —  Soit  (  -  j  un  symbole  égal  à  o,  à  i  ou  à  —  i^  suivant 
que  X  sera  divisible  par  p,  résidu  ou  non  résidu  quadratique  de  p.  La  suite 


(^ 


M    /_],...,  IP j ,  présentera variations  de  signe. 


PI    \PI  \    P   /    '  2 

En  effet,  la  congruence^^^a?'*-^  i  (mod.  p)  a,  d'après  ce  qui  précède, 
/?  —  I  solutions.  Ces  solutions  sont  de  trois  espèces  :  i**  Celles  oii  x^o, 
j^dti,  au  nombre  de  deux.  2°  Celles  où  x^^a,  j^^a-hi,  a  étant 
un  résidu  suivi  d'un  résidu  dans  la  série  des  nombres  naturels.  Soit  9 
le  nombre  des  valeurs  de  a  satisfaisant  à  ces  conditions  :  chacune  d'elles 
donnera  quatre  solutions,  les  signes  de  x,  y  étant  tous,  deux  ambigus. 
3°  Enfin  on  pourra  poser  y  ^  o,  x^  +  i  ^o,  ce  qui  donne  deux  solutions 
si  /?  —  I  ^  —  I  est  résidu  quadratique,  et  n'en  donne  point  s'il  n'est  pas 
résidu. 

I®  Soit  d'abord  (  —  J  =  r.  Le  nombre  des  solutions  de  la  congruence 

y^  ^x^  -h  I  sera   2H-49  +  3==/9  —  1,  d'où  9  =     /~  —  '•  Le  nombre 

total  des  résidus  quadratiques  dans  la  série  1,  2,...,/?—  i  est  ^  "~  '  ;  nous 

venons  de  voir  que  ^-^ '  d'entre  eux  sont  suivis  de  résidus;  le  dernier, 

p—if  n'est  suivi  d'aucun  terme  :  il  en   reste  donc  ^  .      suivis  de  non 

résidus.  En  d'autres  termes,  la  suite  ( -)?•••>  (^-— )  présente  ^-7—  pas- 
sages du  signe  -4-  au  signe  — .  Mais  le  premier  et  le  dernier  terme  ont  le 
signe  -f-  :  le  nombre  des  passages  du  signe  —  au  signe  4-  sera  donc  le 
même  que  celui  des  passages  du  signe  -+-  au  signe  — .  Le  nombre  total  des 

variations  sera  donc  ^ — -- 
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2°  Soil  (  — )  =  —  f .  On  a  /?—  I  =2-f-4y»  d'^ù  ?=  ^~J~"  ^^  ï^ombre 
des  résidus  suivis  de  non  résidus  sera  '  ^    —  q?  =  *   ,  -*  Il  y  aura  donc 

^  V      passages  du  signe  -h  au  signe  —  dans  la  suite  f-U-.M  (^ y 

Mais  le  premier  terme  a  le  signe  -h  et  le  dernier  le  signe  —  :  le  nombre 
des  passages  du  signe  -—  au  signe  +  sera  donc  inférieur  au  précédent  d'une 

unité  et  égal  à  ^-j^  —  i,  et  le  nombre  total  des  variations  sera  encore ^-^  • 

199.  Thkorèsie.  *—  Le  nombre  des  systèmes  de  solutions  de  la  congruence 

rti  a;î  H-  a,  JTÎ  -H . . .  -4-  a»,  xl^  ^  ff    (  mod .  p) 

où  fli,  a2%...,  «an  sont  ^o  (mod.  p)   est  égal  à  /?^"-*— ^'"*v  ou   à 
^««~« 4»  ^^  —  ^-< )  V,  suivant  qu'on  ak^o  ou  k^o{  mod .  /?) ,  v  désignant 

pour  abréger  le  symbole  ( 1  • 

La  vérité  de  ces  formules  dans  le  cas  où  /i  =  i  résulte  du  n*^  197.  Nous 
allons  maintenant  prouver  que  si  elles  sont  vraies  pour  n  =  /  et  n  =  m, 
elles  sont  vraies  pour  n  =  /  -h  m. 

La  congruence 

(i3)  axx]  -haj^î^-. .  .H-as(/^)^î(/^m)^A' 

équivaut  aux  deux  suivantes  : 

{i4)  a.a:; -f  a^rî-h. .  .-4-a,/jr,*/=£:/, 

1 5 )  «j/4., x\i^x  -f- . . .  -^  «2(/+in) ^hi-^m) ^  fr  —  X^ 

y  étant  une  nouvelle  indéterminée. 

1*^  Soit  d'abord  k^o  (mod.  p).  Pour  toute  valeur  de  j  différente  de  o  et 
de  k  (mod.  /?),  la  congruence  (i4)  a,  par  hypothèse,  /?^'"*  —  /?'"^  X  solutions, 
et  la  congruence  (  »  5)  en  a  /?^"*~*  —  />'""'  ,a,  en  posant,  pour  abréger, 

- 1        ^^        ;  '  .^  - 1  -        ^  "  "    /  ■ 

Pour  j^o,  elles  ont  respectivement />-'■"* -i-  (p^—p^"')  >•  tM  /r'"'  — //"-'f* 
«olutions.Enfin,pour7=*,ellesenont/>^'-'--/?'-'el//'^'''-*-+-y"--//"-')/a. 
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Le  nombre  total  des  substitutions  cherchées  sera  donc 
(/>  —  ^  )  (  P^"'  —  p'"*  X)  (/>*"-'  —  /?— •  p  ) 

et,  comme  X/x  =  v  (16),  la  formule  se  trouve  démontrée. 

2^  Soit  ^^o.  Posons  d'abord  y%o  (mod./?),  puis  j^o,  et  sommons 
les  solutions  correspondantes  à  ces  hypothèses  :  le  nombre  total  obtenu 
sera 

200.  Théorème.  —  Z^  nombre  des  systèmes  de  solutions  de  la  congruence 
(i6)  Oxx]  -f-a,J7Î  -f-.  ..H-a„+,  arî„4.i^/r    (mod. /?). 

ej/  ;,«''  -  p^v\  en  posant  pour  abréger  v'  =  /(- 'y'^'^^- -  «'"^'^\ . 
En  effet,  la  congruence  (i6)  revient  aux  deux  suivantes  : 

(17)  a,arî=j, 

(18)  a,  jtJ -+-... +  a„H..^V"^*  =  *' —  r- 

La  congruence  (17)  admet  la  solution  x^o  si^^o^  et  les  deux  solu- 
tions x^±i  —  si  af  y  est  un  résidu  quadratique  H  ;  elle  n'en  admet  aucune 

si  a^y  n'est  pas  résidu.  D'autre  part,  le  théorème  précédent  donnera  le 
nombre  de  solutions  de  la  congruence  (18)  pour  chaque  valeur  de  7. 
Posons,  pour  abréger, 


(— -  i)*ai. .  .ûto+i 


h"'  (t)^"'' 


on  aura  en  tout 


2 


ou 
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systèmes  de  solutions,  suivant  que  jx  sera  égal  à  o,  i  ou  —  r .  Dans  les  trois 
cas,  en  opérant  les  réductions  et  remplaçant  juiv  par  v\  on  tombera  sur  la 
formule  à  démontrer. 

Ordre  du  groupe  orthogonal. 

201.  Théorème.  —  V ordre  du  groupe  orthogonal  de  degré  p']  [p  étant 
premier  impair)  est  égal  à  P„  P„«, . . .  P,,  P^.  désignant  le  nombre  de  solutions 
de  la  congruence 

x\->t- x\-\-. .  .-^  xl^i     (mod.  p). 

En  effet,  soit  Q„  le  nombre  des  substitutions  orthogonales  S,  S',...  qui 
laissent  invariable  l'un  des  n  indices- a?.  7,  z,...,  le  premier  par  exemple, 
et  soît  T  une  substitution  orthogonale  qui  remplace  ce  par  une  certaine 

fonction  aa? -4-  by -^^  cz -\- Les  Q„  substitutions  orthogonales  TS,  TS',... 

remplacent  x  par  a^  '\-  by  -^  cz  -h Réciproquement,  toute  substitution 

orthogonale  U  qui  produit  ce  remplacement  fait  partie  de  la  suite  TS, 
TS',...;  car  T^'U,  laissant  x  invariable,  fait  partie  de  la  suite  S,  S',.... 

Soit  donc  R„  le  nombre  de  fonctions  différentes  par  lesquelles  les  diverses 
substitutions  orthogonales  remplacent  x  :  Tordre  Q.n  du  groupe  orthogonal 
sera  égal  à  R«Q«. 

D'ailleurs,  si  Ton  pose  dans  les  relations  (iij  a=^i,  Ae^cei- ...eeto, 
elles  donnent  a'^a"=^  ...^o;  et  les  autres  coefficients  6',  c',...;  b", 
c",...;...  se  trouveront  liés  entre  eux  précisément  par  les  relations  qui 
caractérisent  l'orthogonalité  dans  le  cas  de  /i  —  i  indices.  Donc  Q„  est  égal 
à  û;,.!  :  on  aura  donc 

et,  comme  iî,  est  évidemment  égal  à  2  =  P|,  le  théorème  sera  établi  si 
l'on  prouve  qu'on  a  généralement  R^  =  P„. 

Or,  pour  qu'une  substitution  qui  remplace  x  par  ax  -^  6v  -^  cz  -h  . . . 
soit  orthogonale,  il  faut,  d'après  les  relations  (1 1),  qu'on  ait 

;  19)  a* 4-  fr* -h  c' -4- . . .  ^  I . 

Réciproquement,  nous  allons  voir  que  a,  6,  c,...  étant  un  quelconque  des 
Prt  systèmes  de  solutions  de  la  congruence  (19),  on  pourra  déterminer  une 
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substitution  orthogonale  qui  remplaçai  ce  par  eue  -^  by-^  e%  -h  » . . ,  proposition 

qui  rendra  manifeste  l'identité  R«  =  P«. 

202.  Premier  cas  :  ti  =  2.  —  La  proposition  est  évidente;  car  la  sub- 
stitution 

S  =  I  ^,  /     ax  -h  by,  ^  bx  -h  ay  \ 

est  orthogonale  et  remplace  a?  par  ax  -h  by. 

203.  Second  cas  :  ti  =  3.  —  L«  proposition  est  vraie,  si  quelqu'une  des 
quantités  i  —  a*,  i  —  6^,  i  —  c*  est  résidu  quadratique  de  p.  Car  soit,  par 
exemple, 

on  a,  par  hypothèse, 

a«+6'-f-6«=i,     (i*ou     -  4- -=— T^— =1. 

Donc  il  existe  une  substitution  orthogonale 


C  = 


a  c  c  a 


qui  n'ahère  pas  a?,  et  remplace/  par~jH-  yz.  Cette  substitution,  corn- 
binée  aux  suivantes 

A  =  I  ^,  r»  -2    x>  *•>  -s  U    B  =  I  ^»  r>  ^    *^  -•-  'r»  —  tx  -h  br,  z  |, 

qui  sont  également  orthogonales,  donne  la  substitution  ACR,  laquelle  sera 
orthogonale,  et  remplacera  œ  par  ax  -+-  by-{--cz. 

204.  La  proposition  est  vraie  pour  les  nombres  a,  b^  c,  si  elle  l'est  pour  les 
nombres  a,  b^  —  cy^  6',  c/3  -h  by  =  c\  /S,  7  étant  deux  entiers  quelconques 
satisfaisant  à  la  relation  ]S^  H-  y^^  i .  Car,  s'il  existe  une  substitution  ortho- 
gonale S  qui  remplace  x  par  ax  h-  b'y-h  c'z,  cette  substitution,  combinée 
à  la  suivante 

iy=  \  X,  y,  z     X,  Pr-f-y-z,  —  yj-f-pi?  \i 

laquelle  est  orthogonale,  donnera  la  substitution  D"*  S,  laquelle  remplace  oc 
par  ax  +  by  -h  cz. 
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205.  Cela  posé,  admettons  que  chacune  des  quantités  i  —  a*,  i  —  &*, 
i*-c^  soit  nulle  (*)  ou  non  résidu  quadratique  de  p.  Deux  cas  seront  à 

distinguer,  suivant  l'hypothèse  que  Ton  fera  sur  le  signe  de  (— )• 

Première  hypothèse  ;  (  — )  =  —  i.  —  On  pourra  choisir  p  et  7  de  telle 

sorte  que  1  —  fc'*  soit  résidu  ou  nul. 
En  effet,  supposons  b'  connu  :  on  a 

b^—  cy^=b  ,     d  ou     p^ — h~ 

Substituant  cette  valeur  dans  la  relation  jS'-h  7*^  i,  il  vient  une  con- 
gruence  du  second  degré  en  7,  qui  ne  peut  avoir  plus  de  deux  racines. 
Donc,  parmi  les  systèmes  de  valeurs  Je  j3,  7,  en  nombre  p-h  1  (197),  qui 
satisfont  à  la  relation  |3'+  7^^^  i,  il  en  existe  au  plus  deux  qui  donnent 
la  même  valeur  à  b\  Si  donc  on  fait  varier  j3  et  7,  6'  prendra  au  moins 

^ — ^  valeurs  distinctes.  Mais  le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  b'  pour 

lesquelles  1  —  fr"  est  un  non  résidu  est  seulement  ^""   -,  car  i  —  6'^  et  —  i 
étant  non  résidus,  &'*—  i  sera  résidu.  On  devra  donc  prendre  pour  6'*—  i 

Tun  des  ^T    résidus  suivis  de  résidus  dans  la  série  des  nombres  naturels  : 

4 

à  chacun  d'eux  correspondent  d'ailleurs  deux  valeurs  de  b^.  Donc,  parmi 
Ics^ — -  valeurs  distinctes  de  b\  il  en  est  une  au  moins  lelle,  que  i  —  A'*- 
soit  résidu  ou  nul. 

206.  Si  i  —  b'^  pouvait  devenir  résidu,  la  proposition  serait  démon- 
trée (203-204).  Supposons  donc  qu'il  devienne  nul.  On  prouvera  comme 
tout  à  l'heure  :  1^  que  la  proposition  sera  vraie  pour  a,  b\  d  (et  par  suite 
pour  a,  6,  c),  si  elle  l'est  pour  aoL  —  dà'^a\  b\  ai -¥  da^&\  a  et  J 
satisfaisant  à  la  relation  a^+c^^^i;  2^  que  a,  d  peuvent  être  choisis  de 
telle  sorte  que  i  —  a'^  soit  nul  ou  résidu.  Mais  on  a 


(*)  Nous  commettons  ici,  à  dessein,  et  pour  éviter  les  périphrases,  une  légère  inexactitude  de 
langage.  Ce  que  nous  disons  des  quantités  a,  ^,  c,  1  —a',  i  —  5',  i  —  c', etc.,  doit  s'entendre,  non 
de  ces  entiers  eux-mêmes,  mais  du  reste  de  leur  division  par  p. 

21. 
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et,  si  Ton  avait  i  —  a'*^i  —  ô'^^o,  il  viendrait  c"^^—  i,  résultat  ab- 
surde, —  I  étant  non  résidu.  Donc  i  —  a"  sera  résidu,  et  la  proposition 
sera  vraie. 


—  I 


207,  Seconde  hypothèse  :  ( J  =  i.  —  Les  systèmes  de  valeurs  de  p>  y 

qui  wSatisfont  k  la  relation  ^''-h  7^^  «  seront  en  nombre  p  —  i,  et  les  va- 

leurs  correspondantes  de  b'  en  nombre  ^^^^  au  moins.  Ce  nombre  est  égal 

à  celui  des  valeurs  de  b'  pour  lesquelles  i  —  b'^  (ou,  ce  qui  revient  au 
même,  b*^  —  i)  est  non  résidu;  donc,  en  faisant  varier  |3,  y,  on  donnera 
à  b*  toute  la  suite  de  ces  dernières  valeurs,  ou  une  valeur  telle,  que  Ton  ait 
I  —  b'^^o,  ou  enfin  une  valeur  telle,  que  i  -—  6'^  soit  résidu.  Excluant  ce 
dernier  cas,  dans  lequel  la  proposition  serait  démontrée,  on  pourra  sup- 
poser V  égal  à  :+:  I  ou  à  un  entier  d,  choisi  à  volonté  dans  la  suite  de  ceux 
qui  sont  tels,  que  i  —  d^  soit  non  résidu. 

On  voit  de  même  :  i**  que  la  proposition  sera  vraie  pour  a,  è',  c'  (et  par 
suite  pour  a,  6,  c)  si  elle  l'est  pour  aa  —  c'â^a\  b\  a<J -4- c'a^c",  a 
et  â  satisfaisant  à  la  relation^  «^ -h  cJ'^^  1;  i""  que  oc  ei&  peuvent  être  choisis 
de  telle  sorte  qu'on  ait  a'^zszi  ou  a'^d\  d'  étant  un  entier  choisi  à 
volonté  dans  la  même  suite  que  d, 

208.  Gela  posé,  trois  cas  sont  à  distinguer  : 

i*^  Soit  a'^dz  I,  è'^dz  I.  La  proposition  sera  vraie  pour  a',  b\c"  si  elle 
Test  pour  a"^a'î  —  fe'Ç,  b"^a!^  -h  é'e,  c"  (e,  Ç  satisfaisant  à  la  relation 
£^  -h  Ç*^  1).  Or  l'on  pourra  faire  en  sorte  que  i  —  a"^  soit  résidu.  En  effet, 
a''^,  b'^,  Ê*-l-Ç^  se  réduisant  à  l'unité,  i  —  a"^  se  réduit  à  tàa'b'eÇ.  Soient 
d'ailleurs  X  un  entier  tel  que  Ton  ait  X^^  —  1,  et  ^  un  entier  arbitraire  : 
on  aura  (197; 

e^i(.  +  i),     Ç^l.(._i), 


1?       » 
OU 


expression  qui  sera  résidu  si  — r-  et  f^*  —  1  sont  à  la  fois  résidus  ou  non 

résidus.  Mais  Gauss  a  montré  [Theoria  residuorum  biquadraticorum  Commen- 
latio prima,  16-21)  que  l'on  peut  déterminer  s^  de  telle  sorte  que  v*"  —  1  soit 
à  volonté  résidu  ou  non  résidu.  Donc  on  pourra  toujours  faire  en  sorte 
que  i  —  a"^  soit  résidu,  ce  qui  démontre  notre  proposition. 
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209.  2^  Soit  a'^±i,  b'^±d.  La  proposition  sera  vraie  si 
I  —  c"*^a'*-H  6'*^  I -h  rf^  est  résidu.  Mais  d  est  Tun  quelconque  des 
entiers  tels,  que  i  —  d^  soit  non  résidu;  il  pourra  être  choisi  de  telle  sorte 
que  I -f- rf*  soit  résidu.  En  effet,  considérons  la  suite  des  nombres  natu- 
rels I,  2,...,/?  —  i;  elle  contiendra  au  moins  un  résidu  qui  soit  k  la  fois 
suivi  d'un  résidu  et  précédé  d'un  non  résidu.  Car  si  2  est  résidu,  /?  —  2  le 
sera;  />  —  3,  />  —  4»--.  pourront  l'être  également;  mais  on  finira  par  tomber 
sur  un  nombre  p'  qui  ne  sera  plus  résidu  :  et  le  nombre  />'h-  i  sera  le 
résidu  cherché.  Supposons,  au  contraire,  que  2  soit  non  résidu  :  parmi 

les  ^ — -  —  i  résidus  supérieurs  à  2,  il  en  existe  au  moins  un  qui  soit  suivi 

d'un  résidu.  Car  si  chacun  d'eux,  sauf  le  dernier,  était  compris  entre  deux 

non  résidus,  la  suite  ( -)»  (-)»•••»  (^— — )  présenterait /?— 3  variations, 

tandis  qu'elle  n'en  présente  que -^ — -  (*)  (198).  Soit  />'h-i    le  premier 

résidu  suivi  d'un  résidu;  ce  sera  celui  qne  nous  cherchons. 

Posons  maintenant  d^  =  p'-h  i;  d^  —  \  sera  non  résidu  :  donc,  —  i  étant 
résidu,  i  —  d^  sera  non  résidu  et  i  H-  rf*  résidu. 

210.  3''  Supposons  enfin  qu'il  soit  impossible  de  choisir /3,  7,  ol,  d  de. 
telle  sorte  que  l'un  des  deux  nombres  a',  b'  se  réduise  à  di  i  :  on  pourra 
faire  en  sorte  qu'ils  se  réduisent  à  ^'  et  à  d^  ces  deux  entiers  étant  quel- 
conques, pourvu  que  1  —  é/',  i  —  rf'*  soient  non  résidus. 

Remarquons,  d'ailleurs,  qu'en  tenant  compte  des  relations 

on  aura  identiquement 

Donc,  de  quelque  manière  qu'on  choisisse  d  et  d',  on  pourra  satisfaire 
(le  deux  manières  à  la  relation 

(20)  rf»4_rf'3+rf^a=,; 

car  il  sui&ra  de  poser  rf"^  rt  &\ 


(*)  Si  /;  =  5,  on  a  ^ =/^--  3,  et  la  démonstration  précédente  est  en  défaut  :  mais  alors  on 

peut  poser  d=  1,  d'où  c'^s  i  — a'*—  b'^^i.  On  aura  donc  à  la  fois  a'&±:  1,  c's  dz  i,  et  l'on 
retombe  ainsi  sur  le  cas  discuté  au  n*"  208,  vu  l'analogie  du  rôle  joué  par  les  coefficients  b'  et  r\ 
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Cela  posé,  —  i  étant  résidu  et  i  —  rf'  ne  Tétant  pas,  rf'—  i  ne  le  sera 
pas,  et  pour  satisfaire  à  cette  condition  il  suffit  de  poser  rf^  du  r,  r*  étant 

l'un  quelconque  des  ^T'  résidus  qui  sont  précédés  de  non  résidus  (198). 

Donc  d  peut  être  choisi  de  ^^  '  manières;  de  même  pour  d\  Si  donc  on 

choisit  d  et  d\  puis  d''  de  toutes  les  manières  possibles,  on  obtiendra 

-  (/>  —  i)*  systèmes  de  solutions  à  la  congruence  (20).  La  proposition  sera 

vraie  pour  a,  b,  c,  si  elle  Test  pour  l'un  quelconque  de  ces  systèmes.  Car 
elle  est  vraie  pour  a,  b,  c,  si  elle  l'est  pour  d,  d\  c";  mais  elle  le  sera 
pour  d,  d\  c'\  si  elle  l'est  pour  rf,  d\  —c"  :  car  soient  S  la  substitution 
orthogonale  qui  remplace  x  par  dx  +  d'y  —  c"z,  E  la  substitution 


1  oc  y  y\  z     X,  X,  —  z 


I 


la  substitution  orthogonale  ES  remplacera  x  par  dx  -h  d'y  -h  c" z. 

Si  donc  la  proposition  n'était  pas  toujours  vraie,  elle  serait  fausse  pour 

tous  les  -{p  —  i)*  systèmes  de  solutions  de  la  congruence 

dans  lesquels  i  —  a*  et  1  —  6*  seraient  non  résidus.  Notre  discussion  a 
montré  qu'elle  est  vraie  pour  tous  les  autres*  en  nombre />^  -h  p  —  -{p—  if. 
On  aurait  donc  ici 

d'où 

Mais  le  groupe  orthogonal  étant  contenu  dans  le  groupe  linéaire,  ilj  doit 
diviser  l'ordre  {p^— i)  {p^  —  p)  [p^  —  p^)  dé  ce  dernier  groupe.  Donc 
/>*-f- 4/^—1,  étant  premier  à  p,  divisera  {p^  —  ^)  {p^  —  1)1  il  divisera 
donc  68/?—  12,  reste  de  la  division  algébrique  de  (/>*  —  0  (/^*  ""  0  P^'* 
/?*  -4-  4/?  —  I .  Mais,  si  /;  >  68,  />^-h  ^p  —  1  est  plus  grand  que  6Sp  —  \  2 
et  ne  peut  le  diviser;  on  vérifie  aisément  qu'il  ne  le  divise  pas  davantage 
si  /?  <  68.  Donc  l'hypothèse  faite  est  absurde,  et  la  proposition  est  vraie 
dans  tous  les  cas. 
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211  Troisième  cas  :  /i>  3,  —  On  verra,  comme  aux  n*^*  203  et  208,  qu'il 
existe  une  substitution  orthogonale  qui  remplace  x  par  oâ^+^x+cz+^^i^H- . . . 
[a,  hy  c,  </,...  satisfaisant  à  la  relation  (19)]  :  i^si  Tune  des  quantités  i  — a^, 
I  —  6^,...  est  un  résidu  quadratique;  2^  si  deux  des  coefficients  a,  6,... 
sont  congrus  à  ±:  1 . 

Supposons  qu'aucune  de  ces  circonstances  ne  se  présente.  Parmi  les 
sommes  de  trois  carrés  a*-f-fr^-Hc*,  a'-hfc'-+-rf*,  fc*H-c^-f-rf*,...,  il  en 
existe  une  au  moinsnon  congrue  à  céro.  Car  s*il  en  était  autrement,  et  que  n 
fût  de  la  forme  3^  +  i,  a,  6,  c,...  seraient  tous  congrus  k  =i=  i.  En  effet,  la 
somme  des  3*H-i  carrés  a*,  i',  c*,...  serait  congrue  à  i,  et  la  somme 
de  3A  quelconques  d'entre  eux  le  serait  à  zéro  :  le  carré  restant  serait  donc 
congru  à  1.  Si,  au  contraire,  n  était  de  la  forme  3i:  +  n,  la  somme  de  deux 
quelconques  de  ces  carrés  serait  congrue  à  i  :  la  somme  de  six  carrés  quel- 
conques serait  donc  congrue  à  3.  Mais  d'autre  part  elle  le  serait  à  zéro.  On 
devrait  donc  supposer /?  =  3  :  maisalorson  auraa*^6*^c*^...^i  si  a, 
b,  c,...  ne  sont  pas  nuls,  et  1  —  a^  égal  à  un  résidu  quadratique,  si  a^o. 
On  retombe  donc  nécessairement  sur  une  des  deux  hypothèses  pour  les- 
quelles le  théorème  est  démontré. 

212.  Supposons  donc 
Soit 

une  substitution  orthogonale  quelconque  entre  les  trois  indices  x^  y,  z:  po- 
sons 

<ia  -h  *[3  H-  ry  SE  a',     aa'  -h  6(3'  h-  c/  s  ^     ua"  4-  6(3"  -f-  cy"  =  c\ 

S'il  existe  une  substitution  orthogonale  S  qui  remplace  <v  par 
(a  substitution  2S  le  remplacera  par 

^wr  -h  6/  H-  <?z  -h  rfa  -t- 

Donc  la  proposition  est  vraie  pour  Tune  de  ces  fonctions,  si  elhe  Test  pour 
l'autre. 
Mais  a,  JS,  7  sont  des  entiers  arbitraires  {)>armi  ceux  qui  satisfont  à  la  re- 
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lation 

(21)  a>_|_(3a-4_ya=i, 

et.  nous  allons  voir  qu'on  peut  les  choisir  de  telle  sorte  que  Ton  ait  a'^o, 
d'où  I— a'^^i,  auquel  cas  la  fonction  a'x-\-b'y-^  &z-\-du-h...  devient 
l'une  de  celles  pour  lesquelles  la  proposition  est  démontrée. 

En  effet,  a^-\-b^-{-c^  étant  ^o  [moA.p),  a,  h,  c  ne  sont  pas  tous  congrus 
à  zéro.  Soit  a^o  (mod./>)  :  la  relation  a'^o  donnera* 

éô-h  cy 

a 

valeur  qui,  substituée  dans  (21),  donnera 

(22)  (6» -h  a')P'  +  2écPy  -h(c»-h  a')  y'  =  a». 

Cela  posé,  si  b^  -h  a^  et  c^  -f-  a*  sont  à  la  fois  congrus  à  zéro,  é  et  c  ne  le 
seront  pas;  et  la  relation  (22}  se  réduisant  à 

on  pourra  y  satisfaire  par  des  valeurs  convenables  de  /3  et  de  7.  Soit  au  con- 
Iraire  b^-h  a^%o{moà.p);  posons 

•.'23)  (6»-ha»)(3-f-  6cy  =  (3'. 

La  relation  (22)  devient 

p'»  -h  [(c»  -4-  a^)  (b^  4-  a»)  —  é»c*]  y»  =  a-(6^  -h  a'), 
et  comme  le  coefficient 

*  y  \ 

n'est  pas  congru  à  zéro,  on  pourra  déterminer /?  —  (~^^  )  systèmes  de  va- 

leurs  de  7  et  de  j3'  qui  satisfassent  à  cette  relation.  Les  valeurs  correspon- 
dantes de  /3  s'obtiendront  par  la  congruence  (23). 

213.  Théorème.  —  L'ordre  iî„  du  groupe  orthogonal  de  degré  2"  est  égal 
à  M|,M«-.,..-  Mat  M^  étant  égal  à  2'""*  ou  à  2'""'*  —  i,  suis^ant  que  r  est  pair  ou 
impair. 

En  effet,  on  a,  comme  dans  le  cas  où  p  est  impair,  Û„  =  R„îî|,_,,  R«  étant 
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le  nombre  de  fonctions  différentes  ax-h  by-\-cz  -h...  par  lesquelles  les 
substitutions  orthogonales  permettent  de  remplacer  œ.  Mais  a,  b,  c,...  satis- 
font à  la  congruence 

«'-+-  6* -h  c*-i-  . .. ^i    (mod. 2)» 

laquelle  se  réduit  à 

(24)  aH-6-+-c-i-...^i     (mod.2), 

à  cause  des  identités  a^^a^  fe^^i,...,  et  a  2"""*  systèmes  de  solutions,  les 
n  —  i  quantités  b,  c,...  restant  arbitraires,  pourvu  que  a  soit  déterminé 
par  la  congruence  {2/4). 

Soit  a,  b,  c,...  un  quelconque  de  ces  systèmes  de  solutions  :  si  a,  6,  c,... 
ne  sont  pas  à  la  fois  congrus  à  i,  il  existe  une  substitution  orthogonale  qui 
remplace  x  par  ax-\-by-hcz -h ....  Car  supposons  par  exemple  n  =  5, 
a^ô^c^i,  d^e^o  :  les  deux  substitutions 

I  x,x,  Zy  M,  V     u,x,  z,x,v  I, 
I  ^»  ^»  ^>  «>  «^    Y  -^  z-^Uy  z  -h  u-{-  Xy  u  -^  X  -hjr,  u,  V  I 

sont  orthogonales,  et  leur  produit  remplace  x  par  a?+j+  z. 

Au  contraire,  si  a,  6,  c,...  sont  tous  congrus  à  i,  il  n'existe  aucune  sub- 
stitution orthogonale  qui  remplace  x  par  flw?H-  éy-+-cz-h....  Car  les  autres 
coefficients  a\  b\  c\...  de  cette  substitution  devraient  satisfaire  aux  rela- 
tions incompatibles 

On  aura  donc  R;,=  2""*—  1  ou  =  2""*,  suivant  que  a^b^c^...^\ 
est  ou  noir  un  système  de  solutions  de  la  congruence  (24)»  c'est-à-dire  sui^* 
vant  que  n  sera  impair  ou  pair.  Donc  on  aura  dans  tous  les  cas  R„  =  M,,,  d'où 

214.  L'ordre  du  groupe  orthogonal  de  degré  2"  s'obtient  encore  en  re- 
marquant que  la  fonction  â?^  4-7^  +  2^  +  ...  que  ses  substitutions  laissent 
invariable  se  réduit  à  a?-hj-t-  24-...  (mod.  2).  Soit,  pour  abréger,  X  cette 
dernière  fonction;  prenons  pour  indices  indépendants  X,  7,  z,....  Les  sub- 
stitutions orthogonales,  laissant  X  invariable,  prendront  la  forme  suivante  . 

X,7,  z,...     X,  fl'X-+-6'r-hc'-3-h...,  a''X-+-*"/-hc''z-h...,..,  |, 

22 
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OÙ  les  coefficients  a',  a",...  peuvent  être  quelconques,  et  où  h\  c',...;  h\ 
c%...;...  doivent  être  choisis  de  telle  sorte,  que  leur  déterminant  ne  soit  pas, 
congru  à  zéro.  Le  nombre  des  substitutions  orthogonales  sera  donc 

2«-'  (2"-*  —  l)  (2»"'  —  2).  .  .  (2"-'  —  2«-2), 

résultat  qui  s'accorde  avec  le  précédent. 

215.  Le  groupe  orthogonal  est  évidemment  contenu  dans  le  groupe  plus 
général  formé  par  les  substitutions  qui  multiplient  a?^.-i-j*-+-2^-h...  par  un 
facteur  constant  (abstraction  faite  des  multiples  de  p). 

Soit  r  une  racine  primitive  de  la  congruence  r^^^  ^  i ,  et  soient  a,  |3  deux 
entiers  qui  satisfassent  à  la  congruence  a'-h  j3*^r.  Le  groupe  cherché  r 
contient,  si  n  est  pair,  la  substitution 

T  =  I  ^,  y^  Zy  M,. ...     ax  -^  (3j,  ^x  —  a/,  olz  +  (3m,  (3w  —  az,. .  .    | 

qui  multiplie  a?*-+- j^-h^^-h...  par  r.  Soit  maintenant  S  une  substitution 
de  r,  laquelle  multiplie  cette  fonction  par  m^rP.  On  aura  évidemment 
S  =  TPU,  U  étant  une  substitution  orthogonale.  L'exposant  p  pouvant 
prendre  les  valeurs  o,  i,...,  /?  —  2,  l'ordre  de  r  sera  égal  à  /?  —  i  fois  celui 
du  groupe  orthogonal. 

216.  Au  contraire,  si  n  est  impair,  il  ne  parait  exister  aucune  substitu- 
tion qui  multiplie  a7*-i-j^^-f-2^H-...  par  r.  Nous  allons  le  démontrer  en 
toute  rigueur  pour  /i  =  3. 

Soit 

ê 

S  =  I  07,  r>  ^     ax  -^hy-^  cz,  d x  H-  h'y-\-  c'  z,  d*  x  -f-  b" y  -h  c" z  \ 

une  substitution  qui  multiplie  x^-\-y^  -h  z^  par  m\  et  soient  a,  ^,  7  trois 
entiers  quelconques  satisfaisant  à  la  relation  a^-h  jS^-f-y^^  i.  Il  existe  une 
substitution  orthogonale  2  qui  remplace  x  par  aa? -h  jSj -f- yz  (203-210). 
Sa  réciproque  2""*  S  sera  (196)  de  la  forme 

I  x^y^z     ax-i-...,  (3x-h...,  yjT-h...   |. 

Si  l'on  détermine  a,  p,  7  de  telle  sorte  que  Ton  ait  aa  -f-  6^  -h  cy^o  (212), 
la  substitution  Ir^  S  sera  de  la  forme 

2-'  S  =  I  x,yy  z     by  -h  cz,  a!  x  -\-  b'y  -h  d  z,  a!*  x  -+-  b" y  H-  c"  z  |. 
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Mais  elle  multiplie  x^-^y^-h  s*  par  m,  d'où  les  relations  : 

a'»  H-  a'''  =  6*  -f-  b'^  -F-  y'=c^  -h  c'»  -h  c">  =  m, 
a' 6'  4-  ci'V'  =  a!c'  -+-  a"^ï-'=  6c  -î-  6'c'  4-  h" c"  =  o. 

D'ailleurs,  2~^S  n'ayant  pas  son  déterminant  congru  à  zéro,  cd^  à'  ne 
peuvent  être  à  la  fois  congrus  à  zéro.  Soit,  par  exemple,  a'^o  (mod.jE>); 
posons  6"^ ta',  c"^'^ a!  :  il  viendra  successivement,  en  vertu  des  rela- 
tions précédentes, 

é's— T«",  c'  =  — t'a",     osAcH-Tr'(a'»  +  a"')  =  6cH-mTT', 
m  =  fc»  4-  r^(a"  -+-  a"')  =  6*  -h  mr'  =  c^  +  r" («"  "+-  «"')  =  c'  -h  wt'*. 

On  en  déduit 

6'c'  =  m»t't'*sm>(i  — T*)(i  — r'*); 
d'où 

Mais  le  déterminant  de  1"*  S  n'étant  pas  congru  à  zéro,  l'un  au  moins  des 
entiers  6,  c  ne  sera  pas  congru  à  zéro.  Soit,  par  exemple,  6^o(mod./?); 

m^~  sera  un  résidu  quadratique  de  /?,  autrement  dit,  une  puissance 

paire  de  r. 

Cela  posé,  F  contient  la  substitution  T  qui  multiplie  chaque  indice  par  r: 
car  elle  multipliera  x^-^y^-hz^  par  r^;  et  il  est  clair  que  toute  substitu- 
tion de  r  qui  multiplie  cette  fonction  par  m^r^^  sera  de  la  forme  T'^U, 
U  étant  orthogonale. 


§  VIII.  —  Groupe  abelien. 

Définition f  ordre  et  facteurs  de  composition. 

2t7.  Dans  ses  importantes  recherches  sur  la  transformation  des  fonctions 
abéliennes,  M.  Hermite  a  dû  résoudre  le  problème  suivant  : 

Soient  j?,,  ji,...,  a?„,  yn\  ^m  'îif-»  ?n»  ^n  deux  suites  de  2n  indices^  ré- 
partis en  n  couples  dans  chacune  d'elles;  et  soit  donnée  la  fonction 

Trouver,  parmi  les  substitutions  du  grotte  linéaire  du  degré  p^",  celles  qui, 
étant  opérées  à  la  fois  sur  chacune  des  deux  suites  d'indices  qui  entrent  dans 

22. 
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la  fonction  f ,  multiplieront  cette  fonction  par  un  simple  facteur  constant  [abs- 
traction faite  des  multiples  dep). 

Il  est  clair  que  si  deux  substitutions  S,  S'  multiplient  respectivement  tf 
par  des  entiers  .constants  m,  vnl^  SS'  multipliera  9  par  l'entier  constant  mni. 
Donc  les  substitutions  cherchées  forment  un  groupe.  Nous  l'appellerons  le 
groupe  abéUen^  et  ses  substitutions  seront  dites  abéUennes. 

Soit 


S  = 


^,     a ,  ^,  -f-  c',  j^,  -f- . . .  -+-  a'^  X»  -4-  c'„  X* 
Xn    af «)  JT,  -f-  c^,")  7,  -h ...  4-  a^"^  ^«  ■+-  ^ir^  /« 


une  substitution  abélienne.  Exprimant  qu'elle  multiplie  (p  par  m,  on  aura 
le  groupe  de  relations  suivant  : 


(^5) 


\^f;^d^;^-^U;^c^;)  =  m,    ^d;)d^;) ^b^;)d;)  =  o,    sii^'>fx  (mod./>). 


218.  Cherchons  k  déterminer  la  substitution  réciproque 


8-»  = 


^1 


a,   ^1 


«'.  r'H-----HP'„  ^n  +  a;  r« 


a^,"^  ar, 


/i"^rt 


«ir^  ^» 


(3^,")  :r, -h  i(,"\ri 


IC) 


^- 


On  obtient,  par  hypothèse,  le  même  résultat  en  multipliant  f  par  m,  ou 
en  y  exécutant  la  substitution  S  dans  les  deux  systèmes  de  variables.  On  ne 
troublera  pas  Tégalité  de  ces  deux  résultats  en  y  opérant  la  substitution  S~~* 
sur  les  variables  x^,  ^o-.*»  ^n*  Jn-  Donc  il  est  indiiTérent  de  multiplier  f 
par  m,  et  d'y  opérer  ensuite  la  substitution  S~~*  sur  les  variables  x,  y,  ou 
d'y  opérer  la  substitution  S  sur  les  variables  ^,  vj.  Identifiant  ces  deux  ré- 
sultats, il  vient 
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d'où  l'oo  déduit 

Or  S~S  étant  opérée  sur  les  deux  suites  d'indices,  multiplie  évidemment  <p 
par  —•  Formons  les  relations  qui  expriment  cette  identité,  puis  substituons-y 
les  valeurs  trouvées  pour  les  quantités  a,  |3,  7,  (^  :  il  viendra 

y  a(i^)  rfc»')  —  6(j*)  d^)  s  m,     y  ûi»')  di»*')  -  61»')  ci^'^  =  0,     si  fx'  >  |[x  (mod.  /? ), 

{27)  { 

Ge  nouveau  système  de  relations  est  entièrement  équivalent  au  sys- 
tème (25).  Car  nou«  venons  de  voir  qu'il  s'en  déduit;  et  réciproquement, 

si  les  relations  {2'])  sont  satisfaites,  S^^  multipliera  <p  par  —  :  donc  S  le  mul- 

tipliera  par  m,  et  les  relations  (25)  seront  satisfaites. 


219.  Soit  r  une  racine  primitive  de  la  congruence  r^^*^!.  Le  groupe 
abélien  Ç  contient  la  substitution 

qui  multiplie  f  par  r.  Soient  S  une  substitution  quelconque  de  ce  groupe; 
m^r^  l'entier  par  lequel  elle  multiplie  9  :  on  aura  évidemment  S  =  UpT, 
T  étant  une  nouvelle  substitution  de  ?,  qui  n'altère  pas  f .  L'exposant  p 
pouvant  prendre  une  quelconque  des  valeurs  o,  i,...,  /?  — 2,  l'ordre  de  ff 
sera  égal  à  /»  —  1  fois  Tordre  n„  du  groupe  partiel  H  formé  par  les  substitu- 
tions de  la  forme  T.  Soient  d'ailleurs  a,  j3,...  les  facteurs  premiers  dont  le 
produit  donne />  —  i;  ff,  ff»,  ffap»-«»  ff|,-i  =  H  les  groupes  respectivement  for- 
més par  la  combinaison  des  substitutions  de  H  avec  U,  U*,  U*^, . . . ,  U'^*  =  i . 
Il  est  clair  que  ces  groupes  auront  respectivement  pour  ordre  [p—  i)û;„ 

^-— û«»  "^-"g—îî/if'-f  Ûfl  et  que  chacun  d'-eux  sera  permutable  aux  substi- 
tutions de  ^.  Donc  ^  aura  pour  facteurs  de  composition  a,  |3,...,  et  les  fac- 
teurs de  composition  de  H. 
Cherchons  donc  l'ordre  de  H,  et  ses  facteurs  de  composition. 
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220.  On  vérifie  immédiatement  que  H  contient,  entre  autres  substitu- 
tions, les  suivantes,  dans  l'expression  desquelles  nous  omettons  les  couples 
d'indices  qu'elles  laissent  inaltérés  : 

«.«,  -^^ji  "♦"  J^ji.,  J^(t, ••• •   |< 

•••,   «^|i»  ^|fc  "î"  <^|*>  •  •  •  •  • #..••••    I   ^^    OM^Îaj/^aÏY-    9 

.  >  • ,  x^  -t-  y^^  y^y  •  é  • ,  «a?»  -4-  jr^^  jr^,,  •  •  •  | , 

•••,     *|Jl,   y|l  "■"   *Vf  •••>      Xyy   Jy-~—  Xy,y.»     I     ^^—     JWjl        Wvfi^^^y 


Mu  — 

•  •  •  y 

•*'i*>  J  v-y * 

L^  — 

M<V  U.4       rta-tt#4tS9s*««a*aa*«> 

r 

•  •  «  ^ 

•^1*'  y  !*»••••••• •• 

*^(* 

•^K-»  yi*>" 

N,.v 

•  •  •  * 

^1*,»  ^ii>»«»>  ^vj  X^y* 

0..V 

•  •  •  • 

Xy^y    y  Ji»  •  •  •  >    ^V J    ^Tv»  •  •  • 

Rji,v= 

j..., 

P    — 

•  •  •  • 

^|*.>   J'*!*»  •  •  •  J    ^vj   jKv>  •  •  • 

I,  <2>v, 


X^ty^y    X^y  Xv-y*   I» 


221.  Théorème.  —  Le  groupe  H  est  dérivé  des  seules  substitutions  Lji,  M,x, 
N^^vî  ^^  ^<>'*  ordre  est  égal  à 

En  effet,  soient  2  une  substitution  quelconque  de  H; 

la  fonction  que  2  fait  succéder  à  x^.  Les  coefficients  a^ ,...,  b'^  ne  seront  pas 
tous  congrus  à  zéro;  et  l'on  pourra  déterminer  une  substitution  S,  dérivée 
des  substitutions  L^.,  Mji,  N,a,v»  qui  remplace  x  par/,. 
Car  soit  d'abord  a\^o  {mod.p)  :  la  substitution 

S  =  M  M.  M.  Q?;,  N';s . . .  Q<  N^;.^, 

où  a  et  J3  sont  déterminés  par  les  congruences 

a  ^  —  a',  -f-  o'j Cj  -f  . . .  H-  a'„  c^ ,     i  -h  a',  P  ^  é',     (  mod.  p), 

reriiplace  a?,  par/^.  D'ailleurs  les  diverses  substitutions  Qjjl,v  étant  dérivées 
des  Lj4,  Mji,  Njjt,v.  il  en  sera  de  même  de  S. 

Soit  maintenant  a\  ^  o,  mais  a^,  par  exemple,  ^  o  (mod./?).  On  vient  de 
voir  qu'il  existe  une  substitution  s,  dérivée  des  substitutions  L^,  Mj^,  Np,,vt 
qui  remplace  a?|  par  —  à^Xt  ^-hb\y^  -ha\x2'+-{b'^-h  ^',)y2-f-«'8^s -*-•••'»  et 
la  substitution  S==Q2,ié  le  remplacera  par/,. 

Soit  enfin  aj^a2^...^a„^o,  mais  c^,  par  exemple,  ^o(mod./?).  Il 
existe  une  substitution  8,  dérivée  des  substitutions  L^,  M^,  N|t,v»  qui  rem- 
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place  a?,  par  a j  Xt  -+-  c\  y^  -H  c^  ^2  —  ûîj  y,  -+-..;  ;  et  la  substitution  S  =  Ma  «  le 
remplacera  par  /, . 

La  substitution  S  étant  ainsi  déterminée  dans  tous  les  cas,  on  aura  évi* 
demment  2  =  82'»  2  étant  une  nouvelle  substitution  de  H,  qui  n'altëre  plus 
l'indice  x^. 

Soit  f[  =  6'j a?4  H- flfj  ji  H-  ...  -h  Vn^n  -H à\yn  la  fonction  par  laquelle 
2'  remplace  7,.  Si  l'on  pose  dans  les  relations  (aS)  /w=^i,  a^^i, 
c,^a2^C2^...^o,  elles  donneront  rf'j^i.  Cette  condition  nécessaire 
étant  supposée  remplie,  la  substitution 

S'  =  L' *'»  Rv^'i  Qr*.» . . .  Rr^-  0-< 

remplacera/,  par/|  ;  et  l'on  pourra  poser  2':=S'2,,  2,  étant  une  nouvelle 
substitution  de  H,  qui  n'altère  plus  ^4,  y,. 
Soit 


2.= 


a:, 

^1 

J' 

r. 

a:, 

«^ 

^1 

r» 

*: 

Xy 

c 


1  /• 


«/,     ^n 


d\r^ 


n 


X. 


Cette  substitution  doit  satisfaire  aux  relations  (^5),  ce  qui  donnera 

tf^,  = . . .  =  «(."^  =  c'*;  1= . . .  =  cK,"^  =  o. 

Quant  aux  autres  coefficients,  les  relations  qui  les  lient  sont  absolument 
les  mêmes  que  dans  les  substitutions  abéliennes  à  i{n  —  \)  indices. 

222.  Donc,  en  combinant  ensemble  celles  des  substitutions  L^,  M^a,  N^,^ 
pour  lesquelles  jcx  et  v  sont  >  1 ,  on  obtiendra  une  substitution  S,  qui  rem- 
place a?2  par  d^x^^  c^y^-^-..--^  a\  Xn-^c\y„,  quels  que  soient  a\,  Cg,..., 
^»>  c'n  (<'^s  coefficients  n'étant  pas  à  la  fois  congrus  à  zéro)  (221);  et  Ton 
aura  2,  =:S|  2^^,  1\  étant  une  nouvelle  substitution  de  H,  qui  n'altère  plus 

^i9  J'il    *^2' 

Soit/j  ^62 072 -H  d'^ya-^*"  la  fonction  par  laquelle  2',  remplace  y2  :  les 
relations  (25)  donneront  d^E^i.  Cela  posé,  quels  que  soient  d'ailleurs  . 
^a'--M  ^«»  ^1»  on  trouvera  une  substitution  S'^,  dérivée  des  substitutions 
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L|i,  Mjt,  Npt,v  (/Jt  et  V  étant  >  i)  qui  remplace  j^a  P^^/'t  (221);  et  Ton  aura 
2'j  =  S\2a,  ^3  étant  une  substitution  de  H,  qui  laisse  invariables  a?,  »  yi, 

On  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une  substitution  2„  qui 
laissera  tous  les  indices  invariables»  et  se  réduira  à  l'unité. 

223.  L'ordre  du  groupe  abélien  résulte  inomédiatennent  de  ce  qui  pré- 
cède. En  eiTet,  les  fonctions  différentes,  telles  que/j,  que  les  substitutions 
de  H  permettent  de  faire  succéder  à  a?,,  sont  en  nombre  />*"— i,  tous  les 
systèmes  de  valeurs  de  a\,  c\,...,  a„,  c^  étant  admissibles,  pourvu  que  ces 
coefQcients  ne  soient  pas  tous  congrus  à  zéro.  L'or4re  Un  de  H  est  égal  à  ce 
nombre,  multiplié  par  l'ordre  du  groupe  partiel  H'  formé  par  celles  de  ses 
substitutions  qui  n'altèrent  pas  x^  (123  ou  201). 

Le  nombre  des  fonctions  différentes,  telles  que  /,'  ,  que  les  substitutions 
de  H'  permettent  de  faire  succéder  à  y  est  p^"~\  les  coefficients  Aef[  pou- 
vant être  choisis  arbitrairement,  sauf  l'un  d'eux,  qui  est  congru  à  i.  L'ordre 
de  H'  sera  donc  égal  à />*""*  ^/i-t.  iî/t-i  étant  l'ordre  du  groupe  H,  formé  par 
celles  des  substitutions  de  H'  qui  n'altèrent  pas  a;,,  y^. 

Continuant  ainsi,  on  aura 

12^  =  (p>«—  ij ;?»«-'  û„_.  r=  . . .  =  (/?*•—  I)  p'"-'  (p'"-'—  0 /?'""'. .  •  (p'—  «)p. 

Remarque.  —  Les  substitutions  de  H  ont  toutes  leur  déterminant  égal 
à  I.  Car  les  substitutions  Ljjl,  Mj^,  Nja,v»  dont  elles  dérivent,  jouissent  de  cette 
propriété. 


224^  Théorème.  —  Si  p  est  impair,  les  facteurs  de  composition  de  H  sont 

-un  et  2. 

La  substitution  qui  multiplie  tous  les  indices  par  —  i  fait  partie  de  H, 
et  ses  puissances  forment  un  groupe  K,  d'ordre  2,  et  évidemment  permu- 
table aux  substitutions  de  H.  Donc  2  est  l'un  des  facteurs  de  composition 

cherchés;  et  pour  prouver  que  les  autres  se  réduisent  k  un  seul,  -lî^,  il 

suffira  d'établir  que  K  est  le  seul  groupe  contenu  dans  H  et  permutable  à 
ses  substitutions.  A  cet  effet,  nous  allons  montrer  que  tout  groupe  I,  autre 
que  K,  contenu  dans  H  et  permutable  à  ses  substitutions,  contient  nécessaire- 
ment toutes  les  substitutions  de  H. 


225.  Soit 
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Xy     a\   Xx  H-  c\  Ji  4- . . .  -♦-  a'„  x„  -h  c^  j„ 
y\     b\   x,-\-d\  j,  -f- . . .  4-  6'^   Xn  -h  rf'„  r» 

JT,    aSc"»  X,  H-  c^,"^  j,  -h ...  -4-  dn)  j.^  _i^  c\fyn 
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une  des  substitutions  de  I,  laquelle  ne  soit  pas  contenue  dans  K.  Le  groupe  I 
contient»  par  hypothèse,  les  transformées  de  S  par  les  substitutions  L^l»  Lj,: 
il  contiendra  donc  les  suivantes  :  S"* .  L;;;*  S^,  S~*.L'pSL'^.  D'ailleurs  on 
peut  admettre  que  ces  substitutions  ne  se  réduisent  pas  toutes  à  Tunité;  car 
on  véritie  aisément  que  pour  que  cela  eût  lieu,  il  faudrait  que  S  multipliât 
les  deux  indices  de  chacun  des  couples  x^,  y^;...;  x„,  y^  par  un  même  fac- 
teur, égal  à  I  pour  certains  couples,  tels  que  a?<,  j^,  et  à  —  i  pour  d'autres, 
tels  que  x^^  j,.  Mais  alors,  la  substitution  N|,2  étant  permutable  à  I,  ce 
groupe  contiendrait  la  substitution  N;;iSN|,2>  laquelle  ne  multiplie  plus  les 
indices  par  des  facteurs  constants,  et  pourrait  être  prise  pour  point  de  dé- 
part de  notre  raisonnement,  à  la  place  de  S. 

Admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  S"*.  L^'^SL,  diffère  de  l'unité-  Celte 
substitution  est  évidemment  de  la  forme 


S.= 


Xyy  J-K     a,  ar,  -h  y.j,  -h  . . .  H-  a„ ^„  4-  )/„>«,  y\  —  *', Y 
^„  ja    X,  —  a\  Y,  y^  —  b\  Y 


Xn,  yn       Xn  -  fl^,"^  Y,    y^  -  6^,"^  Y 


Y  étant  la  fonction  par  laquelle  S~*  remplace  j,. 
Cela  posé,  I  contient  une  substitution,  autre  que  l'unité,  qui  laisse  inva- 
riaJbles  3w— -3  indices.  En  effet,  S,  serait  cette  substitution,  si  a',  A',... 
étaient  tous  congrus  à  zéro.  Supposons,  au  contraire,  que  a%  par  exemple, 
ne  soit  pas  congru  k  zéro.  Posons 

a\  l^  -h  a^,»*^  =  o,     a\  m^  —  b^j"^  =  o, 
a\  r  H-  6",  —  67 4  -h  <  m.,  — ...  —  6^,"^  /„  +  a^,"^  m„  =  o. 

^^  grcupe  I  contiendra  Sa,  transformée  de  S,  par  Qi',Rî^;...Ql"iRr,;Li'»  la- 
quelle laisse  invariables /a,  ^i, /«,....  Cette  substitution,  satisfaisant  en 
outre   aux  relations  (25),  sera  de  la  forme  ^ 


S,r^ 


^„  Xx     a\  X,  -+-  c,  y,  -4-  c,  j„  V,  x,  -f-  d\  y,  4-  d\  y, 
X2y  y-ï     cc^Xx  -\-  c ^ y\  -f-  j^j  -f-  c^ y^y  y-i 
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Cela  posé»  I  contient  la  substitution 


S3:-N7^S,N.,,= 


a?i,  r.     a:,  +  (i  —  a',)/2,  j,  —  b\ y\ 
a?„  y-,    fond,  (a;,,  ^,,  a:j,  j,)»  T» 


et  si  1  —  a',  ^ o  (nood./?),  posons 

I  contiendra  la  transformée  de  S,  par  L",  laquelle  laisse  ji  et  jj  invariables, 
accroît  x^  d'un  multiple  de/,,  et  satisfait  aux  relations  (sS)  :  elle  est  donc 
de  la  forme 

Si  au  contraire  i  — a'j^o,  I  contiendra  la  substitution  Mf'SjM,,  la- 
quelle est  encore  de  la  forme  S4. 

Les  deux  coefficients  a,  |3  ne  peuvent  s'annuler  à  la  fois;  car.Sf  se  rédui- 
sant à  l'unité,  il  en  serait  de  même  de  S,,  S2»  S|,  qui  s'en  déduisent  par 
une  suite  de  transformations.  Mais,  par  hypothèse,  S,  diffère  de  l'unité. 

226.  Il  reste  à  prouver  que,  quels  que  soient  d'ailleurs  les  coefficients 
a,  j3,  la  substitution  S4  et  ses  transformées  reproduisent  par  leur  combi- 
naison toutes  les  substitutions  L^i.,  M^^,  N(i.,v»  dont  H  est  dérivé. 

Soit  d'abord  «==0,  d'où  /3^o  (mod./>).  On  a  S4^La.  Donc  I  contient  L2; 
donc  il  contient  M^,  qui  est  la  transformée  de  L^^  par  MsL7^  Il  con- 
tiendra L(t  et  Mfjt»  transformées  de  L2  et  M2  par  Ps.pt-  Enfin  il  contiendra 

Qn,v  Lll  Lv  Q|Jl,V  •  L,*      Ly       =    Ï^|A,V 


sa 


Soit  maintenant  a^o  (mod./?)  :  I  contient  la  transformée  de  S  par  Q,j  , 
laquelle,  élevée  à  la  puissance  -  (mod./?),  reproduit  N|,2«  H  contiendra  la 
substitution 

Ce  point  établi,  on  achève  la  démonstration  comme  précédemment. 

227.  Théorème.  —  Sip  =  2  ^/  n  >  2,  fe  groupe  H  est  simple. 

Soit  I  un  groupe  contenu  dans  H  et  permutable  à  ses  substitutions;  on 
démontre,  comme  au  théorème  précédent  :  i**  que  I  contient  une  substitution 
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de  la  forme 


S,  =  I  or,,  Xi>  ^u  Ja.  •  •  •     «sr,  -4-  a/„  j,,  ar,  -h  a/,  -h  (^j,,  /«,  •  •  •  |  ; 

2*^  que  si  a^Eo  ou  ]3^o  (mod.!2),  I  se  confond  avec  H. 

228.  Admettons  donc,   co'mme  dernière   hypothèse,  a==jS^i,   d'où 
S,  =  i\|  2  Ls;  I  contient  les  substitutions  suivantes  : 

Mji    L«j«.  Liv  Mji.  L<|i  Lv  ^=2-  Jjjj  Mj»,     (  L«|a  -Wj*,)  ^^^  Wj^  Lj|i,      Wjt,v  iLty, •  Lj»  I-**  ^=^  ^i*,v  L**  ^^^^-  »-*•»  ^^î»-»"»» 

Wjfc,v  Ljfc.  Lm  Mu  ^^"^  W|*,v  M«,      M«  Liji.  JLjfc  L«ji,v  =^  «lis  Wji.v 

Donc  I  contient  tous  les  produits  deux  à  deux  des  substitutions  L^.,  M^., 
N^,,  :  donc  il  contient  la  substitution 

M.L.M..Ma>M,:M,L3M,.M,M,N.,,M.M,.M,M»N,,3M,M5.M,M,N3,,M3MM 

laquelle  est  le  produit  de  34  facteurs  des  formes  L^,,  yi^,  Nj^^v-  H  contient  sa 
transformée  par  la  substitution  abélienné 


^1,  Xi     Ji  -4-  ^j  -f-  x^,  ^,  -h  ^r,  -f-  Xi 

Xi,    y^        X-ty    Jl  +  ^1  -h  Jl   H-  ^»  H-  ^3 
^3,    JS        ^3,    /s  -+-  Xy  +  Ji   -h  J7j  -h  a;3 


laquelle  se  réduit  a  Lf.  Donc  il  contient 

et  se  confond  avec  H.  Donc  H  est  simple. 

229.  Il  reste  enfin  à  considérer  le  cas  où  Ton  a  /?  =  2,  avec  w  =  2.  Dans 
ce  cas,  H  a  pour  facteurs  de  composition  2  et  -  ù„.  Mais  il  est  inutile  d'éta- 
blir  ici  ce  résultat,  qui  se  présentera  de  lui-même  plus  loin  (331). 


Seconde  définition  du  groupe  abélien. 

230.  Le  groupe  abélien  est  susceptible  d'une  nouvelle  définition,  que 
nous  allons  exposer. 

23. 
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Considérons  le  groupe  ê  dérivé  des  substitutions 

Ai=  I  Z|,  2j,...     z,-f-i,  J5j,...  {y       Aj  =^  I  Zi,  Zj,...     Zx,  Za-f-i,...  |>...    (mod.  |i). 

Les  substitutions  A^^Av  et  Av  A^.  sont  évidemment  identiques,  quels  que 
soient  jul  et  v;  mais,  afin  de  conserver  la  trace  de  Tinversion  nécessaire 
pour  passer  de  Tune  de  ces  formes  à  la  suivante,  on  posera,  au  lieu  de 

l'égalité  A,,.  Av  =  AvAj4,  la  suivante  Aj,.Av=  i^  "^^'^AvAii.. 
On  aura,  d'après  cela, 

A  A  -A*'^A  A  _>*•)*(*- *") A  A       A  A   -A^-^A   A 

I 

d'où 

(Ap,Av)  -h(AyAn)  =  o,    (  A^  A^)=i  o. 

A  cela  près,  les  diverses  quantités  (A^  Av)  sont  arbitraires.  Il  nous  con- 
viendra de  les  supposer  entières.  Nous  appellerons  exposant  d'échange  des 
substitutions  A^^,  Av  l'entier  (Aji.  Av)  (et  plus  généralement  tout  entier  con- 
gru à  celui-là  suivant  le  module/?). 

Soient  S  =  ApA^'...,  T  =  A;''A;v..  deux  substitutions  quelconques 
de  ^  :  on  aura 

ST  =  Ar^  A?.. . .  A?' Aï-. . .  =  ,2'"^">(^^v)^,,  ^,.       ^^^  ^^,^      ^  ,2-.''v(A,A,),^,g^ 

le  signe  de  sommationN  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  fx.  et  de  v.  Donc 
l'exposant  d'échange  (ST)  de  S  et  de  T  sera  congru  ^^iiSrn^n^{k^k^). 

231.  Soient  maintenant 

des  fonctions  distinctes  en  nombre  égal  à  celui  des  indices  z^,  z^ 

Les  substitutions  A|,  As,...  accroissent  respectivement  u,  des  quantités  a,, 
&{,...,  u^  des  quantités  a,,  ^a»...»  etc.  Si  donc  on  désigne  par  C|,  Cst...  les 
substitutions  respectivement  correspondantes  à  u^^  1/2,...  dans  le  système 
d'indices  u^^  Mj,...  (c'est-à-dire  celles  qui  accroissent  respectivement  d'une 
unité  chacun  de  ces  nouveaux  indices,  sans  altérer  les  autres),  on  aura 

«  • 

A,=:Cr'C?«...,     A,  =  C^C?«.    .,...,       d'où       A^AV...— C?'C?-..., 
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(28) 


yji^a,  Ç, -i-  6,  $,H-. . . ,     vjî^aj^i-f-  ftjÇ,-h. . . , . . .     (mod.  p). 


Soient 


(^9) 


g, ^a, yj,-4-  (3, vîj-i-. . . ,     Çi^«2/î,-h  J32/Î2-I-.  . . ,. . .     (mod.  p) 


ces  mêmes  relations  renversées  :  on  aura  évidemment 

C,  =  AV  A?. . . ,    C,  =  A^' A?/. ...... 


Le  produit  des  deux  déterminants 


«1    bi 
ai    b-i 


•  •     •  •  • 


«1      Pi 

•    •  •    • 


étant  évidemment  congru  à  l'unité»  ce  dernier  ne  sera  pas  congru  à  zéro. 

Au  lieu  de' se  donner  d'avance  u^^  u^ on  peut  se  donner  les  substi- 
tutions C|,  C2,...;  et  de  quelque  manière  que  les  entiers  a^  ^m...;  u^, 
^2f-;---  soient  choisis»  pourvu  que  leur  déterminant  ne  soit  pas  congru  ii 
zéro»  on  pourra  déterminer  sans  difficulté  les  entiers  ai»  a^»...;  64,  62»...;... 
en  renversant  les  relations  (29).  Leur  déterminant  n'étant  pas  congru  à 
zéro»  les  fonctions  114»  u^,...  seront  distinctes  et  pourront  être  prises  pour 
indices  indépendants. 

232.  Supposons  maintenant  que  les  exposants  d'échange  (A^j^  Ay)  soient 
donnés  arbitrairement»  et  proposons-nous  de  choisir  C|,  Ga»...>  de  telle 
sorte  que  leurs  exposants  d'échange  soient  aussi  simples  que  possible. 

Soit  o^,  une  substitution  de  #»  dont  les  exposants  d'échange  avec  les 
autres  substitutions  de  ce  groupe  né  soient  pas  tous  congrus  à  zéro.  Soient  S 
une  substitution  de  i  telle  que  l'on  ait  (•*><  S)^=X^o  (mod.  /?),  e  un  entier 
tel  que  l'on  ait  eX  ^  i .  Posons  ift>4  =  S*  :  il  viendra  (  ^^^  aji,,  )  ^  eX  ^h  i . 

Cela  posé»  §  résulte  de  la  combinaison  de  «v,,  iPoi  avec  le  groupe  partiel  ^^ 
formé  par  celles  de  ses  substitutions  dont  les  exposants  d'échange  avec  1>|» 
ijl»«  sont  tous  congrus  à  zéro.  Soit»  en  effet,  T  une  substitution  de  S  dont  les 
exposants  d'échange  avec  A,,,  ifc,  soient  respectivement  6|  et  —  a,  :  on 
aura  évidemment  T=  X'C'^^lT,  T  étant  une  substitution  de  S^. 

Si  ^1  contient  une  substitution  X2  dont  les  exposants  d'échange  avec  les 
autres  substitutions  de  ce  groupe  ne  soient  pas  tous  congrus  à  zéro»  §^  con- 
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tiendra  de  même  une  substitution  ift>3  telle  que  Ton  ait  {^i'^i)^^'*  ^t  ^, 
résultera  de  la  combinaison  de  X2  et  de  d^  avec  le  groupe  partiel  ^2  formé 
par  celles  de  ses  substitutions  dont  les  exposants  d'échange  avec  «Vj  et  ifi>3 
sont  congrus  à  zéro. 

On  pourra  poursuivre  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  groupe  ^„  qui 
se  réduise  à  la  seule  substitution  i ,  ou  dont  les  substitutions  aient  tous 
leurs  exposants  d'échange  mutuels  congrus  à  zéro.  Soit  dans  ce  dernier 
cas  G,  une  des  substitutions  de  ^„;  si  ^„  contient  des  substitutions  autres 
que  les  puissances  de  Gf,  soit  C,  l'une  d'elles  :  ^^  contiendra  toutes  les  sub- 
stitutions de  la  forme  C^*G?.  S'il  en  contient  d'autres,  soit  Cj  l'une  d'elles, 
il  contiendra  les  substitutions  Gî»G^j«G^,»,  etc. 

Donc  enfin  les  substitutions  de  #  seront  toutes  de  la  forme 

^^o  1)1,,,...,  Xrt,  ift,^.  G,,  Gjj,...  étant  des  substitutions  dont  les  exposants  d'é- 
change mutuels  sont  tous  congrus  à  zéro,  sauf  ceux-ci  :  (a^ptifeji)^  —  ('^ji-^^V)» 
qui  sont  congrus  à  r. 

233.  Les  diverses  substitutions  obtenues  en  donnant  à  a^,  6,,...,  a„, 
^/}9  Ci*  Ci,.,,  les  divers  systèmes  de  valeurs  inférieures  à  p  étant  évidem- 
ment distinctes,  l'ordre  de  #  sera  égal  au  nombre  de  ces(  systèmes  de  va- 
leurs. Mais,  d'autre  part,  il  est  égal  au  nombre  des  systèmes  de  valeurs 

inférieures  à/?  que  l'on  peut  donner  à  ««,  ^2,...  dans  l'expression  ÂÎ'Aî* 

Pour  qu'il  y  ait  identité  entre  ces  deux  nombres,  il  faut  évidemment  que 
les  substitutions  <.i>,,  ift,|,..-,  ^n*  ifi);,.  G,,  Gj,,..  soient  en  même  nombre  que 
les  substitutions  A^,  A,,.... 

Soient 

ri),  =.  A*' Aï» . . . ,     iftîi  =  A'i'A^,». ...... , 

d'où 

Toute  substitution  de  ^,  telle  que  Al*A5*...,  pouvant  être  mise  sous  la 
forme  Ji>;^ !«,{...,  on  devra  pouvoir  déterminer  j:*, /,...  de  telle  sorte  qu'on 
ait 

quels  que  soient  |i,  Ça,....  Il  faut  pour  cela  que  le  déterminant  des  quan- 
tités a,,  |3,,...;  «2»  jSa,. ..;...  ne  soit  pas  congru  à  zéro.  On  pourra  donc 
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choisir  un  système  d'indices  indépendants  tel,  que  les  substitutions  Xi, 
i)b,»...  accroissent  respectivement  d'une  unité  chacun  de  ces  indices,  sans 
altérer  les  autres  (231). 
Soient  d'ailleurs 

les  relations  (3o)  renversées.  Il  est  évident  que  le  déterminant  de  ai,  a,,...; 
bff  6,,...;...  n'est  pas  congru  à  zéro;  et  l'on  aura 

234.  Pour  éviter  des  longueurs  inutifes,  bornons-nous  au  cas,  seul  vrai- 
ment intéressant,  où  ^  ne  contient  aucune  substitution,  autre  que  l'unité, 
dont  les  exposants  d'échange  avec  les  autres  substitutions  de  S  soient  tous 
rongrus  à  zéro.  Cette  condition  sera  exprimée  par  la  relation 


(A.  A.)    (A,  A,) 
(A,A.)    (A,AO 


•  •     .  •  • 


^o    (mod.  p). 


Car  soit  Â|' A['. . .  une  substitution  quelconque  de  ^  :  ses  exposants  d'é- 
change avec  Af,  A,,...  sont  respectivement 

{A,A,)$, -h(A,A,)5»-^---  »     (A,A,)  H. -h  (A,  A,  )$,-}-...,... , 

et  pour  qu'ils  puissent  devenir  à  la  fois  congrus  à  zéro,  sans  qu'on  ait 
Ç,E=Ç2^- •  «^o,  il  faut  et  il  suffit  évidemment  que  le  déterminant 
ci-dessus  soit  congru  à  zéro. 

Le  nombre  des  substitutions  A,,  A2,..*  est  un  nombre  pair.  En  effet,  il  est 
égal  a  celui  des  substitutions  de  la  suite  JU,,  'ifbi,...,  laquelle  se  réduit  ici 
aux  termes  «^i,  ift>i,...,  A>„,  ifi>„  :  car  si  cette  suite  contenait  une  substi- 
tution telle  que  C^,  dont  les  exposants  d'échange  avec  Ji,,,  ift>4,...  fussent 
tous  congrus  a  zéro,  ses  exposants  d'échange  avec  toutes  les  substitutions 
de  éf,  lesquelles  dérivent  de  celles-là,  seraient  congrus  à  zéro,  contre  l'hy- 
pothëse. 

235.  Soit  maintenant  (C,  C,),  (C|C,),...  (C2/jC2rt)  un  système  quelconque 
de  4  n^  nombres  satisfaisant  aux  relations 


(C;.Cv)-4-{C.C^)  =  o,    (C^Cp.)"o 
(C.C.)    (C.C) 


•  •   •    ■  • 


o 


(mod.  p). 
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On  pourra  choisir  un  système  d'indices  indépendants  tel,  ^ue  les  substitutions  C, , 
C2»««M  çtii  correspondent  respectivement  à  ces  diçers  indices ,  aient  leurs  expo- 
sants  d'échange  mutuels  congrus  à  (C|  C|),  (C|  C2),...,  (CawCan). 

En  eflet,  si  les  substitutions  A,,  A,,...  avaient  pour  exposants  d'échange 
mutuels,  au  lieu  de  (A,  A<),...,  (Aj^Aa^),  ceux-ci  :  (C,C, ),...,  (Ca^Ca^), 
on  pourrait  déterminer  un  système  de  substitutions  (E),  =  Aj' A^'. . . , 
c^  =  Aï*  A?...,...»  ®/i»  ^/i»  dont  les  exposants  d'échange  mutuels  fussent  tous 
congrus  à  zéro,  sauf  ceux-ci  [(5^^^^)  =  —  {^\f.(^\f)^  qui  seraient  congrus 
à  I  (232-234).  On  aurait  d'ailleurs  réciproquement 

A,  =  (D'î' ^C^jt . . . ,     A,  =  (î)f« C^«. ...... , 

d^y  d^y...\  ei,  63,...;...  étant  des  entiers  dont  le  déterminant  n'est  pas  con- 
gru à  zéro. 

Cela  posé,  les  substitutions  x^y  ia>4,...  ayant  les  mêmes  exposants  d'é- 
change mutuels  que  o^^,  C^,...,  les  substitutions 

C,  =  Jle>^» ift)*;' . . .  =  A7«  A'««. . . ,     €2  =  cAof'ifeV-  •  •  =  A'î' Aî«. . . , . . . 

auront  évidemment  les  mêmes  exposants  d'échange  mutuels  que  (Df^cj'..., 
(£)f'CJ\. .,...,  à  savoir  :  (C,  C,). ..,..,  (CanCa/i).  D'ailleurs  le  déterminant  des 
nombres  m^,  /if,...;  ma,  /la,. ..;...  étant  évidemment  égal  au  produit  des 
deux  déterminants  formés  avec  a<,  |3|,...;  «a»  jSa, ...;...  et  avec  rfj,  C|,...; 
rfa,  Ca,...;...,  ne  sera  pas  congru  à  zéro.  Donc  on  pourra  déterminer  un 
système  d'indices  indépendants  qui  correspondent  respectivement  aux  sub- 
stitutions Cl,  Ca»...  (231). 

236.  Convenons  de  désigner  par  k\  K\\.,  l'opération  qui  consiste  à  ac- 
croître les  indices  2,,  z^^...  respectivement  de  certains  entiers  complexes  a,, 
«a»--  formés  avec  les  racines  d'une  congruencc  irréductible.  Étendons  à 
ces  opérations  la  notion  des  exposants  d'échange,  en  admettant  que  l'égalité 

(a***  Av*^)  ^  a^  «v  (  A^  Av), 

laquelle  est  évidente  lorsque  «j,,  a^,  sont  réels,  subsiste  lorsqu'ils  sont  ima- 
ginaires. Il  est  évident  que  les  démonstrations  ci-dessus  resteront  appli- 
cables, avec  cette  seule  différence  que  les  entiers  qui  figurent  dans  le  calcul 
seront  complexes. 
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237.  Soient  mainteDant  S|,  S2,...  les  diverses  substitutions  de  êy 

une  substitution  linéaire  telle,  que  les  transformées T~*  S,  T,  T~*  SgT, . . .  aient 
leurs  exposants  d'échange  mutuels  congrus  à  ceux  des  substitutions  corres- 
pondantes S|,  829.-.  respectivement  multipliés  par  un  même  entier  con- 
stant m.  L'ensemble  des  substitutions  T|,  T2,...  qui  satisfont  à  cette  con- 
dition pour  les  diverses  valeurs  m,,  /n,,...  de  m  forment  un  groupe.  Car  T< 
étant  permutable  à  §,  Tr*S<T<,  T;"*SaT<  appartiennent  à  ce  groupe;  leurs 
transformées  par  Ta  ont  donc  des  exposants  d'échange  m,  fois  plus  consi- 
dérables (abstraction  faite  des  multiples  de  p)  que  Tr*S,T,,  Tf^SaT^,... 

ou  m,  /Tta  fois  plus  considérables  que  81,82» Mais  ce  sont  les  transformées 

de  Sf,  83,...  par  T|  T2.  Donc  cette  substitution,  multipliant  les  exposants 
d'échange  par  l'entier  constant  m^  /Tt,,  appartient  à  la  suite  Tf,  Ta, ...  ;  et 
cette  suite  formera  un  groupe. 

238.  Il  est  aisé  d'écrire  les  relations  auxquelles  doivent  satisfaire  les  coef- 
ficients de  T.  '          » 

En  effet,  cette  substitution  transforme  généralement  Aj^en  A'^=  Afs^AJ'^. . .  ; 
et  la  condition  (AI,A'J^m(A(i.Ay)  donnera 

(3i)  {A,A,)g^gvH-(A,Aj)îi*''v-f-.  ..-4-(AaA,)r^gv-l-.  ..^w{Aj,Av) 

pour  toutes  les  valeurs  de  \l  et  de  v.  Réciproquement,  si  ces  conditions  sont 
satisfaites,  la  transformation  par  T  multipliera  par  m  les  exposants  d'échange 
mutuels  de  toutes  les  substitutions  de  §.  Car  soient  A|*  A|'...,  AJ*' AJ'...  deux 

de  ces  substitutions,  \?jt>7v  (Aji  Ay)  leur  exposant  d'échange  :  celui  de  leurs 
transformées  A'/'A',^'...,  Aj^'A^'^'...  scraN  §pt>îv(A'j.  A'J^/wN  |jjt>3v(Aji,Av). 

239.  Remplaçons  z^,  z^,...  par  de  nouveaux  indices  indépendants  a?,, 
y^y  ^29  Ji*'"  tels,  que  les  substitutions  correspondantes  x<,  iJbi,  <a>2,  lila»--- 
aient  leurs  exposants  d'échange  mutuels  congrus  à  zéro,  sauf  ceux-ci 
(^^(jt'^ji)  ^  —  (Xjiifcji),  qui  soient  congrus  à  i.  8oit 

x,y  j,       a\Xi  -h  c*;/,  -h  <a:,  4-  c'/î  -h . . . ,   b'.Xi  -h  d\y,  +  b\  Xt  -f-  d\y\  -f  . . . 


ce  que  devient  T  rapportée  à  ces  indices.  Les  relations  résumées  dans  la 

24 
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formule  (3i)  seront  précisément  les  relations  (27).  Le  groupe  formé  par 
les  substitutions  T  se  confond  donc  avec  le  groupe  abélien. 

Faisceaux  abèliens. 

240.  Soit  F  un  faisceau  de  substitutions  échangeables  entre  elles  et 
d'ordre  premier  à  p,  qui  soit  contenu  dans  le  groupe  abélien.  Suppo- 
sons, en  outre,  que  le  groupe  G  formé  par  les  substitutions  abéliennes  per- 
mutables à  F  soit  primaire.  Le  groupe  formé  par  toutes  les  substitutions 
linéaires  permutables  à  F  sera  à  fortiori  primaire.  On  pourra  donc  choisir 
les  indices  indépendants  de  manière  k  ramener  a  la  fois  toutes  les  substi- 
tutions de  F  à  leur  forme  canonique;  cela  fait,  les  nouveaux  indices  se 
répartiront  entre  X  systèmes,  contenant  chacun  un  même  nombre  jui  de  séries, 
dont  chacune  contient  un  même  nombre  v  d'indices  (178  et  193). 

241.  Cela  posé,  soient  X,  Y  deux  quelconques  des  nouveaux  indices, 
Cx  et  Cy  les  substitutions  qui  leur  correspondent,  (Cx  C^)  leur  exposant  d'é- 
change. Soient 

S=  I  X,  Y,...     aX,  (ÎY,...  1 

une  des  substitutions  de  F,  m  le  facteur  par  lequel  elle  multiplie  les  expo- 
sants d'échange  des  substitutions  C^,  Cy»-..;  elle  transforme  Cx  et  Cy  en  C^ 
et  C^,  dont  l'exposant  d'échange  est  a/3  (C^Cy).  On  aura  donc  nécessairement 

aP(CxCY)  =  m(CxCY),     d'où     «p^m    ou    (CxCt)  =  o. 

Or,  quel  que  soit  l'indice  X,  la  substitution  Cx  ne  peut  avoir  ses  expo- 
sants d'échange  avec  toutes  les  substitutions  Cx»  Cy*...  congrus  à  zéro;  car 
il  en  serait  de  même  de  ses  exposants  d'échange  avec  toutes  les  substitu- 
tions de  #,  qui  dérivent  de  celles-là,  et  cela  est  contraire  à  notre  hypothèse. 

Soient  donc  X,  X',...  les  indices  d'une  série  quelconque;  a,  a',...  les 
facteurs  par  lesquels  tous  ces  indices  sont  multipliés  par  les  substitutions  S, 
S',...  du  faisceau  F,  lesquelles  multiplient  respectivement  les  exposants  d'é- 
change par  m,  m',....  11  existera  une  série  d'indices  Y,  Y',...  que  ces  mêmes 

substitutions  multiplieront  par  les  facteurs  j3^— »  j3'^-7>-.'  (mod./?). 

Nous  dirons  que  ces  deux  séries  sont  conjointes,  et  nous  pourrons,  d'après 
ce  qui  précède,  énoncer  le  théorème  suivant  : 

THÉoRiîME.  —  Toute  série  a  sa  conjointe,  et  l'exposant  d'échange  de  deux 
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substùutions  de  la  suite  Cx»  Ctt ••.  sera  congru  à  zéro,  à  moins  que  les  indices 
correspondants  n^ appartiennent  à  deux  séries  conjointes. 

242.  THÉORtME.  —  Soient  X,  X',...  et  Y,  Y',..-  deux  séries  conjointes 
quelconques;  X^,  X'^,...'et  Y^-,  T^,...  les  séries  conjuguées^  obtenues  en  rempla- 
çant l'imaginaire  i  qui  entre  dans  l'expression  des  indices  de  ces  séries  par  sa 

c^ynjuguée  i^  :  ces  deux  nowelles  séries  seront  conjointes^  et  Von  aura  la 
relation  {Cx^Cy^)  =  (CxCO'''. 

I**  En  effet,  si  S  multiplie  X  par  «  et  Y  par  ^,  elle  multipliera  X^  par  a^' 
et  Yr  par/3'^,  et  de  la  relation  supposée  ajS^m  on  déduira  o/^^^^rrf^^m 
(m  étant  un  entier  réel  ) . 

3°  Soit  d'ailleurs  Cx^  x{  ^\...\  on  aura  C,^  =  x^f'^f. ...  En  effet,  for- 
mons les  relations  qui  expriment  que  x\'^\...  accroît  d'une  unité  l'indice  X 
sans  altérer  les  autres.  Remplaçons  dans  ces  relations  l'imaginaire  i  par  sa 

conjuguée  i^^  :  les  nouvelles  relations  ainsi  obtenues  expriment  évidemment 
que  A,f  ofb"'' ...  accroît  d'une  unité  l'indice  X;.  sans  altérer  les  autres. 
SoitCt  =  a^îift);...;  on  aura  de  même  Cy^=  xJ''  i^;'' ...;  on  en  déduit 

♦  Corollaire.  —  Si  les  séries  X,  X',...;  Y,  Y',...  appartiennent  à  des  sys- 
tèmes différents  2  e/  2, ,  chaque  série  de  1  aura  pour  conjointe  une  série  del^. 
Nous  dirons  alors  que  ces  deux  systèmes  sont  conjoints. 

Au  contraire,  si  ces  deux  séries  appartiennent  à  un  même  système  2,  toutes 
les  séries  de  ce  système  sont  conjointes  deux  à  deux. 

243.  Théorj^me.  —  Soient  X,  X',...  et  Y,  Y',...  deux  séries  conjointes; 
S  une  substitution  de  G,  qui  remplace  ces  indices  par  des  fonctions  linéaires 

des  indices  de  deux  nouvelles  séries,  Z,  Z',...  et  U,  U', Ces  nouvelles  séries 

seront  conjointes. 

Supposons,  en  effet,  qu'elles  ne  le  soient  pas  :  F  contiendra  une  sub- 
stitution T  qui  multiplie  les  indices  de  ces  deux  séries  par  des  facteurs  y 
et  9  qui  ne  satisfassent  pas  à  la  relation  yâ^m,  m  étant  le  facteur  par 
lequel  T  multiplie  les  exposants  d'échange.  La  substitution  S^^TS,  qui  fait 
partie  de  F,  et  multiplie  les  exposanls  d'échange  par  m,  multipliera  les 
indices  des  deux  séries  X,  X',...  et  Y,  Y',...  respectivement  par  y  et  â.  Ces 
deux  séries  ne  sont  donc  pas  conjointes,  comme  on  le  suppose. 

24. 
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C0ROLLÂ.1RE  I.  —  Si  une  substitution  S  ne  déplace  pas  la  série  X,  X',. . . ,  elle 
ne  déplacera  pas  sa  conjointe.  Car  Z,  Z',...  se  confondant  ici  avec  X,  X',..., 
sa  conjointe  U,  U',...  se  confondra  avec  Y,  Y',.... 

Corollaire  II.  —  Si  deux  séries  conjointes  appartiennent  à  un  même  sys- 
tème 2,  deux  séries  conjointes  quelconques  appartiennent  à  un  même  système. 
Car  G  étant  primaire,  ses  substitutions  permutent  transitivement  les  sys- 
tèmes (142).  Donc  il  contient  au  moins  une  substitution  S  qui  remplace  les 
séries  de  2  par  celles  d'un  autre  système  quelconque,  2,.  Mais  les  séries 
de  2  sont  conjointes  deux  à  deux  (242);  donc  celles  de  2^  que  S  leur  fait 
succéder,  le  sont  également. 

Corollaire  III.  —  Si  deux  séries  conjointes  appartiennent  à  deux  systèmes 
différents  [auquel  cas  ces  systèmes  sont  conjoints)^  chaque  système  aura  son 
conjoint^  et  chaque  substitution  de  G  fera  succéder  aux  indices  de  deux  sys- 
tèmes conjoints  des  fonctions  des  indices  de  deux  nouveaux  systèmes  également 
conjoints.  Car  si  les  deux  séries  conjointes  X,  X',...;  Y,  Y',...  appartiennent 
à  des  systèmes  différents  2,  2,,  soit  2'  un  autre  système  quelconque.  Il 
existe  dans  G  une  substitution  au  moins,  S,  qui  remplace  X,  X\...  par  des 
fonctions  des  indices  Z,  Z',...  de  Tune  des  séries  de  2'.  La  même  substi- 
tution remplacera  Y,  Y'  par  des  fonctions  des  indices  U,  U',.. .  d'une  série 
d'un  système  2'^,  évidemment  autre  que  2';  les  deux  séries  Z,  Z',....  et  U, 
U',...  seront  conjointes  :  donc  2'  et  1\  seront  conjoints.  ^ 

Corollaire  IV.  —  Si  une  série  se  confond  açec  sa  conjointe^  il  en  sera 
de  même  de  toutes  les  séries.  Car  les  deux  corollaires  précédents  montrent 
que  si  une  série  quelconque  avait  une  conjointe  autre  qu'elle-même,  soit 
dans  le  même  système,  soit  dans  un  autre,  les  séries  pourraient  toutes  se 
partager  en  couples  de  séries  conjointes  l'une  à  l'autre.  Donc  aucune  série 
ne  serait  sa  propre  conjointe. 

244.  Conclusion.  ~  Les  faisceaux  tels  que  F  se  répartissent  en  trois  caté- 
gories, correspondant  aux  trois  cas  suivants  : 

Premier  cas.  —  Chaque  série  fait  partie  d'un  autre  système  que  sa  con- 
jointe. 

Deuxième  cas.  —  Chaque  série  diffère  de  sa  conjointe,  mais  fait  partie 
du  même  système. 

Troisième  cas.  —  Chaque  série  est  sa  propre  conjointe. 
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245.  Soient  maÎDteaant  x^y^...  les  divers  indices  d*une  même  série. 
Chacune  des  substitutions  de  F,  les  multipliant  par  un  même  facteur,  mul- 
tipliera évidemment  par  le  même  facteur  toute  fonction  de  ces  indices.  On 
pourra  donc,  sans  altérer  la  forme  de  ces  substitutions,  prendre  pour  indices 
indépendants,  a  la  place  de  x^  J»..»  des  fonctions  quelconques  de  ces 
indices. 

On  pourra  faire  de  même  dans  chacune  des  autres  séries.  Nous  convien- 
drons toutefois,  lorsque  plusie4jrs  séries  seront  conjuguées,  d'y  prendre 
pour  indices  indépendants  des  fonctions  conjuguées.  Tout  en  observant  cette 
règle,  il  existera  dans  le  choix  des  indices  indépendants  une  latitude  dont 
on  pourra  profiter  pour  simplifier  l'expression  des  exposants  d'échange 
mutuels  des  substitutions  correspondantes. 

246.  Premier  cas:  Faisceaux  de  première  calé gone.  —  Supposons  que  F 
appartienne  à  la  première  catégorie.  Soient  Xy  j,...  les  indices  de  la  pre- 
mière série  d'un  système  quelconque;  §,  vj,...  ceux  de  la  première  série 
du  système  conjoint;  C^^,  C^,...,  Q,  C,,...  les  substitutions  respectivement 
correspondantes  à  ces  indices. 

Le  déterminant 


A  = 


(c,Q)  ^ac,) 

(C,Q)    fC^C,) 


ne  peut  être  congru  à  o.  Car  s'il  l'était,  on  pourrait  déterminer  une  substi- 
tution QC^...  dont  les  exposants  d'échange 


a(C,Cç)-h^(C,C,)-»-...,    «(C^Cç)-f-6(C^C,) 


•     •••••• 


avec  Cf,  C^,...  fussent  tous  congrus  à  zéro.  Mais  les  exposants  d'échange 
de  C|,  C,î,...  et,  par  suite,  ceux  de  C^CJ...  avec  les  substitutions  correspon- 
dantes à  tous  les  indices  autres  que  x^  j,...  sont  congrus  à  zéro.  Donc 
CfC^...  aurait  ses  exposants  d'échange  avec  toutes  les  substitutions  de  É 
congrus  à  zéro;  ce  que  nous  supposons  impossible. 
Cela  posé,  on  pourra  déterminer  des  substitutions 

\j  — .—  yu\  \>i|  •  •  •  y     1/|  —  '-*ç  \-i«  •  •  •  j  •  •  • 

telles,  que  leurs  exposants  d'échange  avec  C^^,  C^,...  soient  tous  congrus  à 

zéro,  sauf  ceux-ci  (C^D),  (C^-Di),. . .,  qui  seront  congrus  à  i.  En  effet,  pour 

.    déterminer  D,  par  exemple,  il  suffira  de  choisir  a,  j3,...  de  manière  à  salis- 


190  LIVRE  DEUXIÈME. 

faire  aux  congruences  linéaires 

(32^  a(CxC0-f-|3(aC0-l-...=  i,     «(C,Cç)4-  (3(C^C,)+...=o,... 

dont  le  déterminant  n*est  pas  congru  à  zéro. 

Le  déterminant  des  quantités  a,  ai,...;  |3,  |3(, ...;...  n'est  pas  congru  à 
zéro.  Car,  d'après  les  relations  (Sa),  son  produit  par  le  déterminant  A  est 
congru  a  i.  Donc  on  peut  remplacer  Ç,  >?,...  pai^  de  nouveaux  indices  Ç', 
Y}',...  qui  correspondent  respectivement  aux  substitutions  D,  D^,...  (231). 

On  peut  opérer  de  même  sur  les  premières  séries  de  chacun  des  couples 
de  systèmes  conjoints.  Si  Ton  prend  en  même  temps,  comme  nous  en  sommes 
convenus,  pour  indices  indépendants,  dans  les  autres  séries  de  chaque  sys- 
tème, les  indices  respectivement  conjugués  de  ceux  de  la  première  série,  les 
exposants  d'échange  mutuels  des  substitutions  correspondantes  seront  im- 
médiatement donnés  par  le  théorème  du  n^  242. 

247.  Second  cas  ;  Faisceaux  de  seconde  catégorie.  —  Dans«tout  faisceau 
de  seconde  catégorie,  le  nombre  des  séries  de  chaque  système  est  un  nombre 
pair,  2v.  En  effet,  si  la  première  série  d'un  système  est  conjointe  k  la 
v-i-i'^'"%  la  seconde  le  sera  à  la  vH-2'^'"'',  etc.  La  v-h  i'^*"*  l'est  à  la 
2v  H-  li^me.^  ^^^^  |g^  ^^  _^  ^ième  gg  coufoud  avcc  la  première^  donc  le  nombre 

des  séries  distinctes  est  2v. 

Soient  x,  x\...  x^^^^  les  indices  de  la  première  série  du  système  2  que 
Ton  considère;  ^v.  ^v  >•••»  a:!'*^*^  leurs  conjugués  de  la  série  conjointe;  C, 
C',...,  O»^'^;  Cv,  C, ,...,  Q'T*^  les  substitutions  correspondantes  à  ces  divers 
indices.  Nous  allons  montrer  qu'o/i  peut  choisir  les  indices  indépendants 
de  telle  sorte,  que  chacune  des  substitutions  C,  C',...,  C^'^*^  ait  ses  expo- 
sants d'échange  avec  Cv,  Cl  ,...,  C^**"*^  tous  congrus  à  zéro^  à  V exception  d'un 
seul, 

248.  Admettons  en  effet  que  l'on  puisse  choisir  les  fi'  derniers  indices  de 
la  suite  x,  x\...,  x^^^\  de  telle  sorte  que  les  exposants  d'échange  de  C^*'^^'^ 
0^^'^*\...,  O^*^  avec  chacune  des  substitutions  Cv,  C,...,  C^~^^  soient  tous 
congrus  à  zéro,  sauf  ceux-ci  :  {0^^'^C,^-^'^),  [0\^\^'^*)Cr^'^^))^  {O^'^C^^-'^), 
mais  qu'on  ne  puisse  choisir  plus  de  jx'  indices  jouissant  d'une  propriété 
analogue.  Si  l'on  avait  |x'=|x,  notre  proposition  serait  prouvée.  Supposons 
donc  /jl'  nul  ou  positif,  mais  moindre  que  fx. 

Les  relations  ainsi  établies  entre  les  exposants  d'échange  subsisteront 
si  l'on  remplace  les  indices  ir,...,  x^^^^'-*^  par  des  fonctions  linéaires  de 
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ces  mêmes  indices>  sans  altérer  a?^^*""'^'^ . . . ,  x^^^^K  Car  soient,  par  exemple, 

y^cur-h  ...  -h  kx^^'^'^*^  et  y^^aP^x^  -h  . . .  -i-  k'''' x[^'^^'~'^^  un  de  ces  nou- 
veaux indices  et  son  v'^'"*  conjugué  :  la  substitution  Dy,  correspondante 
à/v>  étant  dérivée  des  substitutions  Cv,...,  G,^^'~^\  dont  les  exposants  d'é- 
change avec  C^*^^'^...,  O^*^  sont  congrus  à  zéro,  ses  exposants  d'échange 
avec  ces  dernières  substitutions  sont  eux-mêmes  congrus  à  zéro. 

Il  existe  donc  dans  le  choix  des  indices  a?,...,  x^^'^'~*^  une  indétermi- 
nation dont  on  pourra  tâcher  de  profiter  pour  simplifier  l'expression  des 
exposants  d'échange  restants. 

249.  SoitD  =  C*C'*'C"»"...  une  substitution  dérivée  de C,  C',...,  0^'^'~'^: 
on  aura  identiquement,  lorsque  i  >  jui  ~  jul'  —  i , 

On  peut  en  outre  déterminer  a,  ol\  a",...  de  telle  sorte  qu'on  ait 

(DC:)  =  o,...,     (DCl'^'^'-*^)=o. 

En  effet  les  relations 

(Dclj =«  (c(i)  H-  ix'icQ  -h  «'^(ca)  -h . . .  =o, 

(DCv')  =  a(CCO  -ha'(C'Cv)-4-a"(C"C;;)-h...  =o, 


déterminent  les  rapports  de  a,  oc\  a'',...,  ce  qui  ne  souffre  aucune  dilFi- 
culté,  ces  rapports  pouvant  être  sans  inconvénient  infinis  ou  indéterminés. 
Le  coefficient  a  est  congru  à  zéro.  Car  s'il  ne  l'était  pas,  on  pourrait 
prendre  pour  indices  indépendants,  à  la  place  de  x,  a?',...,  x^^^'-*^  ceux  v, 
/',...,  j^ft*-t*'-*)  auxquels  correspondent  respectivement  les  substitutions  D, 
C,  C",...,  C^^"^''^*^;  et  ce  choix  d'indices  permettrait,  contrairement  à  l'hy- 
pothèse, d'avoir  à  la  fois         • 

(Da)  =  o,     (DC;)  =  o,...,     (DCi^-*^)so. 

De  la  relation  a^o  on  conclut  (DDv)^o.  Car  D  étanl  de  la  forme 
C'C*"...,  on  aura 

D.^C:""''^  •"''...,     d'où     (DD,)  =  a' p'iDd) -h  oc"  P''{J)C:.)  +  ...-^o. 
D'ailleurs  Tun  au  moins  des  coefficients  a',  a",...  sera  ^o  (mod.^o).  Soit 
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a'^o  (mod.^).  Nous  prendrons  pour  indices  indépendants  à  la  place  de  x, 
x\,..,  x^^^'-^^  ceux  j,^',...,^^'^'^-'^  qui  correspondent  respectivement  aux 
substilutions  C,  D,...,  Oi^'-*^ 

Détermini)ns  maintenant  une  substitution  E  =  C^Dl^'CP"...  telle,  que  Ton 
ait  (ECv)^o,  (EO^o,.,.,  (EC4''"'*'"^^)^o.  Nous  venons  de  voir  que  cela 
est  toujours  possible;  et  de  plus  que  le  coefficient  ]3'  sera  congru  à  zéro, 
d'où  Ton  conclut  la  relation  (EEv)^o. 

Le  coefficient  /3  ne  peut  être  congru  à  zéro;  car,  s'il  Tétait,  E  se  réduirait 
à  la  forme  C"^"...,  et  l'on  aurait,  par  suite,  (EDv)^o.  On  a  en  outre,  si 

5>|U.— fi.'—  I, 

Enfin  on  a  évidemment,  si  r  diffère  de  v, 

(ECr)  =  (EDO  =  (EC"^)  =  . . .  =  o. 

La  substitution  E  aurait  donc  tous  ses  exposants  d'échange  congrus  à  zéro, 
ce  qui  est  supposé  impossible. 

Cela  posé,  prenons  pour  indices  indépendants,  au  lieu  At  y^  y\  y'\,,. 
ceux  z,  z\  z" y,.,  qui  correspondent  respectivement  aux  substitutions  E,  D, 
C",...:  on  aura  déjà  les  relations 

(DDv)=o,     (EEv)  =  o,     (ECv}  =  (DCC)  =  ...=o; 
d'où  Ton  déduit  réciproquement 


(C"  Ev)  =  -  (£(;)''  =  o, .  (C'Dv)  =  -  (DC;/  =  o, . . . . 

250.  On  peut  opérer  sur  les  fx  — /x'—  2  indices  2",...  comme  nous  l'avons 
fait  sur  les  indices  â?,  af  ^  x'\,.,  et  les  remplacer  par  de  nouveaux  indices 
u!\  if  y  M^*^...  tels,  que  les  substitutions  correspondantes  E',  D',  0*\...  et 
celles  qui  correspondent  aux  indices  conjugués  satisfassent  aux  relations 

(d'd;)=o,  (e'e:)=o, 

(E'c;i*0  =  (D'cî*0  =  ...  =  o,   (coîe;)  =  (C(*)d;)  =  ...  =  o. 

En  poursuivant  ces  opérations  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  le  nombre 
fx  —  fj/,  on  conclut  enfin  :  i®  que  fx  —  fJ^'  est  un  nombre  pair  i]x!'\  2®  que  les 
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indices  de  la  première  série  de  2  peuvent  être  choisis  de  telle  sorte  que  les 
substitutions  correspondantes 

E,    D,...,    E^^^-'K    D(«^"-'>,    CO^-t^'V. ..,    G»*-'), 
et  les  substitutions 

F         n  T7(l*'-0       ï\(l*-l)       piv^V'')  pCj^O 

qui  correspondent  à  leurs  v'^*"*'  conjugués,  aient  tous  leurs  exposants  d'é- 
change congrus  à  zéro,  sauf  ceux-ci  : 

(DC'^Ei^O,     (E(')Di^^),    {C('^(i% 
ce  qui  démontre  notre  proposition. 

251.  Il  reste  encore  dans  le  choix  des  indices  un  peu  d'indétermination, 
dont  on  peut  profiter  pour  faire  en  sorte  que  Ton  ait 

(D(') E^^^)  =  -  (E(0 Di'^)  =  I,     (C^O  Ci*))  ^  e, 

e  étant  une  racine  arbitrairement  choisie  de  la  congruence 


En  effet,  (G^^Gf^)  doit  être  une  racine  de  cette  congruence;  car  on  a 

(cc)  cifY^  [df^ct^)  =  (ci^^  c(/)) = -  (cc)  (i% 

D'autre  part,  prenons  pour  indices  indépendants,  au  lieu  des  indices  ac- 
tuels u^'\  d'\  correspondants  à  C^^  (X'\  ceux-ci  :  b-*u^^\  b-^uif\  auxquels 

correspondent  respectivement  les  substitutions  K=  [G^^^]*  et  Ky='[Q'Y  . 
On  aura 

(KKv)  =  (C('^Cl'0  *'*'■*■'. 

Or  on  peut  déterminer  b  de  sorte  que  cette  expression  se  réduise  à  e  : 
car  la  congruence 

élevée  à  la  puissance  p^—i  devient 
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ce  qui  montre  que  ses  racines  sont  des  fonctions  réelles  de  l'imaginaire  i  de 
degré  2v  qu'on  a  déjà  introduite  pour  réduire  F  à  sa  forme  canonique. 

D'autre  part,  remplaçons  l'indice  v  correspondant  à  D^'^  par  un  nouvel 
indice  jS^V.  La  substitution  correspondante  sera  [D^'^JP;  son  exposant 
d'échange  avec  Ev  sera  /3(D^*^Ei*^)  et  se  réduira  à  l'unité  si  l'on  prend 

On  peut  donc  admettre  que  (O'^Ci'^)  soit  égal  à  e  et  (Df^'E^*^)  à  i.  On 
aura  alors 

(EC)  Di^O s (Eiî^Di'O  ^  -  (Di^-^E^O  =  -  (DC) El'>/^^  -  I. 

Les  exposants  d'échange  des  substitutions  correspondantes  aux  indices 
de  la  première  série  de  2  étant  ainsi  déterminés,  on  aura,  en  les  élevant  à 
la  puissance  ffy  ceux  des  substitutions  correspondantes  aux  indices  de  la 

r-f-i'^'"*  série  (242).  ^    . 

252.  Considérons  maintenant  un  autre  système  quelconque  2'.  Le 
groupe  G,  formé  par  les  substitutions  abéliennes  permutables  à  F,  étant 
primaire,  contient  au  moins  une  substitution  qui  remplace  les  indices  de  1 
par  des  fonctions  linéaires  des  indices  de  2'.  Soit  S  une  substitution  de  G, 
choisie  à  volonté  parmi  celles  qui  jouissent  de  cette  propriété. 

Prenons  pour  indices  indépendants  dans  2'  les  fonctions  par  lesquelles  S 
remplace  les  indices  de  2.  Les  transformées  par  S  des  substitutions  qui  cor- 
respondent aux  indices  de  2'  seront  les  substitutions  qui  correspondent 
aux  indices  de  2;  elles  ont  donc  mêmes  exposants  d'échange  mutuels  que 
ces  dernières. 

253.  Troisième  cas  :  Faisceaux  de  troisième  catégorie. 

Considérons  spécialement  les  indices  de  la  première  aérie  d'un  système 
quelconque.  On  verra  comme  (232-234)  :  i^  que  ces  indices  sont  en  nombre 
pair;  2^  qu'ils  peuvent  être  choisis  de  telle  sorte  que  les  substitutions  cor- 
respondantes, c^i>f ,  ia>,,  ^29  1^2»- ••  aient  tous  leurs  exposants  d'échange  con- 
grus à  zéro,  sauf  les  («Aop^'ilbjjt)^  —  ('^ii.'^ij.)»  qui  seront  congrus  à  i. 
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§  IX.   —   Groupes  htpoabéliens. 

Définition  de  ces  groupes. 

254.  Considérons,  comnïe  au  n^  230,  le  groupe  §  dérivé  des  substitutions 

Soient  (A,  A<),  (A|  Aj),...  leurs  exposants  d'échange  mutuels,  dont  nous 
supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  déterminant  ne  soit  pas  con- 
gru à  zéro.  On  sait  que  dans  ce  cas  le  nombre  des  indices  :Z|,  ^2,...  est  pair  : 
soit  2/1  ce  nombre.  Supposons  en  outre  p=  2. 

Soit  maintenant  A^*  A^*...  Tune  quelconque  des  substitutions  de  ^;  nous 
dirons  qu'elle  a  pour  caractère  Texpression 

\      \   {A^Ay) m^my-{-  \  s^niy,    (mod.2), 

m 

oix  Si,...,  s^,...  sont  des  entiers  constants,  que  Ton  peut  fixer  à  volonté. 

255.  De  cette  définition  résulte  la  proposition  suivante  : 

Théorème,  -r  Le  caractère  cTun  produit  est  congru  (mod.  :i)  àla  somme 
des  caractères  des  facteurs  et  de  leurs  exposants  d* échange  mutuels. 
Soient  en  effet 

S  =  AT'  A?> . . . ,    S,  =  A"'  A? . . . ,        d'où        SS,  =  A? »-*^'  A?*-^"» 

Cette  dernière  substitution  a  pour  caractère 

ii=an    v=:an  |i=2i> 

{A=a/i    y=aR 

^  caract.  S -H  caraci.  S, -h  \      N    {ky,A^)[m^n^'{-m^n^]. 

Mais  on  a 

(A^Ap,)so,    (A^Av)s-.(AvAp,)  =  (AvA^)    (mod.a); 

25. 
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d'où 

(&=an    v  =  an  |i  =  an    v  =  sir 

\      \    (A,iAv)[m^/iv-f- mvH^]^  \      \   (Aj,Av)  m,,/iv^(SS,). 

Le  théorème  est  donc  établi.  On  le  démontrerait  de  même  s'il  y  avait  plus 
de  deux  facteurs. 

256.  Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  les  substitutions  linéaires 
qui  transforment  chaque  substitution  de  §  en  une  autre  ayant  même  carac- 
tère. Ces  substitutions  forment  évidemment  un  groupe  5. 

Ce  groupe  est  contenu  dans  le  groupe  abélien.  Car  soient  T  une  de  ses  sub- 
stitutions; S,  S,  deux  substitutions  de  ^;  S',  S\  leurs  transformées  par  T  : 
on  aura,  par  hypothèse, 


d'où 


car.  S' ^  car.  S,     car.  S',  ^  car.  S„    car.  S' S*,  ^  car.  SS,  ; 


( S' S',  )  =  car.  S' S;  —  car.  S'  -  car.  S',  =  car.  SS,  —  car.  S  —  car.  S,  =  ( SS,  ) . 

Donc  la  transformation  par  T  n'altère  pas  les  exposants  d'échange  mutuels 
des  substitutions  de  ^  :  donc  T  est  une  substitution  abélienne. 

257.  Soit 

Il  est  aisé  de  déterminer  les  relations  auxquelles  satisfont  ses  coefficients. 
En  effet,  les  substitutions 

A;  =  A'/'Aï'.. .,     A;  =  A^«A^«..^.,... 

transformées  de  A|,  A2,...  par  T  devant  avoir  mêmes  exposants  d'échange 
mutuels  que  Â|,  A2»...,  on  aura,  pour  toutes  les  valeurs  de  jj.  et  de  v, 

(33)  (A,A,)^j*ÇvH-  (Al  Aa}^i,rvH-..  .-4-  (A,A,)  r^gv-h.  •  .^(A,iAv). 

Elles  ont  en  outre  les  mêmes  caractères,  d'où  pour  chaque  valeur  de  /x  la 
relation 

(34)  (A,  A,)Çp,5fi,-h  {A^i  Ai)  q^,r^ -h. . . -h  ^,  g^t  4- ^a r^^ -h . . .  ^ *j». 

Les  conditions  ci-dessus  sont  d'ailleurs  suffisantes.  Cais  si  elles  sont  rem- 
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plies,  soient  Aj'^Af'...  une  substitution  quelconque  de  §,  A,*"* Ai'"*...  sa 
transformée  :  ces  deux  substitutions,  étant  respectivement  le  produit  de 
facteurs  qui  ont  mêmes  caractères  et  mêmes  exposants  d'échange,  auront 
mêmes  caractères. 

258.  Cherchons  à  simplifier  l'expression  des  conditions  ci-dessus  par  un 
changement  d'indices  convenable. 

Nous  avons  vu  (232-234)  que  le  groupe  S  peut  être  considéré  comme 
dérivé  de  n  couples  de  substitutions 

(35)  al,,,  ift),  ;     c,Vj,  ifi),; . . .  ;     <tl>„,  all)„ 

telles,  que  tous  leurs  exposants  d'échange  mutuels  soient  congrus  à  zéro, 
sauf  ceux-ci  : 

(al,,  Ift,,)^—  (lft>,  3^,),.  .  .,        (X^lft,„)^—    (llî>„al,„) 

qui  seront  congrus  à  i .  On  peut  d'ailleurs  supposer  que  les  deux  substitu- 
tions d'un  même  couple  ont  le  même  caractère;  car,  si  Ai,  et  ifi^i,  par 
exemple,  avaient  respectivement  pour  caractère  o  et  i,  ^  pourrait  être  con- 
sidéré comme  dérivé  des  substitutions  de  la  double  suite 


(vl,,,       ifl),  tt^i;       al)),  lft>2^'  •  *;       t^ny  1^ 


n> 


lesquelles  ont  mêmes  exposants  d'échange  et  mêmes  caractères  que  les  sub- 
stitutions correspondantes  de  la  suite  (35),  sauf  iii>4  x,,  qui  a  pour  caractère 
zéro. 

Cela  posé,  soit  p  lé  nombre  des  couples  de  la  suite  dont  les  substitutions 
ont  le  caractère  i  :  si  p  >  i,  on  pourra  l'abaisser  de  deux  unités.  En  effet, 
soient  x^y  t^i;  «i(p2»  i^s  deux  couples  dont  les  substitutions  aient  le  carac- 
tère 1  ;  on  pourra  considérer  ^  comme  dérivé  de  la  double  suite 

eilt»!  &i,s,       l)Vf  «il»  \       <vl>|  ifbi  Q-l>2  lA>],        t^\  lf(>i  lfl)3  \''»y        o^/i>   lAïn 

analogue  à  la  double  suite  (35),  sauf  que  ses  deux  premiers  couples  ont  le 
caractère  o  au  lieu  du  caractère  i . 

Si  donc  on  suppose  p  réduit  à  son  minimum  par  le  procédé  ci-dessus,  on 
aura  p=o  ou  p=  i .  Ces  deux  cas  sont  d'ailleurs  essentiellement  différents, 
comme  le  montre  le  théorème  suivant,  qui  donne  au  nombre  p  sa  véritable 
signification,  dégagée  de  tout  arbitraire  : 
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259.  Théorème.  —  La  majorité  des  substitutions  de  ^  a  pour  caractère  p. 

i^  Soit  d'abord  p=o.  Les  substitutions  <A,<,aft)|,...  ayant  toutes  pour  carac- 
tère zéro,  une  quelconque  des  substitutions  de  ^,  telle  que  e^î*ifi»J*<ji^J«ift,î*..M 
aura  pour  caractère  ai^i+aa^a-h —  Le  nombre  des  substitutions  de  ^ 
ayant  pour  caractère  zéro  sera  donc  égal  au  nombre  $„  des  solutions  de  la 
congruence 

flfj  6i  -i-  Û2  ftj  -f- . . .  ^  o. 

Or  on  peut  satisfaire  à  cette  congruence  en  posant 

Dans  le  premier  cas,  on  aura  pour  a^  b^  les  trois  systèmes  de  solu- 
tions o,  o;  o,  i;  I,  o;  et  Ton  aura  Ç;,_^  manières  de  choisir  «a,  62,....  Dans 
le  second  cas,  on  devra  poser  a^^b^^o;  et  a,,  69,...,  pourront  être 
choisis  de  2*^""*^  —  *„_i  manières.  Sommant  toutes  ces  solutions,  il  vient  la 
relation 

qui  permet  de  calculer  successivement  *2»  ^s»-.»  *<  étant  égal  k  3.  On  vé- 
rifie aisément  que  Ton  aura  en  général 

nombre  supérieur  à  la  moitié  de  2^",  nombre  total  des  substitutions  de  ^. 

260.  2°  Soit  au  contraire  p  =  i;  et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que 
celui  des  couples  de  la  suite  <^S»  '^1  ;  <^2»  '^a;-*-  dont  les  substitutions  ont  le 
caractère  i  soit  le  premier,  J^i,  ofc^.  La  substitution  a<i£.j»ift)f»c^;«ifcj*...  aura 
pour  caractère  a<  -h  6<-i-  ai  b^-h  aj^a-f-....  Le  nombre  ^„  des  substitutions 
de  ^  qui  ont  pour  caractère  zéro  sera  égal  au  nombre  des  solutions  de  la 
congruence 

/Il  -f-  fri  -+-«!  61  4-aa6aH-. .  .^o,     ou     (a,  -f- 1)  (ft, -h  i)  -f-  a, ft, -h  . . .  ^ I . 

Mais  cette  congruence  est  satisfaite  par  2^"  — *«  systèmes  de  valeurs  de 
a, -+-I,  64+1,  aa,  6a»«-.>  auxquels  correspondent  autant  de  systèmes  de 
valeurs  de  a^ ,  6,,  aa,  6av*  On  aura  donc 

a„  =  2»»  —  Ç„  =  2"»-'  —  2»-», 
nombre  inférieur  à  -  2^", 
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261.  Cela  posé,  on  peut  déterminer  un  système  d'indices  indépendants 
Xi,  7,;...;  x„,  yn  qui  correspondent  respectivement  aux  substitutions  .v,, 
D^,;...;  x„,  lib;,.  Soit  maintenant 


S  = 


47, 


a ,  Xl-hC^  7,  -f- . . .  -h 


a^x. 


Cn  r- 


7,     b\  x.-^d',  x,'-\'...^b'^Xn-^d'^yn 

Xn    a["^x^  -f-  c\"^x^  -+-...  +  d^^Xn  H-  c^^^Xm 
Xn     b[^)x^  +  rf^")/,-!- . . .  -f-  6^"5:r„ -4- dj,"^» 

une  substitution  du  groupe  cherché.  Les  conditions  auxquelles  ses  coeffi- 
cients doivent  satisfaire  s'obtiennent  en  substituant  dans  les  relations  (33) 
et  (34)  les  valeurs  particulières  qu'ont  les  exposants  d'échange  et  les  carac- 
tères des  substitutions  correspondantes  aux  nouveaux  indices.  Elles  seront 
donc  difTérentes  suivant  que  l'on  aura  /9  =  o  ou  fs  =  1 .  On  obtiendra  ainsi 
deux  groupes  difTérents,  èo  et  5i»  que  nous  appellerons  grottes  hypoahéUens , 

« 

Premier  groupe  hypoahélien. 

262.  Supposons  /9=o.  Les  relations  (33)  se  réduiront  à  la  forme  (27)  (en 
remarquant  d'ailleurs  que,  dans  le  cas  actuel,  p  étant  égal  à  2,  on  aura  tou- 
jours m^i);  et  les  relations  (34)  deviendront 


(36) 


<*!+•• --^«L^^^L^^^o,    c'd' -+-...+ cL'')rfi.''>=o, 


I*  I* 


I*   j* 


formules  où  fx  prendra  successivement  toutes  les  valeurs  i,  2,...,  n. 

Mais  si  S  appartient  k  5o»  S"*  lui  appartiendra,  et  réciproquement.  On 
aura  donc  un  nouveau  système  de  relations  équivalent  au  précédent,  en 
exprimant  que  S''  est  hypoabélienne.  Pour  cela,  on  remplacera  dans  les 
relations  (27)  et  (36)  les  divers  coefficients  a,,...,  rf^"^  par  les  coefficients 
correspondants  de  la  substitution  ?r\  que  donnent  les  formules  (26).  On 
obtiendra  ainsi  les  relations  (26)  et  les  suivantes  : 


(37) 


ft(^j*)  rf(^i*)  H- . . .  ^.  ^(.i)  rfo*)  =  o,     df)  c[^>  4- . . .  -j-  a^j^)  eO*)  =  o. 


263.  Théorème.  —  Le  groupe  5o  ^st  dérivé  des  seules  substitutions  M jjt,  Nj^ , 
(  définies  comme  au  n^  220  )  ;  et  son  ordre  est  égal  à 

&),  =  ($„—  |)2»«-«...  («,—  !)  2».  2. 


En  eftet,  les  substitutions  des  deux  formes  ci-dessus,  satisfaisant  aux  re- 
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lalions  ( 25)  et  (37),  appartiendront  a  ^o*  Réciproquement»  toute  substitu- 
tion hypoabélienne,  2»  dérive  de  celles-là. 
En  effet,  supposons  que  1  remplace  x^  par  la  fonction 

les  coefficients  a^,...,  c^  ne  seront  pas  tous  congrus  à  zéro,  et  Ton  aura, 
d'après  les  relations  (37), 

38)  rt',c',-f-...4-<c;  =  o. 

264.  Cela  posé,  on  pourra  déterminer  une  subsUtution  S,  dérivée  des  sub- 
stitutions MjjL  et  Njjt^v»  qui  remplace  x^  parf^ . 

En  effet,  soit  d'abord  a^^i  :  la  substitution 

remplace  x^  par/4  • 

Si  a  1^0,  maisci^i,il  existe,  d'après  ce  qui  précède,  une  substitution  s, 
dérivée  des  substitutions  Mp^  et  N^j^^v»  qui  remplace  x^  par 

c\  Xt  4-  a',  a:,  -H  c',  /a  -f- . . .  ; 

et  la  substitution 

remplace  a?,  par/. 

Soit  enfin  a^^Cj^o,  mais  aj,  oucJ,^i.  D'après  ce  qui  précède,  il 
existe  une  substitution  S,  dérivée  des  substitutions  M|i.  et  N|i,v  qui  rem- 
place x^  par/i  ;  et  la  substitution 

remplacera  a?,  par/,. 

265.  Ce  point  établi,  posons  2  =  S2'  :  2  et  S  étant  hypoabéliennes,  2'  le 
sera  également;  mais  de  plus,  elle  laissera  x^  invariable.  Soit 

/;  =  b\  X,  4-  £/',  j,  -h . ... -f-  6;  Xn  4-  d\Yn 

la  fonction  par  laquelle  elle  remplace  ^i  :  les  relations  (25)  et  (37)  don- 
neront 

(39)  rf\  =  i,    ft',-f-6W',-+-...+  ft;rf«  =  o. 
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Cela  posé,  la  substitution 


remplace  y^  par//  ,sans  altérer  â7i;  et  l'on  pourra  poser  2'  =  S' 2,,  d'où 
2  =  SS'2,»  2(  étant  une  nouvelle  substitution  hypoabélienne,  qui  laisse  j?«, 
Yi  invariables. 

266.  Les  relations  (27)  et  (36)  montrent  que  2,  se  réduit  à  la  forme 


2,= 


X, 

X, 

r> 

ri 

X, 

«' 

Xi 

X' 

à". 

Xt 

a\  X, 


n 


X, 


<  r- 


Xn    a^^  X,  ■+■  c^r^x^  -h  . . .  -t-  af;P^  Xn  -h  c^J^^Xn 

Tn     b^")  X,  4-  rf^j^^a  -f-  .  .  .  -f-  6^«>  JC«  -+-  rfi")  J„ 


où  les  coefficients  sont  liés  par  les  mêmes  relations  que  dans  les  substitu- 
tions hypoabéliennes  entre  n  —  i  couples  d'indices. 

On  voit  comme  tout  à  l'heure  qu'on  aura  2|  =818'^ 2a,  84  et  S\  étant  dé- 
rivées de  celles  des  substitutions  M^,  N^,v  dans  lesquelles  |x  et  v  sont  >  f , 
et  22  une  nouvelle  substitution  hypoabélienne  qui  laisse  a?!,  /^  ^2»  JK2  îi^va- 
riabies^  etc.  Donc  enfin  on  aura 

2„.f  étant  une  substitution  hypoabélienne  qui  n'altère  plus  que  les  deux  in- 
dices Xn,  yn-  Mais  une  semblable  substitution  ne  peut  être  que  l'unité, 
ou  M;,.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  2  sera  dérivé  des  substitutions  My,,  fi^^^. 

267.  L'ordre  (m>„  du  groupe  ^o  résulte  immédiatement  de  ce  qui  précède. 
En  effet,  le  nombre  des  fonctions  différentes,  telles  que  /«,  que  ses  substitu- 
tions permettent  de  faire  succéder  à  Xt  est  égal  au  nombre  $12—1  des  sys- 
tèmes de  solutions  de  la  congruence  (38),  la  solution  a\^...^c^^o  étan( 
exclue.  On  aura  w«  =  (*«—■  i)w'„,  w'^  étant  l'ordre  du  groupe  partiel  5'o 
formé  par  celles  des  substitutions  de  ^0  qui  laissent  x^  invariable  (123). 

Le  nombre  des  fonctions  différentes//  que  les  substitutions  de  ^q  font 
succéder  a/4  est  égal  au  nombre  des  solutions  des  congruences  (89),  lequel 
est  égal  à  2^""*;  car  ces  congruences  déterminent  d\  et  b\,  les  a/i—  2  coef- 

26 
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ficients  b'^,,..,  rf'„  restant  arbitraires.  On  aura  a)'„  =  a*^""*  w^..,,  w^^^  étant 
Tordre  du  groupe  partiel  formé  par  celles  des  substitutions  de  5o  qui  n'al- 
tèrent pas  ^1,  y<. 

Poursuivant  ainsi,  on  obtient  la  formule  énoncée  au  théorème. 

268.  Problème.  —  Troui^er  les  facteurs  de  composition  de  So* 

Soit  I  un  groupe  contenu  dans  5o>  ^t  permutable  à  ses  substitutions;  nous 
allons  rechercher  ses  propriétés. 

PROPOsiTrow  I  :  I  contient  une  substitution  différente  de  l'unité,  et  qui 

n altère  pas  x^.  —  Soient  en  effet  S  une  substitution  quelconque  de  I; 

y,  ^ a j  x^  -f-  Cj  j,  -I-  d^x^  4-  Cj  j2  -^  •  •  •   1^1  fonction   qu'elle   fait  succéder 

à  j?<.  Si/i  ne  se  réduit  pas  à  a?<,  l'une  au  moins  des  quantités  c, ,  a'^,  Cj,... 

sera  ^o  (mod.  a). 

i^  Si  Cf^o(mod.  2),  5o  contient  une  substitution  T  qui  laisse  x^  inva- 
riable, et  remplace y<  par/,  (265)  :  I  contiendra  S,,  transformée  de  S  par  T, 
laquelle  remplace  x^  par/,. 

Cela  posé,  si  S|  laisse  x^  invariable,  I  contiendra  sa  transformée  par  Pi,,, 
laquelle  laissera  x^  invariable.  Si  au  contraire  S|  altère  x^^  on  voit  aisément 
que  parmi  les  substitutions  des  formes  N|it,v»  Qi&,v»  Ri&.v  qui  laissent  a?,,  j,  in- 
variables, il  en  existe  une  au  moins,  T|,  non  échangeable  à  S|.  Le  groupe  I 
contiendra  la  substitution  Sr\Tr*S,  T,,  laquelle  laisse a?«  invariable  et  diffère 
de  l'unité. 

2®  Soit  c, ^o,  mais  a^^i,  par  exemple.  On  a 


j  .j   .  -f  .'  ,  j  j 


/i,  C'a  -h  . . .  ^  a,  c,  +  a,  Cj  -t-  . . .  ^  o. 

Cela  posé,  ^o  contient  la  substitution 

laquelle  remplace  x^  par/,  sans  altérer  ari;  eti  contiendra  S^,  transformée 
de  S  par  T,  laquelle  remplace  x^  par  x^.  Or  on  voit  aisément  que  parmi 
celles  des  substitutions  de  ^^  qui  n'altèrent  pas  a?,,  x^,  il  en  est  une  au 
moins,  T,,  non  échangeable  à  S,  :  et  I  contiendra  S7\Tr^S«T,,  laquelle 
laisse  x^  invariable,  et  diffère  de  l'unité. 

269.  Proposition  II  :  I  contient  une  substitution  différente  de  V unité,  et  qui 
n'altère  nix^  niy^.  —  Car  soit  S  une  substitution  de  I  qui  n'altère  pas  a?,  : 
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elle  remplacera  j^f  par  une  fonction /|  ^b\xt-^d\yt'\-...'\-  b'„  Xn-\-d'„y„, 
dont  les  coefficients  satisfont  aux  relations  (Sq). 

I ®  Si  b\  ^ o,  d'où  63  rf'2  "^  •  •  •  ^  o»  5o  contient  une  substitution  T  qui  rem- 
place a?2  par  fr'j  075-1- ^2^2  "*"•••  sans  altérer  a?,,  j^4  (266);  et  I  contient  S,, 
transformée  de  S  par  T,  laquelle  remplace  j<  par  /,  H-  x^.  Cela  posé,  si  S< 
se  réduit  à  R,,2»  I  contiendra  sa  transf<Trmée  par  P^,,,  laquelle  n'altère  pas 
X4,  jf.  Dans  le  cas  contraire,  parmi  les  substitutions  de  5o  9^^  n'altèrent 
pas  a?,,  j,,  X2  il  en  existe  une,  T^  non  échangeable  à  S|  :  I  contiendra 
S7*Tr'S|To  qui  laisse  a:«,  y^  invariables,  et  diffère  de  l'unité. 

2"  Si  6'j^i,  les  relations  (îg)  montrent  que  l'un  au  moins  des  produits 
tjrf'a»...  sera  ^o(mod.2).  Soit,  pour  fixer  les  idées,  b\d^^i^  d'où 
b'^^d'^^i.  On  aura  èjrfg-h  ...^o;  et  5©  contiendra  une  substitution  T 
qui  laissear,,y,,a72  invariables,  et  remplace /a  par  ^'272 -l-^'a  ^8  ^-û?3j3 -4-.... 
Le  groupe  I  contiendra  S|,  transformée  de  S  par  T,  laquelle  remplace  ji 
par  x^  -t-ji  H-a^a-f- J2»  et  n'altère  pas  a?|.  Cela  posé,  si  S,  laisse  a?,,  .73,... 
invariables,  I  contiendra  sa  transformée  par  P|,,,  laquelle  laisse  a?i,yi  in- 
variables. Dans  le  cas  contraire,  parmi  celles  des  substitutions  de  So  qui 
laissent  invariables  x^,  y^  a^j-l-ja»  il  en  existe  une,  T|,  non  échangeable 
à  Si;  et  I  contiendra  Sr^T^^S,!,,  qui  laisse  a?i,  7,  invariables,  et  diffère  de 
l'unité. 

270.  Proposition  III  :  I  contient  une  substitution  qui  n'altère  que  les  quatre 
indices  j?,,  j,,  x^^  y^,  —  Car,  en  poursuivant  le  raisonnement  qui  précède, 
on  voit  que  I  contient  une  substitution  qui  laisse  invariables  les  indices  x^, 
y^f  ^29  puis  les  indices  a:,,  j,,  x^,  ja»  etc.  On  pourra  continuer  ainsi  jusqu'à 
ce  qu'on  arrive  à  une  substitution  qui  n'altère  plus  que  les  quatre  derniers 
indices,  x„_^,  j«-i,  Xn,  y»-  Sa  transformée  par  P<,„-|  Pj,/,,  laquelle  appar- 
tient à  I,  n'altérera  que  a?,,  j<,  a?2,  ja-  D'ailleurs  elle  satisfait  aux  rela- 
tions (27)  et  (36),  et,  par  suite,  sera  de  la  forme 


S  = 


j;,,  7,  a\  Xt  -h  c\  j,  -h  a\  Xj  -h  c\  y^  b\  jc,  H-  d\  y,  -h  b\  x,  -*-  d\  jj 
jc„  7,  <  Xy  -h  c\  y  y  -f-  a\  Xi  -+-  c",  7,,  ft'  .r,  -f-  rf'^  j,  -h  6'  Xi  -f-  rf'  j, 
«îPa,  yi     X^,  j3 


271.  Proposition  IV  :    S/  n  >  2,  I  contient  une  des  substitutions  N,x,v» 

Premier  cas.  —  Si  c^  h=i,  I  contient  S«,  transformée  de  S  par  Qf\Rf;.  qiii 

est  de  la  même  forme  que  S,  mais  remplace  a?,  par  j,.  Si  S,  est  échangeable 

26. 
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à  M2,  elle  se  réduit  à  M|  ou  à  M«Ma.  Mais  si  I  contient  M|,  il  contient  par 
^à  même  M<  .P;;1M,  P|,a  =  M,Ma.  Enfin  il  contiendra  sa  transformée  par 
Ni.2Qi,3*  laquelle  laisse  x^  invariable.  Si,  au  contraire,  S|  n'est  pas  échan- 
geable h  M2, 1  contiendra  Sr*.M7*S,  Ma,  qui  diffère  de  l'unité,  et  laisse  en- 
core x^  invariable.  On  retombe  ainsi  sur  le  troisième  cas  qui  sera  discuté 
plus  loin  (273). 

272.  Second  cas.  —  Si  c,  ^o,  on  aura  à^c^^o.  Mais  supposons  qu'on 
n'ait  pas  à  la  fois  à^^o^  c^^o  :  So  contient  une  substitution  T  qui  rem- 
place X2  par  a, a?<  -t-<ï'2^2-i-^'2y2»  sans  altérer  a?,  :  et  I  contient  S»,  trans- 
formée de  S  par  T,  laquelle  remplace  Xt  par  x^. 

Si  S«  est  échangeable  à  R,,j,  elle  a  l'une  des  quatre  formes  suivantes  : 


i« 


Or,  si  S|  est  égale,  à  P,,a  ou  à  Pj.aRi.a.  sa  transformée  par  Q,^,  appar- 
tient a  I  etMaissc  x^  invariable.  On  retombe  ainsi  sur  le  troisième  cas.  Si 
S,  =P|^2Q2^i,  I  contient  les  transformées  S,  et  S,  de  S,  par  P2,«P<,a  et 
(P2.sPi,2)^«  Il  contiendra  donc  Si~'S,SaSo  efsa  transformée  par  Qi,2>  la- 
quelle se  réduit  à  Qj^,.  Si  S^  =P|.2Q2,iRi,2»  I  contiendra  S?,  qui  se  réduit 
à  R,,2. 

2®  Si  S,  n'est  pas  échangeable  à  R|,a»  I  contiendra  Sr*.R;;lS|  R|,2f  qui 
laisse  x^  invariable,  sans  se  réduire  à  Tunité;  et  Ton  retombe  sur  le  troi- 
sième cas. 

273.  Troisième  cas.  —  Si  Ton  a  à  la  fois  c\^à^^c^^o,  d'où  a\^i^ 
S  laissera  x^  invariable.  Quant  à  y^,  elle  le  remplacera  par  une  des  quatre 

fonctions  Jo  ^^  -h  a?a,  y^  +7at  ^<  H-^i  +  a?2  H-Jv 

Si  S  laisse  7i  invariable,  elle  se  réduit  à  Ma  :  I  contiendra 

Ma  •  Ri,i  Mj  Ri,ï  =  Ri,j  Qm, 
puis  la  substitution 

Pi.s  Ri,5  Qa.i  »  1,3 •  Ri.î  Qa,i  •  Qi.s  "1,3  Qî,i  Qi,3> 

laquelle  se  réduit  à  Ri,,.  Si  S  remplace  j,  par  j,  -i-a?3,  elle  se  réduit  à  R,^a 
ou  à  R|,aMa.  Dans  ce  dernier  cas  I  contiendra  S^  =  Ri.aQa^n  ^U  par  suite,  il 
contiendra  R|,,.  Si  S  remplace  y 4  par^|-h72«  I  contient  sa  transformée 
par  Ma,  qui  remplace  y^  parj, -f-a?a;  on  retombe  ainsi  sur  le  cas  qu'on 
vient  d'examiner.  Enfin,  si  S  remplace  y^  par  a?,  -h  y^  H-a?a-l- ja»  elle  sera 
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égale  à  Ri,2Q2,m  auquel  cas  on  vient  de  voir  que  I  contiendra  Bf,,,  ou  à 
I^i,2Qi,2M2.  Mais  dans  ce  dernier  cas,  I  contient  M2,  transformée  de  S  par 
R4,2  :  on  retonibe  ainsi  sur  un  cas  déjà  examiné. 

274.  Proposition  V  :  1  contient  la  moitié  au  moins  des  substitutions  de  5o* 

En  effet,  I  contenant  une  des  substitutions  N^^,»  Qji.v»  R(i,v»  les  contiendra 
toutes;  car  on  a  les  relations  évidentes 


N,.,v  =  (  P^,?  P..V  )--  •  N.,p  P,..p  P.,v,    Q,..v  =  Mr'  N^.v  Mv,    R^.v  =  (M^  M.)-  N^.^  M^  M 


qui  montrent  que  toutes  ces  substitutions  sont  transformées  les  unes  dans 
les  autres  par  des  substitutions  de  ^^. 

Donc  I  contient  le  groupe  ô  dérivé  des  substitutions  N(i,v>  OpL,v»  Rja.v  et  de 
leurs  transformées.  Mais  toutes  les  substitutions  de  5^  sont  (266)  de  la 
forme  SS'...  S„_2 S'„_, 2fl_, ,  S,  S',...,  S«_2»  S^-i  étant  des  substitutions  de  5, 
et  2^.1  Tune  des  deux  substitutions  i,  M;,. 

Donc,  si  M„  était  contenue  dans  3,  ce  groupe,  et,  par  suite,  I  se  confon- 
drait avec  5o»  qui  serait  simple  (nous  verrons  plus  loin  que  cette  hypothèse 
ne  se  vérifie  pas).  Si  au  contraire  d  ne  contient  pas  Mn,  son  ordre  sera 
moitié  de  celui  de  So^  et  si  I  est  moindre  que  Sot  il  se  confondra  avec  d. 

275.  Proposition  VI  :  ^^  a  pour  facteurs  de  composition  2  e/  -  w„. 

Il  suffit  évidemment  pour  le  prouver  de  faire  voir  que  d  est  simple.  Or, 
si  Ton  pouvait  déterminer  des  groupes  contenus  dans  d  et  permutables  à 
ses  substitutions,  soit  K  Tun  de  ces  groupes,  choisi  de  manière  que  son 

ordre  0  soit  minimum.  L'ordre  -  o);,  de  d  serait  une  puissance  exacte  de  0 
(59).  Mais  -  (un  n'est  pas  une  puissance  exacte,  du  moins  pour  n  =  3,  4»  Sf 

Jm 

Nous  achèverons  la  démonstration  en  prouvant  que  la  proposition  étant 
vraie  pour  n—  i,  le  sera  pour  n. 

Supposons  en  effet  que  le  groupe  K  existe  :  on  voit  comme  (268-269) 
que  l'une  au  moins  de  ses  substitutions.  S,  laisse  invariable  l'un  des  couples 
d'indices,  tel  que  â?i,  /,.  Le  groupe  &'  formé  par  celles  des  substitutions 
de  d  qui  n'altèrent  pas  x^^  y^  est  précisément  ce  que  serait  d,  si  au  lieu  de 
n  couples  d'indices  on  n'en  avait  que  n—  i;  donc  il  est  simple,  par  hypo- 
thèse. Donc  les  transformées  de  S  par  les  substitutions  de  ^',  combinées 
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ensemble,  reproduisent  tout  ce  groupe,  dont  Tordre  est  -  w^,.,.  Donc  0  est 
au  moins  égal  à  -  (»>n-i*  nombre  supérieur  à  la  racine  carrée  de  -  co;,.  Donc 
-  o)„  ne  peut  être  une  puissance  de  0,  comme  il  le  faudrait. 

276.  Nous  avons  laissé  de  côté  le  cas  oix  n  =  2.  Pour  mettre  en  évidence 
dans  ce  cas  particulier  les  facteurs  de  composition  de  S^,  remplaçons  les 
indices  a7«,  /,,  a?^,  ^2  ps^r  d'autres  indices  indépendants  Ç,,  y^o  Sa»  >î2  res- 
pectivement correspondants  aux  substitutions  Xiife,,  cV^^^iftia»  ^^2^2. 
^i  iil>i  1^03.  On  voit  immédiatement  que  les  72  substitutions  de  §0  résulteront 
de  la  combinaison  de  la  substitution 

S  "—  I  Çi,  yîi»  Çî,  yja      Ça»  Vîï»  Çi>  yji  | 
avec  celles  de  la  forme 

Ces  substitutions  sont  permutables  au  groupe  formé  par  les  substitutions  T, 
lequel  est  d'ordre  36,  et  a  évidemment  pour  facteurs  de  composition  ceux 
du  groupe  linéaire  de  degré  2^,  répétés  chs^cun  deux  fois,  c'est-k-dire  2,  3, 
2,  3  (140). 

Second  groupe  hypoabélien. 

277.  Supposons  maintenant  que  les  substitutions  correspondantes  aux  in- 
dices x^^y^  aient  pour  caractère  1,  les  autres  ayant  pour  caractère  o.  Les 
relations  générales  (33)  et  (34)»  appliquées  à  la  substitution  S  (261)  don- 
neront entre  ses  coefficients  les  relations  (27)  et  les  suivantes  : 

(  a ,  b\  4-  a*;  6",  -h ...  -h  a ,  -h  b\  =  c ,  d\  -4-  c",  d'  -h . . .  -i-  c',  -4-  rf',  =  i , 

En  exprimant  que  S~~'  est  hypoabélienne,  on  aura  un  nouveau  système  de 
relations,  équivalent  au  précédent,  et  formé  des  relations  (25)  jointes  aux 
suivantes  :  . 

Ja,  c\  -f-a',  c,  -f  ...-ha',  -hc',  =6',  d\  -4-6'^  d\  -+-...-4-6',  -hrf',  =1, 
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278.  Les  substitutions 

L,   zrr    I    J7, j  ^, ,  .  .  .       -^1  "4-  JJ''i >   ^1  >  •  •  •    I  j  "^1  '-^^    \    ^if  y'\9  •  '  •      ^i >  ^1  >  •  •  •    I  > 

U  —  I  x„  y\,  Xiy  /a, ...     ar.  -*-  J„  7,  -+-  /a,  ^,  -h  X,  +  Ji,  ar,  -4- j,  -f-  j:,  -f-/„ .  .  .  | , 

aiusi  que  celles  des  substitutions  M^,  N(a,v  pour  lesquelles  fx  et  v  sont  >  i, 
satisfont  évidemment  aux  relations  {2'j)  et  (4o).  Elles  appartiennent  donc 
au  groupe  hypoabélien  ^i. 

279.  Théorème.  —  Le  groupe  5j  €St  dérivé  des  seules  substitutions  ci-dessus; 
et  son  ordre  rSn  est  égal  à 

En  effet,  soient!  une  substitution  àe^b^xf^^^^x^  -^Cxy\-\'CL^X2+c^^-^... 
la  fonction  par  laquelle  elle  remplace  x^.  On  aura,  d'après  les  relations  (40» 

(4^)  d,  c\  -f-  a,  c'j+ . ..-+-«',  -4-  c',  ==  I . 

Cela  posé,  on  pourra  déterminer  une  substitution  S,  dérivée  des  substitu- 
tions ci-dessus,  qui  remplace  x^  par/|. 
En  effet,  soit  d'abord 

a',  c,4-ii'|-f- c,  ^o,     d'où     a,c',4-. . .  ^i. 

L'un  au  moins  des  produits  binaires  d^c^^...  sera  ^o  (mod.  2).  Soit  par 
exemple  d^c^^i,  d'où  d^^c^^i^  d^c^-h...^o.  Il  existe  une  substi- 
tution 5,  dérivée  de  celles  des  substitutions  Mjj,,  N^jl^v  pour  lesquelles  jx  et  v 

sont  >  I,  qui  remplace  j,  p»r>'2"+-û'3^s  H- ^'aJs -*-•••  sans  altérer  X2  (265). 
La  substitution  S  =  §U  remplacera  x^  par/,. 
Soit  maintenant 

d^  c\  -h  d^  4-  C ,  ^  I ,      a',  c'j  +  .  .  .  ^:^  O. 

Il  existe  une  substitution  s,  dérivée  de  celles  des  substitutions  M^,  N|a.v 
pour  lesquelles  fx  et  v  sont  >i,  qui  remplace  X2  par  d^X2-hc^y2 
(264);  et  l'on  pourra  poser  S  égal  à 

SM,UM,;  M.SM,UM,;     ou     L,M.SM,UMi 

suivant  que  l'on  aura 

a\  E=  o,  c',  ==  I  ;     a',  ^  I ,  c\  =.a  o  ;     ou     d^  ^^  c',  ==  i . 
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280.  Ce  point  établi,  posons  2=S2'  :  2  et  S  étant  contenues  dans  ^i. 
2'  le  sera;  de  plus»  elle  laissera  a?,  invariable.  Soit 

« 

la  fonction  par  laquelle  elle  remplace  y^  :  les  relations  (25)  et  (4i)  donne- 
ront 

(43)  d\  =  i,    &',(/;+. ..-h6,.rf'„  =  o. 

Il  existe  une  substitution  â»  dérivée  de  celles  des  substitutions  M^,  Np,,v  pour 
lesquelles  fx  et  v  sont  >  i,  qui  remplace  a^a  par  b\x2  -+-  rf'a  j2^----;  et  la 
substitution 

remplacera  y^  par  /[  ,  sans  altérer  x^, 

281.  Posons  1'  =  S'Zf  :  2^  sera  hypoabélienne,  et  laissera  invariables  x^, 
yt  ;  donc,  en  vertu  des  relations  (aS)  et  (4i).  elle  remplacera  a?2,  j2f-»  ^n* 
yn  par  des  fonctions  de  ces  seuls  indices;  et  les  relations  qui  subsistent  entre 
les  coefficients  de  ces  fonctions  sont  précisément  les  mêmes  que  dans  le 
groupe  hypoabélien  de  première  espèce  entre  n  —  i  couples  d'indices. 
Donc  2t  sera  dérivée  de  celles  des  substitutions  M^i.,  N^t^v  pour  lesquelles  jx 
et  V  sont  >  I  (263). 

282.  L'ordre  de  g,  découle  immédiateuient  de  ce  qui  précède.  En  effet, 
le  nombre  des  fonctions  différentes  que  ses  substitutions  permettent  de  faire 
succéder  à  x^  est  égal  au  nombre  des  solutions  de  la  congruencc  (4^)»  le- 
quel est  égal  à  2^"— *„  (260).  Celui  des  fonctions  différentes  que  celles  de 
ses  substitutions  qui  laissent  Xt  invariable  font  succéder  à  y^  est  égal  au 
double  du  nombre  9„_^  des  solutions  des  congruences  (43)  {b\  restant  ar- 
bitraire). En6n  le  nombre  des  substitutions  de  §i  qui  laissent  x^,  yt  inva- 
riables est  a);,_|.  Le  produit  de  ces  trois  nombres  donne  vs„  (123). 

283.  Problème.—  Trouver  les  facteurs  de  composition  de  b  a 

Soit  1  un  groupe  contenu  dansô^  et  permutable  k  ses  substitutions  :  nous 
allons  chercber  ses  propriétés,  en  supposant  d'abord  n>2. 

Proposition  I  :  I  contient  une  substitution  différente  de  V unités  et  qui  n'altère 
pas  a7|.  —  Soient  en  effet  S  une  substitution  de  I; 

/  s  flf,  a;,  4-  c\  7,  -h  a,a;,  -h  c,  /,  47 . . . 
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la  fonction  par  laquelle  elle  remplace  a^i  :  si/^  ne  se  réduit  pas  à  o^f,  Tune 
au  moins  des  quantités  Cj,  a^,  c^,...  sera  ^o  (mod.  a). 

I®  Si  c\%o,  5|  contient  une  substitution  T  qui  laisse  a?,  invariable,  et 
remplace  /<  par/  (280)  :  ï  contiendra  S,,  transformée  de  S  par  T,  la- 
quelle remplace  a?!  par  j|. 

Cela  posé,  si  S«  laisse  invariables  x^t,  Vj,  â?,,  j,,  I  contiendra  sa  trans- 
formée par 

^i  »    X*       ^'  "*"  ^'>    ^1  ■^"  ^8  +  X^ 

^1,  Jj      ^1  4-  ^s  +  Js.   a:,  -hj,  -H  JTa  -H/a  ' 

^3,  j»  X*  -+-  •^» +r»  ■+•  ^3»  J'>  +  ^a  -Hr«  -+-7» 


w  = 


laquelle  laisse  œ^,  j,  invariables.  Dans  le  cas  contraire,  parmi  les  substitu- 
tions de  5i  qui  laissent  x^  etji  invariables,  il  en  est  une  au  moins  T|  non 
échangeable  à  S,  :  et  I  contiendra  S7\T7*S|T|,  qui  laisse  x^  invariable,  et 
diffère  de  Tunité. 

2^  Si  Cj^o,  I  contient  la  substitution  S""*.Lr*SL,,  qui  laisse  a?,  inva- 
riable, et  diffère  de  Tunité,  à  moins  que  S  ne  laisse  /«  invariable.  Dans  ce 
dernier  cas,  I  contiendra  Mr'SMi,  qui  laisse  Xf  invariable. 

284.  Proposition  II  :  I  contient  une  substitution  différente  de  l'unité,  et 
qui  laisse  Xt,  j«  invariables.  —  Car  soit  S  une  substitution  de  I,  qui  laisse 

a?,  invariable,  et  remplace  y  par  /[  ^b\x^  -^  d'^y^-i-  b\x^  -^  d'^y^-^ 

Les  relations  (aS)  et  (4i)  donneront 

rf',  ^  I  ,         6'j  rf  2  -f-  .   .  .  ^  O, 

I**  Si  S  laisse  invariables  a?2,  y^^  a?,,  /,,  I  contiendra  W""'  SW,  qui  n'al- 
tëre  pas  x^^  y^. 
2®  Si,  S  altérant  quelqu'un  des  indices  a?2^y2,  x^,  y^^  on  a 

b\^d\^  . .  •  ^ o, 

§i  contient  une  substitution  T  qui  n'altëre  pas  a?,,  /«  et  ne  soit  pas  échan- 
geable à  S  :  I  contiendra  S"'.!^*  ST,  qui  laisse  ^r,,  y^  invariables. 

3°  Enfin,  si  é^,  d'^,...  ne  sont  pas  tous  congrus  à  zéro,  5i  contient  une 
substitution  T  qui  remplace  X2  par  b'^x^ -f-  rf'^  j'a -f-..  ,  sans  altérer  x^, y^: 
et  I  contient  S| ,  transformée  de  S  par  T,  laquelle  remplace  yt  par 
^i^i-^yt-^  ^2'  Cela  posé,  si  Si  contient  une  substitution  T<  qui  n'altère 
pas x^,y^,  X2f  et  qui  ne  soit  pas  échangeable  à  S, ,  I  contiendra  S^M^' S| T^ , 

^7 


210  LIVRE  DEUXIÈME. 

qui  laisse  Xt,  y^  invariables»  sans  se  réduire  à  Tunilé.  Dans  le  cas  coq- 
traire,  S|  se  réduira  à  la  forme 


X^,  Ja      X^  -H  P^2,  Js  H-  (3^a 


fp  étant  nécessairement  congru  à  zéro  si  /i>3).  Si  b\^o^  I  contient  la 
transformée  de  S,  par  Mî^^MJPa.sU,  laquelle  laisse  x^,  y^  invariables  :  et 
si  b\^i,  il  contient  la  transformée  de  S,  par  U^M,,  laquelle  remplace  a?,, 
j,  par  Xi,  y^ -h  Xi  :  on  retombe  ainsi  sur  l'un  des  cas  déjà  examinés. 


285.  Proposition  III  :  I  contient  une  des  substitutions  ^^,^9  QiJi,vf  Ria.v  (où  [i 
et  V  sont  >  i). 

En  effet,  I  étant  permutable  aux  substitutions  de  i)i,  le  groupe  V  formé 
par  celles  de  ses  substitutions  qui  D'altërent  pas  a?,,  j,  est  évidemment  per- 
mutable à  celles  des  substitutions  de  ^^  qui  n'altèrent  pas  ces  indices.  Mais 
ces  dernières  substitutions  forment  un  groupe  5',»  hypoabélien  de  première 
espèce  par  rapport  aux  n—  i  couples  d'indices  restants.  Donc,  si  /i— 1>2, 
le  groupe  l\  qu'il  contient,  et  auxquelles  ses  substitutions  sont  permutables, 
contiendra  Tune  des  substitutions  N,j,^v»  Q|i.,v.  ^\L,y  (270-273). 

Si  n—  I  =  2,  ceux  des  raisonnements  de  l'endroit  cité  qui  restent  appli- 
cables montrent  que  V  (et  par  suite  I)  contient,  à  défaut  de  Tune  des  sub- 
stitutions N,a,v>  QtJL,v»  RïJL,v>  l'une  des  deux  suivantes  :  P2,»Q8.2f  Ha.sQa.a-  Dans 
l'un  et  l'autre  cas,  il  contiendra  la  substitution 

Posons  maintenant 


B  = 


C  := 


Xi,  Xi    x,y  7,4-^2+73 
X,,  y\    y\,   JT, -h  T,  +  j3 

Xi,   J3   ^i-hO^'a  +  Jj,  Xi 


•^H  Ji   r»  -h  a-,  -h  73,  X:i  -\-  Xi 

Xu    y-i        Xy  -+-  J,  -h  Xi  -h   ^3,   ^,  4-  0-3  -h  >  3 

^3,  73  Xt  +•  ^»  4- J>  -+-  Xif  j,  4-  Xi  -f-ja  -h  Xi 


Ces  deux  substitutions  sont  bypoabéliennes  :  et  Ton  voit  successivement 
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que  I  contiendra  les  substitutions  suivantes  : 

X  =  A\B-AB,    Y  =  (M,A)-XM,A,    Z  =  (M,M,P,,3)- YM.MsP^^a.Y, 
B  =  C-«  ZC .  Y,    Q3,.  =  Z  [(  P,.,  Q,,, )-  ZP,,3  Qm  .  B]». 

286.  Propositio]^  IY  :  I  contient  la  moitié  au  moins  des  substitutions  de  ^1  • 

En  effet,  I  contenant  une  des  substitutions  Nji.v»  Qti.,v»  RtJL,v  (où  fx  et  v  sont 
>  1)  les  contiendra  toutes  (274).  11  contiendra  donc  le  groupe  5  dérivé  de 
ces  substitutions  et  de  leurs  transformées  par  celles  de  S,. 

Or  les  substitutions  : 


G  = 


^3,  73    ^1,  /i  -h  :r,  -h  7, 


tD=: 


j:-»,  r»     ^1 -*- Ji -H  ^3 -h  Js,  a:, -H  ^r, -+- j3 

^3,  73  r»  -+■  «^j -^  7»  +  ^3»  r«  -^-  ^»  -^-72  -*-  r» 


sont  liypoabéliennes  :  donc  «(, contiendra  les  suivantes  : 


®  =  t)-  N,,3  Q2,3  Q3,.  R.,,  Q.,3  N3.3  TD  = 


i!:  =  t)-'N,,3RMQ3,iN,,3tD  = 


^1,  r» 

^•-^ri»  /• 

it) 

^2>  ^a 

•^2,  r» 

^3,  r» 

^3>     ^8 

^l» 

r- 

ji,  ^i 

OTa, 

r> 

ra  4-  r3>  ^a + r* 

^3, 

•  •  « 

«  < 

^i+ra+^sH-r*»  j» 

,f  =  tD-'Na.3t)  = 


^i>  ji  ^8  -I- r»»  ^ï  -*- T^  ^r» 

^a,  T'a      Jr,4-a;aH-^3-H7s,   J?i  4- /a  +  ^3 -H\r3 
^8,  /a      ^1  H-T"!  +  ^a  +  JTaj  J,  -h  ^j-f-Ja 


ç=5-N,,3e  = 


Xt,  /,     OTa,  ^1  4-  Ja 
Jf8,  r^     a?8  4-  ara,  ^3 


^3 

â7a 


r» 


27 
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287.  Il  est  maintenanl  aisé  de  voir  que  les  substitutions  de  d  permettent 
de  remplacer  l'indice  Xt  par  Tune  quelconque /,  des  2^"— -^„  fonctions 
linéaires  d^x^-^-c^y^-^-d^œ^'^-c^y^-^-».,  dont  les  coefficients  satisfont  à  la 
relation 

a',  c\  -h  a',  f  2  4- ...  H-  a\  h-  c',  ^  i . 

En  effet,  soit  d'abord  a^Cj -h  a, -hc^^o,  d'où  a'^Cj -h...^  i.  L'un  au 
moins  des  produits  a'gCj,...  sera  ^o  (mod.  2).  Soit  par  exemple  a^Cg^i, 
d'où  a^^Cg:^  I,  a3C3-h...^o.  Il  existe  une  substitution  S,  dérivée  de 
celles  des  substitutions  N^^v»  Q(i.vf  R{jl,v  où  jul  et  v  sont  >  i ,  qui  laisse  x^  inva- 
riable et  remplace  jKa  \^^^  y^-^  d^x^-h  U^y^-^....  D'autre  part,  la  substi- 
tution 2  qui  remplace  x^^  /j»  ^s»  Yz  ps^i'  ^s»  /a»  ^2»  ^2  ^st  évidemment  hy- 
poabélienne  :  5  contiendra  donc  la  substitution  S.2"*cf2,  laquelle  remplace 
^<  par/. 

Soit  au  contraire  d^  c\  -h  d^  -h  c, ^  i ,  aj Cg-i-,..  ==0.  Il  existe  une  substi- 
tution s,  dérivée  des  substitutions  Nja.v.  Q{i,v>  R|a,v  (où  ]ui,  v  sont  >  1),  qui 
remplace  X2  par  ag^Ja  -HCgya-H---»  et  suivant  qu'on  aura  :  aj^i,  c,  ^o; 
a j  ^  I ,  Cj  ^  I  ;  ou  a'j  ^  o,  c ^  ^  i ,  /<  succédera  à  x^  par  la  substitution  Sf?, 
par  la  substitution  B(S>Ç,  ou  par  la  substitution  $cg. 

288.  Celles  des  substitutions  de  3  qui  n'altèrent  pas  a?,  permettent  de 
faire  succéder  à  y^  l'une  quelconque  /[  des  2*„_|  fonctions  linéaires 
b\  Xi  -h  j,  +  b'^X2-h  rf'2j^2+---  dont  les  coefficients  satisfont  à  la  relation 
fegrfj  -f-...^o.  En  effet,  si  b\d\^...^o^  ce  remplacement  sera  produit 

par  la  substitution  (C<î)C)*».  Si,  au  contraire,  les  coefficients  b'^,  d'^,...  ne 
sont  pas  tous  congrus  à  zéro,  il  existe  une  substitution  S,  dérivée  des  sub- 
stitutions Nji,v>  QiJL,v»  Rii.,vf  qui  remplace  X2  par  b'^x^-^  ^^Ja  '^•••5  ®^  ^^  s^'^" 
stitution  (CsC)*''.CSg<!^  produira  le  remplacement  voulu,  sans  altérer  a?,. 

289.  L'ordre  de  5  sera  donc  égal  à  (2^"-*  —  $«)  2^Vi  .0,  0  étant  l'ordre 
du  groupe  3'  formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  n'altèrent  pas  a?^,  j,. 
Mais  3'  contenant  les  substitutions  Nj^^v»  Qix,v>  Rit,v  et  leurs  transformées  par 
les  substitutions  hypoabéliennes  entre  les  7i  — r  couples  d'indices  a^a,  Vo»---. 

son  ordre  est  au  moins  égal  à  -  a)„_,  (274). 

Donc  3  contient  au  moins  (2^"— *„)  2$„.<  -&>„„,  substitutions,  soit  la 

moitié  au  moins  de  celles  de  5<.  S'il  en  contenait  davantage,  il  les  contien- 
drait toutes  :  3,  et  par  suite  I  se  confondrait  avec  5it  et  ce  groupe  serait 
simple.  (Nous  verrons  plus  loin  que  celte  hypothèse  n'est  pas  possible.) 
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Au  contraire»  si  &  ne  contient  que  la  moitié  des  substitutions  de  c5i» 
I  pourra  être  supposé  moindre  que  5i  :  il  ^^  confondra  alors  avec  5, 

290.  Proposition  V  :  5i  a  pour  facteurs  de  composition  2  et  -  &>„. 
Cette  proposition  se  démontre  comme  celle  du  n**  275. 

291.  Nous  avons  laissé  de  côté  le  cas  où  /}=  2.  11  est  aisé  de  voir  que 
dajns  ce  cas  les  facteurs  de  composition  cherchés  sont  2,  2,  3,  2,  2. 

Faisceaux  hypoabèliens. 

292.  Soit  maintenant  F  un  faisceau  de  substitutions  abéliennes  échan- 
geables entre  elles,  et  tel,  que  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions 
abéliennes  qui  lui  sont  permutables  soit  primaire.  Cherchons  si  Ton  peut  dé- 
terminer les  caractères  des  substitutions  correspondantes  aux  divers  indices 
de  telle  sorte  que  F  soit  contenu  dans  l'un  d<îs  groupes  hypoabèliens. 

Les  indices  indépendants  étant  choisis  de  manière  à  ramener  les  substitu- 
tions de  F  à  leur  forme  canonique,  on  sait  que  chacune  de  ces  substitutions 
multiplie  chaque  indice  par  un  facteur  constant  (188-189).  Soient  donc  x, 
y, . . .  ces  divers  indices  :  une  substitution  de  F  qui  les  multiplie  respective- 
ment par  a,  j3,...  multiplie  par  a,  jS,...  les  caractères  des  substitutions  cor- 
respondantes C^r,  Cy,....  Mais,  étant  hypoabélienne,  elle  ne  les  altère  pas. 
Donc  ces  caractères  seront  congrus  k  zéro,  à  moins  que  les  facteurs  (réels 
ou  complexes)  a,  /3,...  ne  se  réduisent  à  i  (mod.  2).  Mais  si  F  ne  se  réduit 
pas  à  la  seule  substitution  r.  Tune  au  moins  de  ses  substitutions  multipliera 
Tun  des  indices,  x  par  exemple,  par  un  facteur  «  différent  de  l'unité  :  on 
aura  donc  C^^o.  D'ailleurs  la  suite  des  facteurs  par  lesquels  les  diverses 
substitutions  de  F  multiplient  j  est  la  même,  à  Tordre  près,  que  celle  des 
facteurs  par  lesquels  elles  multiplient  x  (191).  Donc  F  contient  une  sub- 
stitution qui  multiplie 7  par  a  :  doncC^^^o;  etc. 

Donc  fes  substitutions  C„  C^, . . .  doivent  avoir  pour  caractère  zéro.  Cette 
condition  est  évidemment  suffisante  pour  que  les  substitutions  de  F  n'altè- 
rent pas  ces  caractères.  Mais  il  est  intéressant  de  savoir  dans  chaque  cas 
quel  est  celui  des  deux  groupes  hypoabèliens  qui  contient  F. 

293.  Premier  cas.  Faisceaux  de  première  catégorie,  —  Si  F  est  de  pre- 
mière catégorie,  soient  x,  7, ...  les  indices  d'un  système  quelconque,  x' , 
7', . . .  ceux  du  système  conjoint;  m,  (^, . . .  ceux  des  autres  systèmes.  Les  in- 
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dices  imaginaires  â7,j,...  dépendent  d*un  nombre  égal  de  fonctions  réelles  X, 
Y, . . .  que  l'on  peut  prendre  à  leur  place  pour  indices  indépendants  (151). 
Les  substitutions  Cx,  Cy,  . . ,  respectivement  correspondantes  à  ces  nouveaux 
indices  seront  de  la  forme  C*CJ....  Rapportons  également  chacun  des  autres 
systèmes  à  des  indices  indépendants  réels;  et  soient  X',  YS...  les  indices 
auxquels  est  rapporté  le  système  conjoint  du  premier;  U,  V, . . .  les  autres; 
Cx,  Cy»...;  Cu,  Cy,...  les  substitutions  correspondantes.  Le  déterminant 

(Cx  Cx')    (Cx  Cy')     .. . . 

(Ly  t-iY')      (CiY  W')       •  •  • 


•  •  •  • 


ne  peut  être  congru  à  zéro.  Car  s'il  l'était,  on  pourrait  déterminer  les  rap- 
ports des  entiers  /,  m,...  de  telle  sorte  que  la  substitution 

î)  :^^  Cx'  t-Y'  •  •  • 

eût  ses  exposants  d'échange  avec  Cj,  Cy,...  tous  congrus  à  zéro.  Mais  les 
exposants  d'échange  (DCxO»  (DCy.)..-.;  (DCu),  (DCy)»...  sont  déjà  congrus 

à  zéro,  Cx,  Cy»...;  Cu,  Cyf...  étant  dérivées  de  C^/,  C/,...;  Cb,  Q,, ,  dont 

les  exposants  d'échange  avec  les  substitutions  C^^  Cy,...  dont  D  est  dérivée 
sont  tous  congrus  à  zéro.  Donc  tous  les  exposants  d'échange  de  D  seraient 
congrus  à  zéro,  ce  qui  est  inadmissible. 

On  pourra  donc  (246)  déterminer  des  substitutions 

dont  les  exposants  d'échange  avec  Cj,  Cy,.-.  soient  tous  congrus  à  zéro, 
sauf  ceux-ci  (CxD),  (CyDJ,...  qui  seront  congrus  à  i;  et  le  déterminant  des 
quantités  a,  |3,...;  oc^j  jS«, ...;...  n'étant  pas  congru  a  zéro,  les  substitu- 
tions D,  Df,...,  combinées  entre  elles,  reproduiront  toutes  celles  de  la 
forme  Ci^Cv...  Donc  le  groupe  #  dérivé  dessubstitutionsCx,CY,...;Cx',  Cy»,...; 
Cu,  Cy,...  sera  également  dérivé  des  substitutions  Cx,  C,,...;  D,  D|,...; 

Chacune  des  substitutions  C^,  D,  Cy,  D|,...  aura  son  caractère  congru 
à  zéro;  car  elle  est  dérivée  de  substitutions  dont  les  caractères  et  les  expo- 
sants d'échange  mutuels  sont  tous  congrus  à  zéro.  De  plus  elles  ont  des  ex- 
posants d'échange  congrus  h  zéro  avec  Cu,  Cy,...;  car  leurs  composantes 
jouissent  de  cette  propriété.  Par  la  même  raison,  les  exposants  d'échange 
mutuels  des  substitutions  Cx,  Cy,...  sont  congrus  à  zéro;  cenu  des  substi- 
tutions D,  Df,...  également. 
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« 

Opérons  sur  un  second  couple  de  systèmes  conjoints,  puis  sur  un  troi- 
sième» etc.,  comme  nous  l'avons  fait  sur  le  premier.  On  voit  que  ^  sera 
dérivé  d'une  double  suite  de  substitutions  dont  tous  les  exposants  d'échange 
mutuels  sont  congrus  à  zéro,  sauf  pour  les  substitutions  d'un  même  couplet 
dont  l'exposant  d'échange  est  congru  à  i;  toutes  ces  substitutions  ont  en 
outre  le  caractère  zéro.  Donc  le  faisceau  considéré  appartient  au  groupe  hy- 
poabéUen  de  première  espèce, 

294.  Second  CAS  Faisceaux  de  seconde  catégorie.  —  Supposons  les  indices 
indépendants  choisis  comme  il  est  indiqué  (247-252)  et  soient  2v  le  nombre 
des  séries  de  chaque  système,  /x  =  p/-h  a/x"  le  nombre  des  indices  de  cha- 
que série. 

Considérons  en  particulier  l'un  des  systèmes  d'indices,  2.  Soient  j^,  Zy,... 
yf-''\  z^f-''\  4»'-«''\...,  cr^r'^  lesindices  de  sa  r-f-i'^'"' série;  E^,  D^,..., 
E-r'~*^  D^*''""*^  C^'""''^...,  C,^~*^  les  substitutions  corrcspondanles.  Les  expo- 
sants d'échange  de  chacune  de  ces  substitutions  avec  celles  qui  correspon- 
dent aux  divers  indices  indépendants  seront,  par  hypothèse,  tous  congrus 
à  zéro,  sauf  ceux-ci  :  (Dif^E^flJ^  —  (E^'^D[:!^,),qui  sont  congrus  à  i,  et 

(C;*^C;'|J,  qui  sont  congrus  à  é^\  e  étant  une  racine  arbitrairement  choisie 

de  la  congruence  e^"""*^—  i  (mod.  3).  On  pourra  supposer  e=  1. 

295.  Cela  posé,  groupons  les  indices  en  classes,  en  réunissant  ensemble 
ceux  qui  sont  conjugués.  Ces  classes  seront  de  deux  espèces  :  les  unes  con- 
jointes deux  à  deux,  comme  j(>,...,j2v-«  etjs^,...,jz2v~f?  les  autres  conjointes 
à  elles-mêmes,  comme  x^^~^'\.'..^  ^ivir^*  On  pourra  d'ailleurs  passer  des  in- 
dices imaginaires  à  des  indices  réels,  en  prenant  pour  indices  indépendants, 
à  la  place  des  ^v  indices  de  chaque  classe,  les  :2v  fonctions  réelles  dont  ils 
dépendent. 

Soient  X,  Y,...  les  indices  réels  ainsi  substitués  a y,^,..,,  72V-1  ;  X',  Y',... 
ceux  qui  sont  substitués  à  z^y^ . ,.,  Z2v-f  *»  U,  V, . .»  ceux  qui  sont  substitués 
à  x'^"^'^,...,  ^ICi^^  W,.,.  les  autres.  Soient  enfin  Cj,  Cy,..;.-.  lès  substitu- 
tions correspondantes  à  ces  nouveaux  indices. 

Le  déterminant 

I  (CxCxO    (CxCy')     .  • . 

(Cy  Cx')      (CyCv)       . . .' 


•    •     .    •     • 


ne  peut  être  congru  à  zéro,  par  la  même  raison  qu'au  n**  293.  On  pourra 
donc  déterminer  des  substitutions  D,  D,,..,  dérivées  deCv,Cv,...  et  dont  les 


j 


216  LIVRE  DEUXIÈME. 

exposants  d'échaDge  avecCx,  Çy,...  soient  tous  congrus  à  zéro,  sauf  ceux-ci  : 
fCxD),  (CyD, ),...,  qui  seront  congrus  à  i.  C^,  D,  Cy,  D4,...  auront  leurs  ca- 
ractères congrus  à  zéro,  et  leurs  exposants  d'échange  avec  G»,  Cyf*»  C^«--- 
seront  congrus  à  zéro,  ainsi  que  les  exposants  d'échange  mutuels  des  sub- 
stitutions Cx»  Cy,...»  et  ceux  des  substitutions  D,  D|,...  (293). 

296.  Considérons  d'autre  part  les  substitutions  Cu,  Cv»...*  Le  déterminant 
de  leurs  exposants  d'échange  mutuels  ne  peut  être  congru  à  zéro.  Car  s'il 
l'était,  on  pourrait  déterminer  une  substitution  (£),  dérivée  de  Cu,  Cy,...,  et 
dont  les  exposants  d'échange  avec  Cy,  C^,...  fussent  tous  congrus  à  zéro. 
Mais  ses  exposants  d'échange  avec  Cx,  Cy,...;  C^.,  Cy,...;  Cw,-..  sont  congrus 
à  zéro,  cô  étant  dérivée  des  substitutions  correspondantes  aux  indices 
x^J^~^'\...,  a?^,';!^^  et  Cx,  par  exemple,  l'étant  des  substitutions  correspon- 
dantes à  jo»-*'»  Jav-u  lesquelles  ont  avec  les  précédentes  des  exposants  d'é- 
change congrus  à  zéro.  Donc  (£)  aurait  tous  ses  exposants  d'échange  con- 
grus à  zéro,  ce  qui  est  impossible. 

On  pourra  donc  déterminer  (232-234)  une  double  suite  de  av  substitu- 
tions «Adi,  ifbi;...;  ^H,  ift»v»  dérivées  de  Ce  Cy,...,  et  telles  que  l'on  ait 

leurs  autres  exposants  d'échange  mutuels  étant  congrus  à  zéro,  ainsi  que 
leurs  exposants  d'échange  avec  Cx»  D,  Cy»  D|,...;  C^,....  On  pourra  en  ou- 
tre (258)  faire  en  sorte  que  «A02,  ift>2;...;  «^v»  '^î>v  aient  pour  caractère  zéro, 
<A>4,  ifbf  ayant  à  la  fois  pour  caractère  o  ou  i,  suivant  que  la  majorité  des 
substitutions  dérivées  de  C^,  Cy,...  a  elle-même  pour  caractère  o  ou  i. 

297.  Il  est  aisé  de  voir  que  la  seronde  de  ces  deux  hypothèses  sera  tou- 
jours la  vraie.  Soient  en  effet  O^,...,  ©av-i  les  substitutions  respectivement 
correspondantes  aux  indices  imaginaires  œ^^~^'\...,  oc[^^Zf\ 

Chacune  des  substitutions  dérivées  de  Cu»  Cy,...  accroît  les  indices  con- 
jugués a^J^''^'\ . . . ,  o?^'!!?'^  de  constantes  conjuguées  :  elle  sera  donc  de  la 
forme 


k  étant  un  entier  réel  ou  complexe.  Réciproquement,  il  est  clair  que  toute 
substitution  de  cette  forme  accroît  de  constantes  réelles  les  fonctions  U, 
V,...;  elle  est  donc  dérivée  de  Cu,  Cy 
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Le  caractère  de  la  substitution  K  est  congru  à 


r=v — I 


A-.K  H- *«.*■«'*' +...=  y  (K+'f- 


r=so 


D'ailleurs  A  est  un  entier  complexe  formé  avec  une  imaginaire  de  degré  2v. 
Le  nombre  des  substitutions  dérivées  de  Cu,  Cv»*-*»  dont  le  caractère  est  zéro, 
est  donc  égal  au  nombre  des  solutions  communes  aux  deux  congruences. 


r  ;=  V  —I 


Y  (*••+•  )''=«.    *'"=A-    (mod.  2), 


r=o 


lesquelles  équivalent  évidemment  aux  trois  suivantes  : 


rrsv— I 


y  /'''=o,     /''=/,    fr»'+'  =  /    (mod.  2). 


r=o 


Soit  /|  une  racine  commune  aux  deux  premières  congruences,  et  qui  dif- 
fère de  zéro.  La  troisième  congruence  donnera,  pour  ^,  2" -h  1  valeurs  dis- 
tinctes correspondant  à  celle-là.  Au  contraire,  à  la  valeur  /^o,  qui  satis- 
fait aux  deux  premières  congruences,  correspond  la  valeur  unique  k^o. 
Si  donc  $  est  le  nombre  total  des  solutions  communes  aqx  deux  premières 
congruences,^^  aura  (2'' -h  1)5  —  2"  valeurs. 

298.  Pour  déterminer  s,  remarquons  que  toutes  les  valeurs  de  /sont  do 
la  forme  * 

X  étant  une  imaginaire  d'ordre  v.  On  aura  donc 


/*=* — I       /•=» — I 


y  1""=  y  (tf  H-6}.-f-...-f-rfx^-)''=v«4-6y  x»'^-H...-hrfy  x(^«)»\ 


rj=o  rs=o 


OrV  X*^...,  y  X^**^*' sont  respectivement  la  somme  des  racines  de  la 

congruence  irréductible  dont  dépend  X,  la  somme  de  leurs  carrés,  etc., 
enfin  la  somme  de  leurs  puissances  v  —  i'^*""  :  ce  sont  donc  des  constantes 
réelles.  D'ailleurs  elles  ne  sont  pas  toutes  congrues  à  zéro.  Car  si  cela  était, 
les  sommes  de  puissances  des  racines  de  la  congruence  en  X  jusqu'à  la 
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V  —  i'^'"*  inclusivemeat  étant  congrues  à  zéro,  elle  se  réduirait  à- la  forme 
X^-h  y^o,  résultat  absurde;  car  si  y  ^o,  la  congruence  ci-dessus  admet 
la  racine  o,  et  si  9^1,  la  racine  1;  elle  n'est  donc  pas  irréductible. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  coefficient  de  i,  \  X'*',  soit  congru 

à  I .  Oi)  pouEra  prendre  arbitrairement  chacun  des  v  —  i  autres  coeffi- 
cients a, . . .  V  d  égal  à  o  ou  à  i  ;  et  pour  chaque  système  de  valeurs  de  ces 
coefficients,  on  aura  une  valeur  de  b  satisfaisant  k  la  congruence 

va  H-  èV  X>'  -h . . .  H-  dS  X^^'^^'^o. 

Le  nombre  total  s  des  solutions  de  la  congruence  sera  donc  :i*~^  ;  et  par 
suite  le  nombre  des  substitutions  dérivées  de  Qj,  Cy,...  qui  ont  le  caractère 
zéro  est  égal  à  (^''-f- 1)2""*  —  a''=  2*"*"*  —  2''"*.  Les  autres,  en  nombre 
2«^-<  4-  2^-*,  ont  pour  caractère  i. 

Donc  la  majorité  des  substitutions  dérivées  de  Cu,  C^,...  a  pour  carac- 
tère I  :  donc  Jl>i,'t)b,  ont  pour  caractère  i. 

299.  On  peut  raisonner  sur  chaque  couple  de  classes  conjointes  comme 
nous  l'avons  fait  sur  le  couple  j^, . . . ,  jav-i  ;  ^0»  •  •  •  »  ^2v-i  ;  et  sur  chaque  classe 
conjointe  à  elle-même,  comme  sur  la  classe  x^^~^'\ . . . ,  x^^~Jî\  Cela  posé, 
Cx',  Cy>,...  sontdérivées  de  D,  D^ ,...;  Cu,  Cy  le  sont  de  Jl>|,  iibi,...,  <Ji>^,  ift>v;  etc. 
Donc  le  groupe  ^,  dérivé  des  substitutions  Cx,Cy,...;  Cx,  Ct,---'»  Cu,  Cy,...;... 

sera  dérivé  de  la  double  suite 

• 

Cx,  D;     Cy,  Di;...;     eA?!,  ift>i;...;  a^v,  ilbvî».' 

où  les  exposants  d'échange  sont  congrus  à  r  pour  les  deux  substitutions 
d'un  même  couple,  et  à  zéro  dans  tous  les  autres  cas. 

Soit  d'ailleurs  X  le  nombre  des  systèmes;  le  nombre  des  classes  d'indices 
qui  sont  leurs  propres  conjointes,  et,  par  suite,  le  nombre  p  des  couples  de 
la  double  suite  dont  le  caractère  est  i,  sera  égal  a  Xjx';  et  suivant  que  ce 
nombre  sera  pair  ou  impair,  F  appartiendra  au  premier  ou  au  second  groupe 
hypoabélien,(258-261). 

300.  Troisième  cas  :  Faisceaux  de  troisième  va  té gorie.  —  Les  indices  étant 
choisis  comme  il  a  été  indiqué  (253),  groupons-les  en  classes,  en  réunis- 
sant ensemble  ceux  qui  sont  conjugués  les  uns  des  autres.  On  peut  rai- 
sonner comme  dans  le  cas  précédent;  et  comme  aucune  classe  n'est  con- 
jointe a  elle-même,  F  appartiendra  au  premier  groupe  hypoabélien. 
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§  X.   —   Méthodes  générales  pour  former  des  groupes  partiels 

CONTENUS   dans    LE    GROUPE    LINÉAIRE. 

Première  méthode. 

301.  Soit  F(a?^,,  ^o»--;  ^o^i,...;...)  une  fonction  d'un  certain  nombre 
d'indices,  également  répartis  entre  certaines  suites  â^Q.jo**-*;  o^f^y^. ..;.... 
S'il  existe  des  substitutions  linéaires  qui,  étant  opérées  à  la  fois  sur  cha- 
cune de  ces  suites  d'indices,  multiplient  simplement  la  fonction  F  par  un  fac- 
teur constant  (abstraction  faite  des  multiples  du  module),  ces  substitutions 
forment  évidemment  un  groupe. 

Exemple.  —  Supposons  qu'il  y  ait  m  suites,  et  que  les  indices  oo^.y^,... 
de  Tune  quelconque  d'entre  elles  soient  en  nombre  mn  et  se  partagent  égale- 
ment  entre  n  séries  x^^\y^^\...\...\  x^^\  y^^''^. ..;....  Désignons  par  D^  le  dé- 
terminant formé  avec  les  indices  x^f^^  y^^^^...\...\  ^iSii» y«li»....  On  pourra 
prendre  F  =  D©  H-  D,  -+-... H-  D^.,.  Le  groupe  correspondant  à  cette  substi- 
tution satisfera  à  des  conditions  qu'il  est  aisé  d'écrire.  En  posant  m  =  2, 
on  aura  le  groupe  abélien. 

302.  La  méthode  précédente,  indiquée  par  M.  Kronecker,  se  prête  à  une 
nouvelle  généralisation. 

En  eflet,  soient  9  une  fonction  quelconque,  rationnelle  et  homogène  des 
indices  x^^  y^^,..\  â?f,  ^4,...;...;  ^  une  fonction  quelconque  des  mêmes  va- 
riables et  des  coefficients  de  (f.  Transformons  <p  et  tj/  par  une  substitution 
linéaire  S  effectuée  sur  chaque  suite  d'indices  x^  y^.-M  soient  9'  et  ^'  les 
fonctions  transformées.  Si  ^'  s'exprime  en  fonction  des  indices  et  des  coef- 
ficients de  (f'  de  la  même  manière  que  ^  s'exprimait  en  fonction  des  indices 
et  des  coefficients  de  (f  (abstraction  faite  des  multiples  du  module),  on  dira 
que  ^  est  un  coçariant  de  9  relativement  à  la  substitution  S.  Dans  le  cas  par- 
ticulier où  ^  ne  contiendrait  que  les  coefficients  de  f ,  et  non  les  indices,  on 
dirait  que  ^  est  un  invariant  de  9  relativement  à  S.  ^ 

Cela  posé,  il  est  clair  que  les  substitutions  relativement  auxquelles  vp  est 
covariant  ou  invariant  de  f  forment  on  groupe.  Ces  deux  fonctions  pouvant 
être  choisies  arbitrairement,  on  peut  déterminer  ainsi  pne  foule  de  groupes. 

303.  Bornons-nous,  par  lexemple,  au  cas  d'une  seule  suite,  formée  de 
deux  indices  :  et  soit 

28. 
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Pour  que  ^  soitHin  invariant  de  f  par  rapport  à  la  substitution 

qui  transforme  f  en 

il  faut  qu'on  ait 
l6'-h  2m00.4-  /i0î  =  /(a0-h  a'0,}»-H  2m(a0  -f-  a'0,)(ée  -f-  6'e,)4-  /i(6e  -h  ^0,)% 

d'où 

l^la*-h  2mab  -h  nfr*, 

m  ^  faa' -h  m(fl6'  -h  6a' )  H-  néfc'^, 

n  ^  /a'« -f-  2ma'b\-+-  nV^. 

A  chaque  système  de  valeurs  de  l^  m^  n  correspondra  un  groupe  distinct. 
Ainsi,  si  Z^i,  m^o,  n^o^  il  vient  a'^o,  a*^i,  et  Ton  obtient  le 
groupe  formé  des  substitutions 

I  X,  X    àzx-^by,  Vy  |- 

304.  Si  Ton  posait 

la  condition  de  covariance  donnerait 

an  -h  a'/i'  ^^cdm-^  b'n,     bm  -hb'm!^  am*  H-  6»',     6/i  ^a!  m\ 

ou,  en  posant  pour  abréger  m'^Kn,  m  —  n'^L/i^ 

6  =  Ka',     6'=a4-La'. 

On  obtient  ainsi  le  groupe  formé  des  substitutions 

\  Xf  X    or  -h  Ka'j^,  a'x  -f-(a  -h  La')/  | 

OÙ  a,  a'  sont  des  entiers  constants  dans  une  même  substitution,  et  K,  L  des 
constantes,  dont  les  diverses  valeurs  donneront  autant  de  groupes  différents. 

Seconde  méthode. 

305.  Considérons  une  fonction  f  homogène  par  rapport  à  un  ou  plusieurs 


"H 
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systèmes  de  variables  â?,j,. ..;...,  §,  113,...;...,  par  exemple  la  suivante 

homogène  et  du  premier  degré  par  rapport  à  deux  systèmes,  contenant 
chacun  deux  variables.  Soient  G,  F  deux  groupes  quelconques,  dont  les 
substitutions  soient  linéaires,  et  opérées  respectivement  sur  x  et  j,  et 
sur  §,  in;  soient 

S  =  I  J7,  7    ax-h  bx,  a'x-h  by  \y     1=  \  l,  m     «Ê  -h  ^yj,  a'Ç  -h  p'yj  [ 

deux  de  leurs  substitutions  arbitrairement  choisies.  Opérant  ces  substitu* 
tions  dans  f ,  on  obtient  le  même  résultat  que  si  Ton  opérait  sur  les  6  la 
substitution 

e      aad  -h  aa'6'  -h  «'«©''-+-  aVÔ^ 
Q''    ft (3Ô  -h  ftp'fi'  -f-  ^'PO''  -h  ft'P'e* 


?  = 


et  il  est  clair  qu'en  prenant  successivement  pour  S  et  2  toutes  les  substitu- 
tions de  G  et  de  T,  les  substitutions  correspondantes  9  forment  un  groupe  Ç. 
306.  Supposons  en  particulier  qu'il  n'y  ait  qu'un  seul  système  de  varia- 
bles a?,  ^,...;  et  posons 

A  la  substitution 

S  =  I  JT,  /, . . .     fl J7  -H  fry-  -h .  .  . ,  a'x  -\-  b'y  4-  • . . ,  ^ . .   | 

équivaut  la  suivante 

9=1  e,  9',...     aen-a'Ô'-h...,  66 -h  ft'ô' -+-...,.. .  |, 

laquelle  ne  diffère  de  S  (abstraction  faite  de  la  désignation  des  variables) 
que  par  l'échange  des  coefficients  symétriques  par  rapport  à  la  diagonale 
de  son  déterminant  :  d'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Un  groupe^  de  substitutions  linéaires  étant  donnée  on  en  dé- 
duira un  seconde  en  permutant  entre  eux  dans  chacune  de  ses  substitutions  les 
coefficients  symétriques  Vun  de  Vautre  par  rapport  à  la  diagonale. 

En  vertu  de  ce  principe  de  dualité,  les  groupes  de  substitutions  linéaires 
sont  associés  deux  à  deux.  Mais  il  en  est  quelques-uns  qui  sont  leurs  pro- 


n±  LIVRE  DEUXIÈME. 

près  associés,  par  exemple  ceux  qui  font  Tobj^t  des  trois  paragraphes  pré- 
céflents. 

Troisième  méthode. 

307.  Théorème.  —  Étant  donnés  :  i^  un  groupe  T  de  substitutions  linéaires 
entre /?"  lettres;  o,^  un  groupe  D  de  substitutions  entre  X  lettres  Z^,  /,,... ,  />.«, ,  on 
en  déduira  un  groupe  G  de  substitutions  linéaires  entre  p*^^  lettres. 

Soient  en  effet 
une  substitution  de  D, 

une  substitution  de  T.  Imaginons  une  suite  de//*^  lettres,  caractérisées  par 
n\  indices,  que  nous  partagerons  par  la  pensée  en  X  systèmes 


■  •  •  • 


Désignons  par  2  la  substitution 

qui  permute  ces  systèmes  entre  eux  de  la  même  manière  que  S  permutait 
les  lettres  correspondantes  /o,...,  /y^r,  par  T^  la  substitution 

% 

I    ^tJ   X^*  •  •  •  »    ^r,    Xrt  •  •  •        ^99  y\9  •  •  •  I  y  V^r,    J^n  '  *  •  Jf  J     \  ^rt   Xry  ...}»•..    j, 

qui  laisse  tous  les  indices  invariables,  sauf  ceux  du  r  4-  i'*''"*  système,  qu'elle 
altère  delà  même  manière  que  T  altérait  x,y,....  Il  est  clair  qu'en  prenant 
successivement  pour  S  toutes  les  substitutions  S\  S'',...  du  groupe  D,  leurs 
correspondantes  1\  2",...  formeront  un  groupe  A,  isomorphe  à  D  sans  mé- 
riédrie;  de  même,  si  l'on  prend  pour  T  les  diverses  substitutions!',  T",... 
du  groupe  r,  leurs  correspondantes  Xj,,  T^, ...;...;  Tx_|,  T'_i,...  formeront 
X  groupes  To,...,  r^^j,  isomorphes  à  r  sans  mériédrie. 

308.  Considérons  maintenant  le  groupe  G  dérivé  de  l'ensemble  des  substi- 
tutions des  formes  2,  T^, ...,  Tx_|.  Ses  substitutions  seront  toutes  de  la 
forme  2ToT,....  En  effet,  ^[r)  désignant  la  fonction  inverse  de  f  (r),  on  vé- 
rifie sans  peine  l'égalité 

Tr  2  =  2  T^^fr),        ou        2~'  Tr  2  =:  T^r)y 


laquelle  montre  que  I  ^^  ««STmjTioNs. 

rivé  des  substitutLs  ?  l"'**^""^'«°«^^«ont  permutables  au  groupe  H  T 

-";e«re  sous  la  forme  ie^;.  V*  ""'''  ^^"'«  «"^«^««^ion'e  G  pourt 
mettre  sous  la  fo^^,  \f  «  ^^nt  une  substitution  de  H.  Mais  e  pe  H! 

deux  substitutions  T  eiv-"'''     "'  '°"'  P"  «^-«'"P^*.  ©=  ^r  r  il 

vent  être  interverties'  c  !^^. '''"'  opérées  sur  des  indices  différlits  „eu 

^''^^'^pecti.ej^  "  qui  ramène  9 à  la  forme  T^  T, .                   '''  ^''" 
seraùOKc^^'^    "^^'^^^'t  Oies  ordres  des  grouDetîi^tr.r    v    ^ 

fomes  T„.  T      '''^"^  "  substitutions  de  ifî^e  / T^  iltl^'^T'' 
elles  SUD? d>  •'.;  *  •  •  ''  «''iste  donc  fiO>  «..hcV  *•       .         ''^  *'''**"''«  ^«^  A 

"  "*  '  ^'"««^s  ^-i<^emment  distinctes  "  ''  '^  '"""^  ^^^  ^— 


3«9-  Tbéo«ème. 


En  effet,  soient  tt.  »        i     ^ 
unesuite  de.„,..        ""      '^''''"'•«*'«««'»P08itiondeD,.D,D    |)  . 

"'♦groupes  a  va  n#   «^  '  ^'ï  *^<»  Wa»-..,  I 

«'  '«'«  :  I"  oue  .1.  ••««Peefvement  pour  ordre  ft.  ^ ,  A 

•■espectivement  égal  à  ^  o\  -£.  o>  **'  ^*®'  '  '  •  et  leur  nombre  sera 

"est  clair  «        i    '*'      Vif.      

précédent.  J.^     *'^''*'"°  ^««  groupes  G  G    r 

tions-  !o  :  !*  °«««  «"ons  prouver     .o  „' î^j'  ^;- •'  ^  est  contenu  dans  le 
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expression  qui  se  réduit  à  la  (orme  1""*  2\1''S ;  car,  2",  2',,  et,  par  suite, 
2^-i2\l\  sont  permutables  à  H.  D'ailleurs  2"-*  l\r  est  de  la  forme  2,,  sa 
correspondante  S^^^S'^S"  étant,  par  hypothèse,  de  la  forme  S| .  Donc  la  trans- 
formée appartient  à  G|,  et  2''©"  est  permutable  à  ce  groupe. 

D'autre  part,  il  n'existe  aucun  groupe  plus  général  que  G^,  qui  soit  con- 
tenu dans  G. et  permutable  à  ses  substitutions.  Car  s'il  en  existait  un,  ç^, 
soient  <t\  a%...  celles  de  ses  substitutions  qui  sont  de  la  forme  2;  /,  5",... 
leurs  correspondantes  de  la  forme  S.  Le  groupe  partiel  (o-',  c",...)  étant  plus 
général  que  le  groupe  formé  des  substitutions  2|  (sans  quoi  §"«  ne  serait 
pas  plus  général  que  G<),  le  groupe  partiel  (5',  /',...)  formé  par  leurs  cor- 
respondantes sera  plus  général  que  D| .  D'ailleurs  il  est  permutable  aux  sub- 
stitutions S;  car,  soit  S'  l'une  de  ces  substitutions  :  S'""* 5' S'  a  pour  corres- 
pondante 2'~*  (7'2',  laquelle  est  évidemment  de  la  forme  2,  et  appartient  en 
outre  à  ?i,  auquel  2'  est  supposée  permutable  :  donc  2''*g''2'  appartient  au 
groupe  (c',  c",...);  et  sa  correspondante  S'""*5'S',  au  groupe  (/,  s",...). 

Mais,  par  hypothèse,  il  n'existe  aucun  groupe  plus  général  que  D«,  et 
permutable  aux  substitutions  S  :  donc  l'existence  du  groupe  ^^est  inadmis- 
sible. 

Les  facteurs  de  composition  de  G  sont  donc  fXf ,  1129 . . .,  et  les  facteurs  de 
composition  de  H. 

310.  Soient  maintenant  Vi,  V2,...  les  facteurs  de  composition  de  T;  r, 
r^*\  r^^^...,  I,  une  suite  de  groupes  ayant  respectivement  pour  ordre  0,  — 1 

9- -M  I  et  tels,  que  chacun  d'eux  soit  contenu  dans  le  précédent,  et  per- 


mutable  à  ses  substitutions,  et  ne  soit  contenu  dans  aucun  autre  groupe 
plus  général  jouissant  de  cette  double  propriété.  Désignons  par  le  symbole 
général  T^'^  celles  des  substitutions  de  Fo  qui  correspondent  aux  substitutions 
de  r^*^  par  T^*^  celles  qui  correspondent  aux  substitutions  de  ^^^  etc.  On 
verra,  en  raisonnant  comme  tout  à  l'heure,  que  les  groupes  respectivement 
dérivés  de  la  combinaison  des  substitutions T4T2...  avec  les  substitutions  To, 
avec  les  substitutions  T^'\  avec  les  substitutions  Ti'\  etc.,  enfin  avec  la  seule 

substitution  1,  ont  respectivement  pour  ordre  0^, — »  — »••-»  O^*"';  que 

chacun  d'eux  est  contenu  dans  le  précédent,  et  permutable  à  ses  substitu- 
tions; enfin,  qu'il  n'est  contenu  dans  aucun  groupe  plus  général  jouissant 
de  cette  propriété.  Donc  les  facteurs  de  composition  de  H  sont  v,,  Vj,...,  et 
les  facteurs  de  composition  du  groupe  H|  formé  par  les  substitutions  T1T2.... 
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On  voit  de  mémb  que  ces  derniers  facteurs  sont  V|,  V2,..m  ^^t  les  facteurs 
de  composition  du  groupe  H,  formé  par  les  substitutions  T2...;  et  l'on  con- 
tinuera ainsi  jusqu'à  l'achèvement  de  la  démonstration. 

311.  Théorème.  —  Pour  que  le  groupe  G  soit  primaire^  il  faut  et  il  suffit 
que  r  soit  primaire^  et  D  transitif 

Si  r  n'est  pas  primaire»  il  existe  certaines  fonctions  z,  jz\  . . .  des  in- 
dices or,  j,...»  en  nombre  moindre  que  ces  indices,  et  que  les  substitutions 
de  r  remplacent  par  des  fonctions  linéaires  de  z^  z\...  (142).  Soient  ^o» 
z^9...:  2|,  jz'^,. ..;...  les  fonctions  analogues  respectivement  formées  avec  les 
indices  x^^  yo****;  o^i^j^,, ...;...  :  leur  nombre  est  inférieur  à  celui  de  ces 
indices.  D'ailleurs,  chacune  des  substitutions  2,  To,  T4,...  dont  G  est  dérivé 
les  remplace  évidemment  par  des  fonctions  les  unes  des  autres  :  donc  G  n'est 
pas  primaire  (142). 

Si  D  n'est  pas  transitif,  les  substitutions  2  ne  permutent  pas  transitive- 
ment les  systèmes  x^,  jo»-*-»  ^o  J^i». ••;••••  Groupons  ces  systèmes  en 
classes,  en  réunissant  ensemble  ceux  que  ces  substitutions  permutent  entre 
eux.  Il  est  clair  que  chacune  des  substitutions  2,  Tôt  T,,...  remplace  les 
indices  d'une  même  classe  par  des  fonctions  de  ces  seuls  indices  :  donc  G 
n'est  pas  primaire. 

312.  Réciproquement,  si  F  est  primaire  et  D  transitif,  G  sera  primaire. 
En  effet,  s'il  ne  l'était  pas,  il  existerait  des  fonctions  (];,  t|/f,...  des  indices 

^o>  J'o»---*  a?4,j^i, ...;...,  en  nombre  moindre  que  ces  indices,  et  telles,  que 
chaque  substitution  de  G  les  remplacerait  par  des  fonctions  linéaires  de  ^, 

^1, Cela  étant,  soient  ^  l'une  de  ces  fonctions,  x»  X'***  celles  qui  la 

remplacent  dans  les  diverses  substitutions  de  G  :  ^,  ^^  X  '  * -*  étant  des 
fonctions  linéaires  de  t]/,  vj^i, . . . ,  il  en  sera  de  même  de  toute  fonction  o  li- 
néairement formée  de  celles-là;  et  ^,  ^i». . .  étant  remplacées  dans  chaque 
substitution  de  G  par  des  fonctions  de  (]/,  ^1»...»  les  diverses  fonctions  co, 
o',...  par  lesquelles  la  fonction  co  se  trouve  remplacée  dans  ces  mêmes  sub- 
stitutions, dépendraient  elles-mêmes  linéairement  des  seules  fonctions  v{/, 
«1^4,...,  en  nombre  moindre  que  X/i. 

313:  Cela  posé,  soit 

Tune  des  fonctions  dont  on  suppose  l'existence.  L'un  au  moins  des  coeffi- 

^9 
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cients  ao>  ^of»  ^r»-*-  doit  différer  de  o  (mod. /^);  soit  par  exemple 
ao<o  (mod.  />).  Le  groupe  F  étant  supposé  primaire.  Tune  au  moins  de  ses 
substitutions  T  doit  altérer  la  fonction  a^iv  -j-  b^y-^...;  supposons  qu'elle 
la  remplace  par  a^a?-»-  6'^^  j-h....  La  substitution  correspondante  Tq  rem- 
place ^  par/  =  d^^x^  4-  io>'o-^-"^*^^r  -f-....  Ceta  posé,  la  fonction 

ne  contient  plus  que  les  indices  du  premier  système. 

Soient  maintenant  o^^,  a)^,  co^»'*.  les  fonctions  que  les  diverses  substitu- 
tions de  Fo  font  succéder  à  (î^o  ^  1^  suite  &)|,  co'o,  co^,...  contiendra  au  plus 
n  fonctions  distinctes;  car  (o^,,  ci)^,  (i>o,...  ne  contiennent  que  les  n  indices 
^0»  ^o»"-  du  premier  système.  Mais,  d'autre  part,  cette  suite  contient  en 
effet  n  fonctions  distinctes  :  car  supposons  qu'elle  n'en  contienne  que  /i'; 
soient  w©,  Wq,...,  w|,'*'~*^  ces  fonctions;  w^  une  quelconque  d'entre  elles; 
T()  la  substitution  de  F^  qui  la  fait  succéder  à  a>o;  To  une  substitution  quel- 
conque de  F^;  fo  I^  fonction  qu'elle  fait  succéder  k  (ùq.  La  substitution 
TqTq  fait  succéder  ^ ^  à  (a^  :  fo  f^it  donc  partie  de  la  suite  o^,  co^,  co^,...; 
c'est  donc  une  fonction  linéaire  de  w^^,  Wo»-*-»  «o*""*^-  Ainsi  chaque  substi^ 
tution  de  F^  fait  succéder  à  chacune  des  /i'  fonctions  w^,  w'^,...,  oij'^""'^  une 
fonction  linéaire  de  ces  mêmes  fonctions.  Donc  le  groupe  Fq,  ou  le  groupe  F, 
qui  n'en  diffère  que  par  ia  dénomination  des  variables,  ne  sera  pas  pri- 
maire :  résultat  contraire  a  notre  supposition. 

La  suite  cdo,  ot>o,  ot>o«'-'  contient  donc  n  fonctions  distinctes  cr)^,  o'^,.., 
w^"^*\  Soient  en  général  w^,  w'^ ,...,  w^/*""*^  les  fonctions  formées  avec  a?^,  v^,... 
comme  celles-ci  le  sont  avec  a?o,  yo»-"*  Ces  nouvelles  fonctions  sont  évi- 
demment distinctes  entre  elles;  elles  sont  en  outre  distinctes  des  précé- 
dentes, étant  formées  avec  des  indices  différents.  Les  nX  fonctions  û)o, 
Wq,...,  w^""*^';...;  a))_,,  w',_j,..*,  wl'!:;*^  sont  donc  distinctes.  D'ailleurs  G  con- 
tient une  substitution  qui  remplace  o)  par  l'une  quelconque  de  ces  fonc- 
tions telle  que  o)'^ .  Soit,  en  effet,  T^  la  substitution  qui  remplace  (Oq  par  (ù^. 
Le  groupe  D  étant  supposé  transitif,  A  contient  une  substitution  2'  qui  rem- 
place a:^, /<>,...  par  Xr,  yr9*"$  et,  par  suite,  w'^  par  w',.;  et  la  substitution 
I'Tq  remplacera  w^,  par  w'^ . 

Ainsi  les  substitutions  de  G  remplacent  tà^  par  des  fonctions  parmi  les- 
quelles il  en  est  X/i  de  distinctes;  résultat  contraire  à  celui  du  n^  312.  Donc 
il  est  absurde  de  supposer  G  non  primaire. 

314.  Remarque.  —  Si  D  est  transitif,  les  substitutions  de  G  dérivent 
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toutes  de  celles  des  deux  groupes  A  et  Fo*  Car  A  contient  une  substitu- 
tion 2'  qui  remplace  o?^,  ^r»--  par  a?^,  7of-;  et  le  groupe  dérivé  de  A  et 
de  Tq  contient  le  groupe  T,.,  transformé  de  T^  par  1\  Donc  ce  groupe  con- 
lient  toutes  les  substitutions  des  groupes  A,  To,...,  T^,...,  dont  G  est  dérivé. 


§  XI.  --  Groupes  isomorphes  aux  groupes  linéaires. 

SubstitiUions  linéaires  fractionnaires. 

315.  Galois  a  fait  cette  remarque  importante  que  le  groupe  G  formé  des 
substitutions  linéaires 

\  Xy  X    ax'{'bxy  a'x-hb'y  \    (mod.p) 

n'est  pas  primitif  par  rapport  aux  p?— i  lettres  qu'il  déplace.  En  effet, 
groupons  dans  un  même  système  les  /?  —  i  lettres  correspondantes  à  une 

même  valeur  du  rapport-  (mod.p)  :  chaque  substitution  de  G  remplacera 

les  lettres  d'un  système  par  celles  d'un  même  système.  On  aura  ainsi  p  +  i 
systèmes,  dont  les  déplacements  par  les  substitutions  G  formeront  un 
groupe  H  de  degré />  +  i.  L'ordre  de  ce  groupe  sera  d'ailleurs  évidemment 
égal  au  nombre  total  des  substitutions  de  G,  divisé  par  le  nombre  de  celles 
de  ces  substitutions  qui  ne  déplacent  pas  les  systèmes,  ou  à 

(/^-')(f>'-A')^(^_,)p. 
Les  substitutions  de  H  pourront  être  représentées  par  le  symbole 

X     ax  -^  by 


y  a'x-^b'y 


ou 


az 
z 


a'z^y 


OÙ  l'on  assignera  à  l'indice  z  les/?--!-  i  valeurs  o,  i,...,  />—  i,  cso  que  peat 


X 


prendre  l'expression  -  (mod./?). 

Ces  substitutions  linéaires  fractionnaires  ont  été  étudiées  en  détail  par 
M.  Serret  et  par  M.  Mathieu.  On  voit  que  cette  étude  se  confond  avec  celle 
des  substitutions  linéaires  entières  à  deax  indices,  que  nous  avons  faite  plus 
haut. 

Soit  en  particulier  />  =  5.  On  aura  un  groupe  H  de  degré  6,  et  d'ordre' 

39- 
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(5^  — 1)5;  et  Ton  vérifie  sans  peine  son  identité  avec  le  groupe  excep- 
tionnel signalé  au  n^  88. 

316.  La  remarque  de  Galois  s'étend  sans  difficulté  aux  groupes  linéaires 
de  degré  /?".  On  obtient  ainsi  en  général  un  groupe  de  degré  ^  __    >  dont 

les  substitutions,  en  nombre  ^  ""'HP  —P)-  -  kP  —p — J^  ^^^^  linéaires 

P-^ 
fractionnaires  avec  /»  —  i  indéterminées^. 

Si  Ton  opérait,  non  plus  sur  \bs  groupes  linéaires  les  plus  généraux,  mais 
sur  des  groupes  plus  p^tlculiers,  on  obtiendrait  de  nouveaux  groupes  par- 
ticuliers, contenus  dans  les  groupes  linéaires  fractionnaires  généraux  que 
nous  venons  d'indiquer. 

Soit,  par  exemple,  6'  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  6 
dont  le  déterminant  est  congru  à  i  :  on  en  déduira  un  groupe  H'  formé  par 
celles  des  substitutions  de  H  dont  le  déterminant  est  congru  à  i,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  à  un  résidu  quadratique  quelconque;  car  il  est  clair 
qu'on  ne  change  pas  les  substitutions  de  H  en  multipliant  leur  numérateur 
et  leur  dénominateur  par  un  même  entier  m,  ce  qui  multiplie  le  détermi- 
nant par  m*. 

317.  Il  existe  des  groupes  de  substitutions  de  degré  moindre  que  les 
précédents,  et  dérivant  également  des  groupes  de  substitutions  linéaires. 

Considérons  en  effet  le  groupe  G'  formé  des  substitutions 

a:,   /, . . .     ax     -+-  6/  -i- . . . ,  a' a:   4-  b'y  -h ...... .   I 


OÙ  07,  j,...;  a?,,  ji,...;...  représentent  v  séries  conjuguées  contenant 
chacune  m  indices  imaginaires.  L'ordre  û  de  ce  groupe  est  égal  à 
(/^'"'—  0  (/^'""-J»")---  (/>'""  — /?«'"-<J")  (169).  Groupons  maintenant  dans  un 
même  système  les/?''—  i  lettres  pour  lesquelles  les  m  indices  a?,\y,...  ont 
entre  eux  les  mêmes  rapports.  Chaque  substitution  de  G'  remplacera  les 
lettres  de  chaque  système  par  celles  d'un  même  système;  et  les  déplace- 

ments  des  systèmes  formeront  un  groupe  H',  de  degré    ,_     et  d'ordre 
Q.  ''      ' 
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Groupes  de  Steiner  (*). 

318.  Considérons  un  système  de  lettres,  en  nombre  a„  =  2^"-'  —  a"""'  : 
et  supposons-les  représentées  par  le  symbole  général  (a?,,  ji,...,  x^, yn)* 
où  Ton  assignera  aux  indices  x^^  y^^...^  Xn,  y^  tous  les  systèmes  de  valeurs 
(non  congrus  par  rapport  au  module  â)  qui  satisfont  à  la  congruence 

Effectuons  les  produits  jx  à  fx  de  ces  diverses  lettres;  puis  formons  la  somme 
de  tous  ceux  de  ces  produits  tels  que 

qui  satisfont  au  système  de  relations  exprimé  par  les  formules 

(44)  x\^oif^^...-^a^^^=y\'^y\'\'...'^yf  =  o    (mod.2), 

où  p  prendra  successivement  les  valeurs  i,  2,  3,...,  n.  Soit  ff^  la  fonction 
entière  de  degré  ^  que  Ton  obtient  ainsi.  Nous  allons  étudier  successive- 
ment : 

1^  Le  groupe  G  formé  par  les  substitutions  qui  laissent  invariables  les 
fonctions  de  degré  pair  ^4,  fa*-**; 

2^  Le  groupe  G|  formé  par  les  substitutions  qui  laissent  invariables 
toutes  les  fonctions  f  j^»  quel  que  soit  leur  degré. 

319.  Étude  du  groupe  6.  —  Soient  a,,  Po-*-»  ^-ny  ^n  des  entiers  en 
nombre  2n  et  qui  ne  soient  pas  tous  congrus  à  o  (mod.2).  Formons  tous 
les  couples  possibles  de  lettres  (Ç^  ïJo"-»  !«»  tq«)>  (?'i»  >3'if«»  C>  V;,)  tels 
que  l'on  ait,  pour  toute  valeur  de  p, 

Ç^sÇp-haç,  y,'p  =  vîp H- (3p    (mod.2); 

puis  désignons  par  le  symbole  [a^  jS^...,  a^,,  |3„]  la  substitution  d'ordre  2 
qui  a  pour  cycles  ces  divers  couples.  Cette  substitution  appartiendra  à  G; 
car  elle  laisse  9^^  invariable  pour  toute  valeur  paire  de  /x. 

En  effet,  soit  {x\,  /,,...,  a?',,  jL)...  {o^:\  y^^\ . . . .  4^rî,'^)  un  des 


(*)  L'un  de  ces  groupes  a  été  étudié  d'abord  par  Steiner  :  mais  M.  Clebsch  en  a  donné  le  pre- 
mier une  déânition  précise  et  générale.  (Journal  de  M,  Borchardt,  t.  LXin.) 
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termes  de  <p^,.  On  aura  la  relation 

(45)  </,-h...-+-<j;  =  i, 

et  la  substitution  [a,,  j3,,...,  a„,  ^„]  remplacera  la  lettre  (ar'j , y ^ ,... ,  x„,  y„) 
par  (^'i +«1,  y^ -h-p,,...,  ^^  4- a„,  y„ +/3„),  s'il  existe  une  semblable 
lettre,  c'est-à-dire  si  Ton  a  la  relation 

(x\  H-  a.)  (/.  +  p.)  + . . .  -I-  {x'„  H-  a.)  (/„  +  (3„)  =  i, 

laquelle,  en  tenant  compte  de  (4^),  se  réduit  à 

(46)  (3,  x\  -H  a,y,  H- . . .  4-  P«<  -h  ««ri,  -H  a,  p,  4- . . .  -+-  «1, p«  =  o. 

Si  au  contraire  le  premier  membre  de  cette  formule  est  congru  à  i,  la 
lettre  {x\,  yj,...,  ^«»y»)  ne  sera  pas  déplacée  par  cette  substitution. 

La  môme  observation  s'applique  à  chacune  des  autres  lettres 
...,  {x^j^\  7l''^...,  a^\  y^Jt^).  Donc  le  nombre  m  des  lettres  de  la  suite 
{x\,  j'i,...,  a/„,  7'„),...,  {a/j^\  yf>...,  iPl^^  yn^)  non  déplacées  par  la  sub- 
stitution [a,,  /3|,...,  ocnf  ^n]  est  congru  à  la  somme 

\  P,  j;,  H-  a,  j,  4- . . .  -f-  |3«  x,,  4-  ««/«  H-  «i  |3,  4-  -  • .  4-  a„  P„ 

prise  par  rapport  à  ces  diverses  lettres. 
Mais  on  a 

\  («,  (3i  4-..  .4-ai,(3»)  =  fx(a,  (3,  -h. .  .4-  a„p«)^o     (/jl  étant  pair). 

Donc  m  est  pair;  et  le  nombre  jx  —  m  des  lettres  déplacées  le  sera  égale- 
ment. Gela  posé,  désignons  par  {^^,  ri\,,..^  §*„,  >]'„),...  les  racines  que 
[a,,  /3|,...,  a„,  |3„]  fait  succéder  à  {x\,  y,»...,  x^f  j'^),....  Parmi  les  in- 
dices |!, ,  Ç^ ,...  il  y  en  aura  m  égaux  aux  indices  correspondants  de  la  suite 
^'^f  ^pf«9  et  ii  —  m  égaux  aux  indices  correspondants  augmentés  de  a^. 
On  aura  donc 

De  même 

7?;  H- . . .  -^  n'f-^=r'  4- . . .  H-rJ"*^  4-  (^^  -  m)  (3p  =  o. 


\ 
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Ces  relations  montrent  que  le  produit  des  lettres  (^j,  y7'i»...»  Ct*  V;,)»**- 
est  un  terme  de  (py,.  Donc  [a^f  |3f ,...,  an,  ]3„]  remplace  les  uns  par  les  autres 
les  termes  de  celte  fonction»  et  n'altëre  pas  la  fonction  elle-même. 

En  faisant  varier  a^  |3ifM  otn,  jS^,,  on  obtiendra  s'"—!  substitutions 
distinctes,  qui  toutes  appartiennent  à  G.  Ces  substitutions  jouissefit  de  pro- 
priétés intéressantes,  signalées  en  partie  par  Steiner,  et  que  nous  allons 
exposer. 

320.  Théorème.  —  La  substitution  [a^  |3,,.».,  a^,  ]3„J  déplace  2^,i_, 
lettres. 

En  effet,  le  nombre  des  lettres  déplacées  est  égal  (319)  au  nombre  des 
solutions  simultanées  des  deux  congruences 


(47) 


Or  l'une  au  moins  des  quantités  a,,  /3,,»..,  a„, j3„  est  ^  o  (mod.  2),  par 
hypothèse;  soit,  par  exemple,  a^^i.  La  seconde  des  congruences  (47) 
déterminera  V|  en  fonction  des  autres  indices»  lesquels  satisferont  à  h 
relation 

laquelle,  en  remarquant  que  x^^^Xt^  peut  être  mise  sous  la  forme 

et  comporte  ^Si^-t  systèmes  de  solutions;  car  on  peut  prendre  Xt  arbitrai* 
rement,  puis  déterminer  de  ^^..i  matiières  a?,  —  «jAr^.ja  —  ^a^o.-.i  et  par 

321 .  Problème.  —  Trouver  le  nombre  des  lettres  déplacées  à  la  fois  par  les 
deux  substitutions  [a,,  j3,*...,  a„,  j3«J  et  fa,,  jS*,,...,  a„,  |S'^]. 

Ce  nombre  est  évidemment  celui  dos  solutions  communes  aux  con^ 
gruences 


(48)      2^x^y^=x,     ^^^^x,^ix,r,^  cz,i^^~o,    ^^i^^x^-^  dj^^  ol^p 


I    ai 

=  0. 


Soit  pour^fixer  les  idées  a, ^i.  Tirons  la  valeur  de  j,  de  la  seconde 
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congruence,  et  substituons-la  dans  les  deux  autres.  Posons  en  outre 

x;  =  jTp - «j x,y   x\  =X9 ~ Pp ^t»    2é^ ^^^' ■*■  *i Pp = '^• 

Ces  congruences  deviendront 

Ici  deux  cas  seront  à  distinguer. 

322.  I ®  Si  K ^i ,  la  première  relation  donnera  pour aj^ ,  jj , . . . ,  a?^ ,  y\  a„., 
systèmes  de  solutions,  pour  chacun  desquels  la  seconde  relation  détermi- 
nera ensuite  x^.  Les  deux  substitutions  auront  doncé^n-t  lettres  communes 
parmi  celles  qu* elles  déplacent. 

Ces  lettres  appartiendront  toutes  à  des  cycles  différents  dans  chacune  des 
deux  substitutions  considérées.  Car  soit  {x^f  y^^...)  une  lettre  commune  aux 
deux  substitutions.  Pour  que  la  lettre  {x^  -h  a<,  y^  -h  /3, ,...),  qui  fait  partie 
du  même  cycle  dans  la  première  substitution,  fût  déplacée  aussi  par  la 
seconde  substitution,  il  faudrait  qu'on  eût    . 

^"  (:r,4-  «,-4-  a;)  (^^-f.  j3p-f-  (3;)  =  I, 

ou,  en  tenant  compte  des  relations  (48), 

On  remarquera  enfin  que  les  deux  lettres  (a;,  -h  a< ,  /i  -+-  jS* , . . .  )  et 
{x^  -ha,,  yt  -h-]3'j,...)  respectivement  associées  à  (a?,,  J^i,...)  dans  les  cycles 
de  [a,,  |3,,...J  et  de  [a,,  jS*, ,...]  sont  associées  ensemble  dans  un  cycle  de  la 
substitution  [a,  -h  a, ,  j3,  -h  j3', , . . .]  qui  formera  ainsi  avec  les  deux  précédentes 
un  trio  de  substitutions  ayant  deux  à  deux  ^„.|  lettres  communes. 

Le  nombre  des  trios  différents  est  égal  à  g  ^2;i  •'  car  le  nombre  des  solu- 
tions de  la  congruence  K^i,  où  les  a,  /3,  ûc\  |3',  sont  considérés  comme 
variables,  est  ^2»;  et  Ton  a  évidemment  six  solutions  différentes  fournissant 
le  même  trio. 

323.  2*^  Soit  K^o.  Les  quantités  /5p  -h  a\  |3p,  aj,  +  a\  a^  ne  peuvent  être 
toutes  à  la  fois  congrues  à  zéro.  Car  si  cela  était,  K  se  réduirait  à  ses  deux 
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premiers  termes  /S'^  -h  a,  |3,  :  «j,  ^\^...,  a„,  |3'^  seraient  donc  congrus  res- 
pectivement aux  produits  de  «i,  |3<,...,  a„,  |3«  par  un  même  entier  con- 
stant a,.  Si  cet  entier  était  congru  à  zéro,  a, ,  jS',,...,  a„,  /3'„  seraient  lous 
congrus  à  zéro;  s'il  était  congru  à  i,  ils  seraient  congrus  à  ««,  jSi,...,  (x„n  /3„. 
I/une  et  l'autre  hypothèse  sont  inadmissibles. 
On  a  d'ailleurs 

2^,  «;  P;  4-  a,  «p  (3p  =2^^  (p;  -4-  a,  (3p)  («;  H-  a.  a^)  ; 

car,  en  remarquant  que  a^^^^a^,  cette  relation  se  réduit  à  la  suivante 

«1  P'i  -*-  «1  «•  P'  —  ^'' \  ^?(^p  "^  ^p  Pp  — ^''  (K  —  a,  (3',  —  a,(3,), 

qui  devient  identique  en  remarquant  qu'on  a  par  hypothèse  K^o,  a,^i, 
avec  a ,  ^  ^  « , . 

Le  système  des  deux  relations  (49)  est  donc  entièrement  analogue  à  celui 
des  relations  (47)  (sauf  le  changement  de  n  en  n  —  i),  et  aura  2<^;2^2  solu- 
tions :  x^  étant  d'ailleurs  arbitraire,  le  nombre  des  lettres  communes  aux 
deux  substitutions  sera  4^n-2« 

On  peut  les  grouper  [\  par  f\.  En  effet,  soit  (a?,,  j^o--0  Tune  d'elles  :  K  élant 
congru  à  zéro,  la  lettre  (a?i  +  «i,  71 +  ]3f,...)  qui  lui  est  associée  dans  la 
première  substitution  sera  également  commune  aux  deux  substitutions  (322). 
Les  deux  lettres  (^i -f-aj,  j, -4- |3'j,...)  et  (^<  H-a,H-a,,  j, -H/3,-h/3', ,...) 
qui  leur  sont  respectivement  associées  dans  la  seconde  substitution  forment 
évidemment  ensemble  un  nouveau  cycle  de  la  première. 

Ces  quatre  lettres  sont  encore  déplacées  par  la  substitution 
[a<-4-a,,  j3<-i- jS'j,...],  et  forment  deux  de  ses  cycles.  On  a  donc  ici  une 
autre  espèce  de  trios,  dont  les  trois  substitutions  ont  en  commun  c^^^2 
quaternes  de  lettres,  les  autres  lettres  qu'elles  déplacent,  en  nombre 
3^/1-1  —  4^«-2  =  2""',  étant  différentes.  Le  nombre  des  lettres  déplacées 
par  quelqu'une  de  ces  trois  substitutions  sera  4'^/i~2H-  3.2'^^=  ^„,  nombre 
total  des  lettres. 

Le  nombre  des  trios  de  cette  espèce  est  g  [(2^"  —  i)  (2*"  —  2)  —  ^2«j- 

Car  les  deux  substitutions  [a,  j3,. ..],  [a\  /3', .. .]  peuvent  être  choisies  de 
(2^"—  i)(2*''—  2)  manières.  11  faut  rejeter  les  «^B^^^  combinaisons  pour  les- 
quelles on  a  K^i;  et  chaque  trio  correspond  à  six  des  combinaisons  res- 
tantes. 

3o 
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324.  Soit  toujours  Ke^o»  et  supposons  fi>3.  Les  deux  substitutions 

[«1,  j3,,...],  [a,,  P'if...]  ont  en  commun  ^„^9  quaternes.  Soient  (â?«, y,,...)» 
(;r,  -hap  ji  -f-/5',...)  deux  lettres  quelconques  prises  dans  deux  qua- 
ternes  différents.  Elles  forment  ensemble  un  cycle  d'une  nouvelle  substitu- 
tion [a'j,  fA*"']'  Cherchons  combien  de  lettres  seront  communes  à  la  fois 
à  celte  substitution  et  aux  deux  précédentes. 

Chacune  des  deux  substitutions  [a«,  j3|,...J,  [a\,  jS'^»---]  contenant  à  la 
fois  les  deux  lettres  d'un  même  cycle  de  [«", ,  jS",,...],  on  aura 

Supposons  toujours,  pour  fixer  les  idées,  qu'on  ait  ^i^i  :  on  aura  à 
satisfaire  simultanément  aux  quatre  relations 

dont  la  première  détermine^,  en  laissant  a:,  indéterminé.  Les  trois  autres 
déterminent  les  quantités  a/^ ,  y'^  de  4^/i~8  manières  différentes  :  car  ces 
relations  sont  entièrement  analogues  k  celles  du  problème  précédent,  le 
nombre  des  inconnues  étant  diminué  de  deux.  En  effet  :  i""  on  ne  peut 
avoir  à  la  fois  pour  toutes  les  valeurs  2,...,  n  de  l'entier  p 

Car  ces  relations,  jointes  aux  suivantes  :  K^M^o,  donneraient,  dans  le 
cas  où  a:\^oi.\,  a^  ^a^,  13*^/3^,  et  enfin  ^\^^\;  et  dans  le  cas  où 
aj=a\-H  i=aj-f-a, ,  a'=ap+ap,  ^J=/5p-h^p,  ^";  =  ^\-h/3|.  La 
racine  (or, -f-a^  Ji  H-jS' ,...)  appartiendrait  donc,  contre  l'hypothèse,  au 
même  quaterne  que  (ic,,  jj,...);  2'^  on  a  la  relation 

Car  cette  relation,  développée,  donne  la  suivante 
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que  les  relations  L  =  M^K^o,  jointes  k  l'hypolbëse  a«^i,  réduisent  à 
ridentité 

«,{«'.  jS".  4-  a\  (3',)  H-  «',  («•  (3.  -+^  «.•P':)  4-  «:  {«.  (3',  +  a.  (3.)  =  o. 

Donc  le  nombre  des  lettres  communes  aux  trois  substitutions  sera  8.îfl„^3. 
On  peut  les  grouper  en  octaves.  Car  soit  (a?<,  Jo...)  l'une  d'elles  :  il  existera 
une  autre  lettre  dont  les  indices  sont  respectivement  a?,  +  Xa,  -+-  X'a,  -+-  X^a", , 
y< -hX]3, -i-X'j3'j-f-X"j3' ,...,  quels  que  soient  les  entiers  X,  X',  X''.  En  effet, 
cela  suppose  seulement  la  relation 

^"  (^^  +  x«,-h  x'a;  +  x''«;)  (rp-^-  >Pe  +  >'p;  h-  x^p;)  =  i, 

laquelle  devient  identique,  en  tenant  compte  des  suivantes  : 

X»  =  X,     X"  =  X',     X"»aBX", 

^*  ^«  ^«  VI" 

Or  il  est  clair  que  les  8  lettres  obtenues  par  la  variation  de  X,  V,  X''  sont 
communes^  non-seulement  aux  trois  substitutions  considérées^  mais  plus  géné- 
ralement aux  sept  qui  sont  contenues  dans  la  formule 

où  jx,  /jl\  [i!'  sont  des  entiers  quelconques  qui  ne  soient  pas  simultanément 
congrus  à  zéro.  Elles  formeront  quatre  cycles  dans  chacune  de  ces  substitu- 
tions, la  lettre  (a?i -i-X|a, -f-X'a, -hX"a' ,...)  par  exemple,  ayant  pour  asso- 
ciée (a?, -h  [XH-/x]a<-i-  [X'-+-|UL'Ja,-4-  [X"-hfx"]  a' ,...).  Il  est  clair  d'ailleurs 
qu'en  choisissant  convenablement  /x,  fx',  fx''  on  peut  donner  pour  associée  à 
I9  lettre  donnée  une  quelconque  des  autres  lettres  du  même  octave. 

325.  Si  /i  >  4»  on  aura  plusieurs  octaves.  Soient  [x^,  Ji»--)  c* 
(iF^^-a*,  J< -I-/3T'--)  ^^^^  lettres  quelconques,  prises  dans  des  octaves 
différents.  On  démontrera  comme  précédemment  qqe  les  quatre  substitutions 
[a,,  /3|,...],  [a^,  i3',,...].Ja',  /S*;,...],  [a%  /3*,...]  ont  1 6 Si „_,  lettres  com- 
munes 9  lesquelles  seront  également  communes  aux  i5  substitutions  données 
par  la  formule 

3o. 
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et  pourront  être  groupées  en  faisceaux  de  i6,  en  réunissant  ensemble  celles 
que  donne  la  formule 

Les  lettres  d'un  même  faisceau  seront  exclusivement  associées  entre  elles 
dans  les  cycles  des  i5  substitutions  ci-dessus,  et  chacune  d'elles  le  sera  à 
toutes  les  autres. 
Si  /i  >  5,  on  continuera  de  même. 

326.  Nous  allons  maintenant  prouver  que  G  dérive  des  seules  substitu- 
tions [ai,  /3|,...],  et  déterminer  son  ordre. 

Lemme.  —  Le  groupe  G  est  au  moins  deux  fois  transitif 

Et  d'abord,  il  est  transitif.  Car  soient  [x^,  y^,...)y  [x^,y\,.,.)  deux 
lettres  quelconques  :  G  contient  la  substitution  \x^  -h  x\,  y^  +71  ••••j»  1"* 
les  remplace  l'une  par  l'autre. 

Cela  posé,  si  G  n'était  qu'une  fois  transitif,  considérons  celles  de  ses  sub- 
stitutions qui  laissent  immobile  une  lettre  donnée  (â?i,  ji,...).  Les  s^n—  > 
autres  lettres  pourraient  être  réparties  en  classes,  en  réunissant  ensemble 
celles  que  ces  substitutions  permutent  entre  elles;  et  l'une  au  moins  de 

ces  classes  contiendrait  au  plus  -(•^«— i)  lettres.  Mais  soit  (a:',,y, ,...) 

une  lettre  appartenant  à  cette  classe  :  la  substitution  [x^-^x^,  Ji'+"yi>---j 
déplace  !^s^n-i  lettres.  Soit  (^"j» /'»•••)  une  quelconque  des  .5i«— 2Ji„_, 
lettres  restantes  :  la  substitution  [x\-\-x\^  yi"*"JK%-'J  f^i^  succéder 
{^\^y\>'")  ^  (^i>yi»*«-)  sans  déplacer  (d?,, /,,...);  car  si  elle  déplaçait 
cette  lettre,  on  aurait 

et  [iC|-4-a7',,y,-i-yj,...j  déplacerait  {x\,y\,...)  (323).  contre  Thypothësè. 
Donc  la  classe  à  laquelle  appartient  [x^,  y\f^'*)  contient  au  moins  les 
^„—  2^„_^  lettres  telles  que  {x\,  y\,...).  Mais  ^n  —  2.ifi„_,  >  -  (^;,—  i). 
On  arrive  donc  k  une  contradiction. 

327.  Théorème.    —    Le  groupe   G   est   dérivé   des    seules   substitutions 

[a,,  j3,,.. .]  ;  et  son  ordre  iî„  est  égal  à 

^,  j(a,--   1)2»"-' («««-.--  l)2»«-*.  ..  (^3—  l)2«j  1.2.3.4.5,       si  //>2, 
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a 

i.2.3.4-5>6y    si  ft  =  2. 

Ce  théorème  est  évident  si  /i  =  2,  d'où  ^„  =  6,  ^„-,  =  i.  Car  les  sub- 
stitutions [«1,  /3|,...]  ne  contenant  chacune  qu'un  cycle,  ne  sont  autres  que 
les  diverses  transpositions  que  l'on  peut  efTectuer  entre  les  six  lettres 
(^M  Ji»**-)-  ^^  '^^  combinant  ensemble,  on  obtiendra  toutes  les  substitu- 
tions possibles,  en  nombre  I.2.3.4-S-6- 

328.  Nous  allons  maintenant  prouver  que  le  théorème  est  vrai  pour  n 
s'il  l'est  pour  n  —  1. 

Nous  avons  vu  (326)  que  les  substitutions  dérivées  de  celles  de  la  forme 
[«0  i^i»**-]  permettent  d'amener  deux  lettres  données,  (0,0,1,  r,  o,  o,...) 
et  (i,  o,  I,  I,  o,  o,...)  par  exemple,  à  la  place  de  deux  lettres  quel- 
conques. Soient  donc  L  une  substitution  quelconque  de  G;  U  la  substitu- 
tion dérivée  des  substitutions  [a,  /3,...]  qui  amène  (o,  o,  i,  f,  o,  o,...)  et 
(1,  o,  I,  I,  o,  o,...)  aux  mêmes  places.  On  aura  L  =  L'M,  M  étant  une  sub- 
stitution de  6,  qui  laisse  ces  deux  lettres  immobiles.  Le  nombre  des  sys- 
tèmes de  places  distinctes  que  l'on  peut  assigner  à  ces  deux  lettres  étant 
d'ailleurs  égal  à  ^„  («^«—  i)f  Tordre  de  6  sera  S^n  (^«  —  i)  0,  0  étant  l'ordre 
du  groupe  partiel  H  formé  par  les  substitutions  M  (44). 

Or  ces  substitutions,  ne  déplaçant  pas  (o,  o,  i,  i,  o,  o,...), 
(i,  o,  I,  I,  o,  o,...)  et  n'altérant  pas  ^4,  laisseront  évidemment  invariable 
la  fonction  partielle  ^  formée  par  ceux  des  termes  de  94  qui  contiennent  en 
facteur  le  produit  de  ces  deux  lettres.  Mais  soit 

l'un  de  ces  termes.  Les  relations  (44)  donneront 

x\ 4- x\  =  I,  /, -hr". =^', "H A=r\^y\=^i -»- ^\ ^r\ -4-7;=. ..=0. 


Donc  les  deux  lettres  (a?^,/',,^?^.^,,,  o^j,/',,...),  {pc\,y\,x\yy^,x^,y^,...) 
forment  un  cycle  de  la  substitution  [i,  o,  o,  o,  o,  o,...].  Donc  les  lettres  qui 
figurent  dans  cette  substitution  seront  précisément  les  mêmes  que  celles  qui 
figurent  dans  ^.  Les  substitutions  de  H,  n'altérant  pas  cette  fonction,  per- 
muteront exclusivement  entre  elles  les  «îB.„—  i^n-\  =  2*""'*  lettres  restantes, 
qui  n'y  figurent  pas. 

329.  Celles  des  substitutions  [a,  /3,...J  qui  appartiennent  à  H  permutent 
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transitivemeDt  les  2*""*  lettres  ci-dessus.  Supposons  en  effet  qu'il  en  soit 
autrement»  et  groupons  ces  lettres  en  classes,  en  réunissant  ensemble  celles 
que  ces  substitutions  permutent  entre  elles.  L'une  au  moins  de  ces  classes 
contiendra  tout  au  plus  2^*"'*  lettres.  Mais  soit  (a?i,7M  ^at  ^2»  ^8»7s»---) 
une  lettre  de  cette  classe;  ses  indices  satisfont  aux  deux  relations  suivantes  : 

D*ailleurs,  pour  qu'une  substitution  [a^  /3f,  a.^^  jSa,  6(3,  /S»,...]  ne  déplace 
ni  (o,  o,  I,  I,  0,0,...)  ni  (i,  o,  i,  1,  o,  o,...),  mais  déplace 
[x,,  7,,  a?2,  j2»  ^3.73f-)'  >•  faudra  qu'on  ait 

(5o)  «,  p, -h(aa-f- 1)(13,-+- 1)  H- «3(33-4-  . .  .so 

(5i)  (a,-hi)(âi-h(a2-i-i)(p,-+-i)-f-a3P,-4-.  ..=0,     d'où     (3,  =  o, 

(5?.)      (or,  ^-«,)(J,4-(3,)-t-(^,-f-a0(r^-^-P0-^-(^»-+-«3)(r3^-P3)^-...^o. 

Autant  donc  ce  système  de  relations  aura  de  solutions»  autant  on  aura  de 
lettres  (a?|-ha,,  yi-hj3,,...)  différentes  de  (ic,,  j^,...)  et  appartenant  à  la 
même  classe. 

Or  il  existe  (259)  2^"^'-+-  2""^  manières  de  déterminer  «3-1-1,  /Sa -4- 1, 
^3»  i^s»»..  pour  satisfaire  à  la  relation 

(«a  4-  l)  (j3, -h  l)  -h  «aPa-f  .  .  .^O. 

Posant  en  outre  j3«^o,  les  relations  (5o)  et  (5i)  seront  satisfaites  :  et  l'on 
pourra  déterminer  a,  par  la  relation  (52),  ce  qui  n'offre  aucune  difficulté, 
le  coefficient  y.  H-  j3,,  qui  le  multiplie,  étant  congru  à  1 . 

Donc  la  classe  considérée  contient  au  moins  2^""'  -»-  2*^^  +  1  racines, 
nombre  supérieur  à  2^*^'.  Nous  arrivons  donc  à  une  contradiction. 

Donc  les  substitutions  de  H  permutent  transitivement  les  2*"*"*  lettres 
considérées;  et  son  ordre  est  égal  à  2*''~^0o  0;  étant  l'ordre  du  groupe  H^ 
formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  laissent  immobiles  une  de  ces 
lettres,  choisie  a  volonté,  par  exemple  (o,  1,  1,  1,0,  o,...).  En  outre,  toute 
substitution  M  prise  dans  H  pourra  évidemment  se  mettre  sous  la  forme 
M' M,,  M'  étant  la  substitution  dérivée  de  celles  de  la  forme  [a,,  |3|,...]  qui 
amène  (o,  î,  1,  i,  o,  o,...)  à  la  même  place  que  M,  et  M,  une  substitution 
de  H,. 

330.    Les   substitutions    de    H^    laissant    immobiles    les   trois    lettres 
(o,  o,  I,  I,  o,  o,...),  (i,  o,  I,  I,  o,  o,...),  (o,  I,  I,  I,  o,  o,...),  et  n'alté- 
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raot  pas  f4,  n^aUéreironl  pas  les  fonctions  ^^  <|/|,  ^i,  respectivement  for- 
mées par  ceux  des  termes  de  ^ 4  qui  contiennent  en  facteur  les  produits 
(0,0,  I»  1,0» o>...) (1,0,  1,1,0,0,...),  (0,0, 1,  i,o,o,,..)(o,  1,1,1,0,0,...), 
(1,0, 1,  1,0,0, ...)(o,  1, 1, 1,0,0,...).  Elles  remplacent  donc  les  unes  par 
les  autres  les  lettres  de  la  forme  (o,  o,  ^Tj»  ^2»  ^3»  Xs»--*)»  4^^  seules 
jouissent  de  la  propriété  d'être  déplacées  par  ^  et  par  (|^m  sans  Tétre  par  i]/,. 
Soit  donc  (p\  la  fonction  partielle  formée  par  ceux  des  termes  de  94  qui 
sont  exclusivement  composés  avec  les  •^;,_,  lettres  (o,  o,  a^a,  ja,  a?,,  ^3,...). 
Toutes  les  substitutions  de  H|  laisseront  (fi\  invariable.  Considérons  d'autre 
part  les  substitutions  [o,  o,  a,,  ^2*  ^3«  l^s»--.]»  et  désignons  par 
[o,  o,  a,,  ^2»  ^3>  l^,,...]'  les  substitutions  partielles  obtenues  en  ne 
conservant  que  ceux  de  leurs  cycles  qui  sont  formés  par  les  racines 
(o,  o,  aî2>  y2f  ^3»  .ys»'*-)-  I^®  tbéorème  étant  supposé  vrai  pour  2{n  —  i)  in- 
dices, le  groupe  de  la  fonction  f\  sera  évidemment  dérivé  des  substitu- 
tions [o,  o,  «2,  ^2f  ^3»  ^zf'^Yf  et  son  ordre  sera  égal  à  il„.i.  L'ordre  du 
groupe  partiel  formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  laissent  immobile  la 

lettre  (o,  o,  1,  i,  o,  o,...)  sera  ■^^'  Soient  maintenant  A' une  substitution 

de  ce  groupe  partiel;  Â  la  substitution  formée  avec  les  [0,0,  a2,/32,a3,|S3,...J 
de  la  même  manière  que  Â'  l'est  avec  les  [o,  o,  a,,  jSa»  ^t»  j^s* •-•]'.  Il  est 
clair  que  A  permute  les  lettres  (o,  o,  o;,»  72»  ^3>  y^f-)  de  la  même  manière 
que  A';  donc  elle  laisse  immobile  la  lettre  (o,  o,  1,  i,  o,  o,...).  D'ailleurs 
les  substitutions  [o,  o,  «2»  jSj,  a,,  JS,,...],  dont  elle  dérive,  ne  déplacent 
ni  (i,  o,  T,  I,  o,  o,...)  ni  {o,  i,  1,  1,  o,  o,...);  donc  A  ne  les  déplacera  pas 
non  plus,  et  appartiendra  à  Hf . 

331 .  Les  ^^  substitutions  A  seront  les  seules  que  contienne  H«.  Soient  en 

effet  B  une  substitution  de  H,;  B'  la  substitution  obtenue  en  ne  conser- 
vant que  ceux  des  cycles  de  B  qui  sont  formés  par  les  racines 
(o,  o,  a?2,  J2»  ^3>73»"-)  -  94  sera  invariable  par  B,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  par  B'.  Donc  B'  se  confond  avec  l'une  des  substitutions  A\  La  sub- 
stitution A,  formée  comme  tout  h  l'beure,  permutera  évidemment  les  lettres 
(o,  o,  a?j,  j2f  ^3»  yn*'*')  de  la  même  manière  que  B.  On  aura  donc  B  =  AC, 
C  étant  une  nouvelle  substitution  qui  laisse  immobiles  toutes  les  lettres 
(o,  o,  072» ^2»  ^3»  J's»"*)  s^"îsi  que  (1,0,  i,  i,  o,  o,...)  et  (o,  1,  i,  1,0,0,...). 
Or  il  est  aisé  de  voir  que  C  se  réduit  à  l'unité.  Car  cette  substitution, 
laissant  immobiles  les  trois  lettres  (o,  o,  i,  i,  o,  o,...),  (1,0, 1,  1,  o,  o,...), 
fo,  o^  X2,  y^n  o?3,  73f...\,  laissera  invariable  le  terme  de  ©4  qui  seul  est  divi- 
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sible  par  leur  produit.  Donc  elle  laisse  immobile  la  quatrième  lettre  qui 
figure  dans  ce  terme,  laquelle  est  (i,  o,  a?2,  ja,  ^3,  ^3,...)-  0"  voit  de  même 
que  C,  laissant,  immobiles  (0,0,  i,  1,0,0,...),  (o,  i,  i,  1,0,0,...), 

(o,  o,  a?2»  J2»  ^3»  Jsf-)»  laissera  immobile  (o,  i,  x^^y^^  ^a»7s»--0-  Consi- 
dérons enfin  une  lettre  de  la  forme  (i,  i,  x^.y.^,  0:3,73,...)  :  cette  lettre, 
multipliée  par  le  produit 

\\yOy    I  -h  ^7 +^3^5»    o,  I,  I,...)  (o,  1,0,  Ja4-I,  I,  I,...)  (0,0,  I  H- JCa^'ai    1,^3,  Js,.-) 

forme  un  terme  de  9^.  La  substitution  C,  laissant  immobiles  ces  trois  der- 
niers facteurs,  laissera  le  quatrième  immobile.  Donc  C,  laissant  immobile 
une  lettre  quelconque,  se  réduit  à  Tunité. 

Donc  les  substitutions  de  H|,  et  par  suite  celles  de  G,  dérivent  toutes  de 

la  combinaison  des  substitutions  [a^,  jS^,...].  En  outre,  on  a  0<  =  ^^^'> 

et  Tordre  de  G  sera  égal  à  ^^[^n-'  1)2*""^  -^'  Remplaçant  û;,^,  par  sa 

valeur  déduite  du  théorème,  que  Ton  suppose  vrai  pour  n  —  i,  le  théorème 
se  trouve  démontré  pour  n. 

332.  Théorème.  —  Le  groupe  G  est  isomorphe  sans  mériédrie  au  groupe 
abélien. 

Considérons  en  effet  les  deux  substitutions 

Sz=[Xly    JTly.    ,    .]f  T    =    [«1,     (3,,.    .    .], 

et  cherchons  la  transformée  de  la  pf^emière  par  la  seconde. 
Sija  quantité 

est  congrue  à  i,  chacun  des  cycles  de  S  aura  une  de  ses  lettres,  et  une 
seule,  déplacée  par  T  (322).  Lorsqu'on  effectuera  la  transformation  de  S 
par  T,  cette' lettre  sera  remplacée  par  celle  qui  lui  est  associée  dans  T,  et 
dont  les  indices  surpassent  les  siens  respectivement  de  a,,  |8|,....  Donc  les 
sommes  d'indices,  qui  étaient  respectivement  congrues  à  a?«,  ji,...  dans 
chacun  des  cycles  de  S,  seront  congrues  à  a?,  -f-  a<,  j,  4-  ]S<,...  dans  chacun 
des  cvcles  de  la  transformée.  Cette  transformée  sera  donc 

[xi  -+-a„  /,  -f-p,,...]. 
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Soit  au  contraire  K^o.  Si  quelqu'un  des  cycles  de  S  a  Tune  de  ses 
lettres  déplacée  parT,  Tautre  le  sera  aussi;  et  les  indices  de  ces  deux  lettres 
seront  accrus  de  la  même  quantité  par  la  transformation.  Les  sommes  d'in- 
dices dans  les  cycles  de  la  transformée  seront  donc  encore  congrues  à  x^, 
Xo...  (mod.  a),  et  la  transformée  sera  égale  à  S. 

On  aura  donc  généralement 

[«„  j3„...]-»  [:p,,jri>- •■][«•>  P«»-  ..]  =  [^i-4-  «iK,  /, -i-p,K,...]. 

333.  Toute  substitution  de  G  transforme  la  substitution  [x^^ y^^.,J]  en  une 
substitution  [Ç,,  yj,,.,.],  Ç^,  >}m...  étant  des  fonctions  linéaires  de  a?,,  ,y«»..* 
dont  les  coefficients  satisfont  aux  relations  qui  caractérisent  le  groupe  abélien. 

En  efTet,  K  étant  une  fonction  linéaire  de  a?i,  ji,...  il  en  est  de  même  de 
ip,  H-a|K,  y,  H-|3,  K,....  On  vérifie  d'ailleurs  aisément  que  ces  dernières 
fonctions  satisfont  aux  relations  du  groupe  abélien.  Donc  notre  assertion 
est  vraie,  si  la  transformante  est  une  des  substitutions  [a,,  |3|,...].  Mais  G 
étant  dérivé  de  substitutions  de  cette  forme,  on  obtiendra  la  transformée 
de  [a7«,  ji»...]  par  une  substitution  quelconque  de  G  en  opérant  une  suite 
de  transformations  par  des  substitutions  de  cette  forme;  et  le  type  à  la  fois 
linéaire  et  abélien  des  fonctions  ^o  v^o...  se  conservera  à  chaque  transfor- 
mation. 

334.  Faisons  maintenant  correspondre  à  chaque  substitution  T  du 
groupe  G,  qui  transforme  [a?<, /<,...]  en  [Ço  >?,,...],  une  substitution  li- 
néaire 

Il  est  évident  qu'au  produit  de  deux  substitutions  de  G  correspond  le  pro- 
duit de  leurs  correspondantes  :  donc  les  substitutions  &  forment  un  groupe  F, 
isomorphe  à  G. 

Cet  isomorphisme  rCest  pas  mériédrique.  Cherchons  en  effet  quelles  sont 
les  substitutions  de  G  qui  ont  pour  correspondante  l'unité.  Soit  S  l'une 
d'elles.  Elle  est  échangeable  à  chacune  des  substitutions  [a,,  |3|,...].  Donc 
elle  permutjp  exclusivement  entre  elles,  d'une  part  les  lettres  que  [a^  /3|,...] 
déplace,  d'autre  part  celles  qu'elle  ne  déplace  pas. 

Soient  donc  (a?<,  Ji,...)  une  lettre  quelconque;  {x\j  y'i^"*)  celle  que  S 
lui  fait  succéder.  Ces  deux  lettres  devront  être  à  la  fois  déplacées  ou  non 
déplacées  par  chacune  des  substitutions  [a^  |3|y...].  On  aura  donc  (319), 

3i 
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quels  que  soient  a.^^  |3|,...,  la  relation 


«roi» 


a:,=j?,,  :ri=r 


/ 


I  » 


•  • 


Donc  S  remplace  (^i,  jn...)  par  elle-même.  Donc  elle  se  réduit  à  l'unité. 
Donc  la  substitution  i  de  F  correspond  à  une  seule  substitution  de  G;  donc 
il  n  y  a  pas  de  mériédrie. 

L'ordre  de  Y  est  donc  égal  à 

Q^^^_^n[S^n-x)'^'^'  Q^^^^^.n^  ,)  2«-»û„,.  =  (a»»-  |)  2»— .  .  .  (  2»  -  l)2, 

nombre  égal  à  Tordre  <fu  groupe  abéiien*  Mais  d^autre  part  ses  substitutions 
sont  toutes  abéliennes.  Donc  F  se  confond  açec  ie  groupe  abéUen. 

335.  'Corollaire.  —  Le  groupe  G  est  simple^  si  n  >>  2.  Car  il  est  isomorphe 
au  groupe  abélien,  qui  est  simple  (227). 

Si  n  =  2,  le  groupe  G  est  formé  de  toutes  les  substitutions  possibles  entre 

I    *i,    ^   A    ^   n 

six  lettres.  Il  a  donc  pour  fadeurs  de  composition  2  et  '^'        (85).  Il 

en  sera  de  même  du  groupe  abélien. 

336.  Étu0e  du  groupe  G|.  —  Considérons  maintenant  le  groupe  G,r 
dont  les  substitutions  n'altèrent  pas  la  fonction  cp^^  quel  que  soit  l'entier  fx. 

Soit  /===(^'», /j,...,  ^1  •/„)...  (a?l'*\  ji''^...,  a7^''^J!^Ô  ''"^  quelconque 
des  termes  de  (fp,f  jj.  étant  supposé  impair.  On  voit  comme  au  n^  319  que 

le  nombre  m  des  facteurs  de  /  inaltérés  par  la  substitution  [a, ,  |3| , . . . ,  a^,  ^„] 

est  congru  à  fjL(a,  p, -h  ...  ■+■  a„p„).  Donc,  si  a<  |3< -i- , . . -i-a„|3„^  i,   le 

nombre  [i  —  m  des  facteurs  altérés  sera  pair.  Soit  alors 

T  =^  (X'. ,  Y'. , . . . ,  X'„ ,  r„) . . .  (liSf,  Y(f  >, . . . ,  XL''),  YL^)) 
ce  que  devient  t  par  la  substitution  [««,  |3f,...,  a^,  ^„]  :  on  aura 

X'p  -4-XJ  H-  .  .  ,^x'^  H- ^J  -H  ...  4-  (|UL  — m)ap^o, 

y;  h-  y;  -f. . .  .=r;  +r!  -h ...-+-  (/x  -  m)  (3,=o.    ^ 


Donc  T  sera  un  terme  de  (^^  :  et  cette  fonction  n'est  pas  altérée  par  la 
substitution  [a^  /S^,...,  «n»  |3„]  sous  la  condition  ci-dessus  : 

a,  (3,  -+■  .  .  .  H-  a„  P„  ^  I . 


DES  SUBSTITUTIONS.  itô 

Nous  appellerons,   pour   abréger,  substitutions  1  celles  de  la  forme 
[«I,  /3|,...,  Uny  ^n]  qui  satisfont  à  cette  condition. 

337.  De  même  (p^  n'est  pas  altérée  par  la  substitution 

A  =  [o,  O,.  ..,  I,  I,  1,  i]  [o,  O,.  .  .,  I,  o,  o,  î]  [o,  O,.  .  .,  O,  I,  ï,  o], 

et  plus  généralement  par  celles  de  la  forme 
lorsque  Ton  a 

a,  (3.  ^.  . .-+-  a«p,  =  a',  (3',  + . . . -4-  «^ p'„ s  oc",  (3".  -h •  • . -+-  a^; P'„  =  o, 

sa*;  (3,  -h  a,  p"  -h. . .+  a;(3n-f-  «„K  =  o, 

Opérons  en  effet  sur  t  la  substitution  [a,,  p,,...,  a„,  ^J  et  soit 

T  =  {x'„  y. , . . .',  x;,  Y'„) . . .  (x^rK  Y^r\ . . . ,  x(^),  Y^t^) 

le  terme  résultant  :  on  aura 

XpH-XJ-4-  .  .  .^a:'^  H-a?J-+-..  .-4-  (/jt  — m)aj^/Jttfp, 

Y;H-Y;4-...=r;-f-r;-+-...-f-(/x~m)p,=/xp,.- 

Opérons  maintenant  surT  la  substitution  [ol\,  |3'^>...,  a„,  |3'„];  soit  m' le 
nombre  des  facteurs  de  T  inaltérés  par  cette  substitution  :  on  aura  (319) 

m'=yp'.X.-4-«',Y.+...+  P'„X„-ha'„Y„-f-a',(3;H-...-+-«;(3'„ 
^  [M  (a,  (3',  -f-  a ,  (3,4-.*.-!-  a„  {3'„ 4-  a„  P„)  ^ o, 

et  si  0  =  (Çj,  >?'.,...•  ?'„,  V„)...  (§î^\  >3i^..M  Çi'^^  >3ir^)  est  ce  que  devient  T 
par  cette  opération,  on  aura 

E;^ç;-f-...=x;-i-x;-H...-+-(iut~m')a;=/^(a,4-a;), 

y,;+rî;  +  ...  =  Y;4-Y;+...4-(a'^m')(3;  =  /x((3,4-(3;). 

opérons  de  même  sur  0  la  substitution  [(x\,  ^' ,...,  a',  |B^].  Soit  m'[  le 

3i. 


244  UVKE  DEUXIÈME. 

nombre  des  facteurs  de  6  inaltérés  par  cette  substitution  :  on  aura 


m 


et  si  0=  (S'i,  h;,,..,  S'^,  H'J...  (Sl^  E[^\...,  Sir\  HL'^^)  est  ce  que  devient  6 
par  cette  opération,  on  aura 

h;  4- 2;+. . . =h;  H- $;  + . .  .4- (fx  —  m*')  «p=^  (a^ -+- a;  4- o^)=o, 

H;  +  H;-h...  =  r,;^-y,;4-...-h(^-m")«,  =  ^((3e4-p;4-p;)  =  o. 

Donc  6  est  un  terme  de  (p^  :  donc  la  substitution 

[a„  [3„...,a„,  p„]  [«,,  P',,...,  «„»  P'JCa",.  P'Im.m^.  P«] 

n'altère  pas  (py,^  mais  transforme  ses  termes  les  uns  dans  les  autres.    * 

338.  Théorème.  —  Le  groupe  Gt  est  dérivé  des  seules  substitutions  let  A^ 
et  son  ordre  &>„  est  égal  à 

a„  I  (2^-»  - 1 )  2»-\ . .  (2^  - 1 )  23 1  îiil^iil!,    si  n >  2, 

à 

2.(l  .2.3)%       si  71=  2.- 

Soit  d'abord  n  =  2.  On  aura 

9s=(0,0,  I,  l)(l,  1;0,  l)(t,  I,  1,0)  -h(l,  I,0,  0)(l,0,  I,  l)  (O,  I,  1,1), 

et  les  substitutions  qui  laissent  cette  fonction  invariable  dérivent  évidem- 
ment de  la  substitution  A,  qui  permute  entre  eux  ses  deux  termes,  jointe 
aux  substitutions  2,  qui  permutent  deux  à  deux  les  facteurs  de  chacun  de 
ces  termes.  Il  est  clair  en  outre  que  G|  a  pour  ordre  2.(1. 2.3)^. 

Nous  allons  maintenant  prouver  que  le  théorème  est  vrai  pour  n,  s'il  l'est 
pour  n—  \. 

339.  Le  groupe  I  dérivé  des  substitutions  1  est  contenu  dans  Gi  (336)  : 
il  est  d'ailleurs  transitif.  En  effet,  supposons  qu'il  en  soit  autrement;  on 
pourrait  partager  les  ^^  lettres  en  classes,  en  réunissant  celles  .que  les  sub- 
stitutions de  I  permutent  ensemble.  Soient  G  la  classe  la  moins  nombreuse, 
(^M  7o-*0  une  de  ses  lettres  :  la  substitution  [a,,  jSn***]  Isi  remplace  par 
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une  autre  lettre  [a?,  -4-  a,,  7,  + 13,,...]  si  Ton  a,  outre  les  conditions 

(53)  a,  p, -f-...-4-a„p„&i, 

(54)  ^,/,-h...-f-ar„7„^i, 

la  suivante 

(55)  (x,-+-a,)(jri-HPi)4-...si,     ou     p,^,H-a,/i-f-...-f-(3„^,-ha»/^=i. 

On  aura  donc  au  moins  autant  de  lettres  différentes  de  la  proposée  et  ap- 
partenant à  la  même  classe,  que  les  relations  (53)  et  (55)  donnent  de  solu- 
tions pour  «4,  jSi,...,  oLnf  |3ff.  Or  l'une  au  moins  des  quantités  x^,  j(,... 
diffère  de  o  (mod.  2)  en  vertu  de  la  relation  (54).  Soit,  pour  fixer  les  idées, 
a;, ^i.  La  relation  (55)  déterminera  jSf  en  fonction  des  autres  coefficients, 
qui  satisferont  à  la  congruence 

I  HB  a,  (  1  —  a,  /,  — '  (î,  ar,  —  a,  7,  — . . .  —  (3,  a:»  —  a,  j^»  )  ^-  «»  Pi  •+-  •  •  •  -+-  a»  P- 

s  (  a,  —  a ,  ^,  )  (  (3,  —  « , /a  )  4- . . . -4- (  «1,  —  a  I  ar^  (  Pu  —  «  1  r«  )  • 

Cette  congruence  a  ^^n-i  solutions  :  car  «i  peut  être  choisi  arbitraire- 
ment, et  l'on  aura  ensuite  Aa^i  manières  distinctes  de  déterminer  «3—  a,  j?3, 
i^a—  0L^y2f"»  et  par  suite,  «2»  |3a,.... 

Donc  la  classe  G  contient  au  moins  2^;,_,  H-i  lettres;  donc  la  classe  la 
plus  nombreuse  en  contiendra  au  plus  ^n"  ^^n-i  —  <• 

340.  Ce  résultat  est  inadmissible  :  car  il  est  aisé  de  prouver  que  la  classe 
qui  contient  la  lettre  (i,  i,  o,  o,.,.,  o,  o)  contient  plus  de  A„—  2S{„^^  —  i 
lettres.  En  effet,  cette  lettre  est  déplacée  par  celles  des  substitutions  2,  en 
nombre  2 A^,,  qui  sont  de  la  forme  [a4,a«-f-i,  aa,|32»...,  a^»  ^„],  lesquelles 
la  permutent  avec  les  ^Ji^,.,  lettres  de  la  forme(ai  +  E,a,,  a^,  jSa»*-*»  ^/i»  P/i)« 
et  en  particulier  avec  la  lettre  (i,  o,  j,  i,...,  o,  o).  Or,  soient  «2,  ^s,...,  a^,, 
^«des  entiers  quelconques,  satisfaisant  à  la  condition  a3|3a-f-...+aA|3„^i; 
^a  substitution  [«2  +  ^2»  «a-h^a+i»  «a»  Pa,...,  «/j,  ^n]f  laquelle  est  l'une 
des  substitutions  2,  remplace  (i,  o,  i,  i,...,  o,  o)  par 

(«j4-  P>-4-  I,   «a -h  [32+  I,    «j-l-  I,    (3î-+-  I,.  ..,   «»,  (3n). 

En  faisant  varier  0^2$  l^a,...»  «n»  Pn»  on  obtiendra  Sin-^t  nouvelles  lettres  ap- 
partenant à  la  même  classe  que  les  2tiR„.|  précédentes,  dont  elles  différe- 
ront d'ailleurs  essentiellement  par  cette  circonstance  que  leurs  deux  pre- 
miers indices  sont  égaux. 
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La  classe  considérée  contient  donc  au  moins  3^„.,  lettres,  nombre  supé- 
rieur à  Ji«—  2^,,^,  —  I,  71  étant  supposé  >  2. 

m 

341.  Cela  posé,  soient  L  une  substitution  quelconque  de  Go  qui  fasse 
succéder  (o,  o,  i,  i,...,  o,  o)  à  une  autre  lettre  quelconque;  L'  la  substi- 
tution de  I  qui  produit  ce  même  résultat  :  on  aura  L  =  L'M;  M  étant  une 
substitution  de  G|,  qui  laisse  (o,  o,  i,  i,...,  o,  o)  immobile.  Et  Tordre 
de  Gi  sera  ^;iO,  0  étant  l'ordre  du  groupe  partiel  H  formé  par  celles  de  ses 
substitutions  qui  sont  de  la  forme  M. 

342.  La  substitution  M»  n'altérant  pas  la  fonction  (f^,  n'altérera  pas 
la  fonction  partielle  ^  formée  par  ceux  de  ses  termes  qui  contiennent 
(o,  o,  I  »  I , . . .  »  o,  o)  en  facteur.  Mais  le  facteur  qui  multiplie  (o,  o,  1 ,  i , . . . ,  o»  o) 

dans  4/  est  évidemment  égal  àV  (a?,,^,,...,  Ar„,  j^„)  {x\,y\,...,  <,7'n),  la 

sommation  s'étendant  à  tous  les  couples  de  lettres  qui  forment  les  cycles 
de  la  substitution  [o,  o,  i,  i,...»  o,  pj.  Ces  couples  sont  au  nombre  de 
^„_i  (320);  et  M,  laissant  ij^  invariable,  permutera  exclusivement  entre  elles 
les  S{.n  —  2^„_,  —  I  =  2^"-^  —  I  lettres  que  cette  fonction  ne  contient  pas. 

Réciproquement,  celles  des  substitutions  de  Iquilaissent  (0,0,1,1,. ..,0,0) 
immobile  permutent  transitivement  ces  2*"~^— i  lettres.  Car  s'il  en  était  au- 
trement, on  pourrait  répartir  ces  lettres  en  classes,  en  réunissant  ensemble 
celles  qui  sont  permutées  ensemble  par  ces  substitutions;  et  Tune  au  moins 
de  ces  classes  contiendrait  au  plus  2^"""'—  i  lettres.  C'est  impossible;  car, 
soit  (a?,,  ji,  cc^f  y2f"f  ^n*  yn)  unc  lettre  de  cette  classe,  on  aura 

^1  Ji -H  ^a /»-+-.  ..h-:p„7„=i, 
XiXt  4-  (^îH-  i)(/2  4-i)  -h. .  .4-  XnXn^o,     d'où     X^-hJTi^O. 

La  substitution  [«i,  jSi,  a^f  jSa»...,  oc„9  /3„]  sera  de  la  forme  2,  ne  dépla- 
cera pas  (o,  o,  I,  i,...,  o,  o)  et  déplacera  (a?,,  j^,,  0^29 y2*'*'*  ^«»  v«),  si 
l'on  a  ^       ^ 

a,  (3,  -4-  a,  (3i  -H . . .  4-  ««  (3«  as  I ,     «a  +  p,  ^  o, 
(3,07,  -f-a.j,  -h  (3jjra4-«j72  4-...4-  p„ir„ -h  «„7«^  i, 

d'où 

_^,  (  «î^Pa^i  —  a,p,  — «3(3s— . . .— a„j3„, 

(56)  < 

(   (3i^,  -4- a, 7,  4- p, 0^3 -f-  as7s4-.  ..4-  P„ar„  4- ««/«^  1. 

Mais  (a;i,/o  a^a,  j^2,..,,  o?;,,  y„)  diffère  de  (o,  o,  1,  i,.. ,,  o,  o);  donc 
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•3?o /i»  ^»>  /!»••••  ^ni yn  ne  peuvent  être  à  la  fois  congrus  ^  zéro  :  les  rela- 
tions (56)  déterminent  donc  a,,  jS^  et  Tune  des  quantités  a^,  /S^  a,,  jS,,..., 
«/i»  jS/if  les  autres  restant  arbitraires;  ce  qui  donne  2^"""*  systèmes  de  valeurs 
pour  ces  quantités.  Donc  la  classe  qui  contient  [x^,y^^  ooi^y^,.,.,  x„,  yn) 
contiendra  au  moins  2^"""'  lettres  différentes  de  celles-là;  elle  en  contient 
donc  plus  de  2^"""'  —  i . 

Cela  posé,  on  aura  évidemment  M=M'M,;  M'  étant  une  des  substitu- 
tions de  1,  et  Mf  une  substitution  de  64,  qui  laisse  immobile,  outre 
(o,  o,  I,  I,..,,  o,  o),  Tune  des  2*"""^—  i  lettres  considérées,  par  exemple 
(1,0,  I,  I,...,  o,  o);  et  0  sera  égal  à  (2*'*"^—  i)0<,  0|  étant  Tordre  du 
groupe  partiel  formé  par  celles  des  substitutions  de  G4  qui  sont  de  la 
forme  M,. 

343.  La  substitution  Mf,  n'altérant  pas  f,,  et  laissant  immobiles  les  deux 
lettres  (o,  o,  i,  i,...,  0,0)  et  (i,  o,  i,  i,...,  o,  o),  laissera  invariables  les 
deux  fonctions  ip,  tj;,  formées  respectivement  par  ceux  des  termes  de  Ç3 
qui  contiennent  ces  deux  lettres  en  facteur.  Donc  elle  remplacera  les  unes 
par  les  autres  les  lettres  qui  figurent  dans  ^^  et  non  dans  ^.  Les  indices  de 
ces  lettres  sont  donnés  par  les  solutions  des  congruences 

^1  Ji  4- (:ra -+- 1)  (7, -h  i)  H- ar,  j3 -4- •  •  •  =  O, 
(ar,  H-  1)7, -h(ar2-hi)(7a  +  i)-f-.r3  73-l-.  ..  =  1, 

ou 

lesquelles  sont  évidemment  en  nombre  2^"""'. 

Or  celles  des  substitutions  de  I  qui  laissent  immobiles  (0,0, 1,  i,...,  0,0) 
et  (i,  o,  I,  I,...,  o,  o)  permutent  transitivement  ces  2*""'  lettres.  Car  s'il 
en  était  autrement,  on  pourrait  répartir  ces  lettres  en  classes,  dont 
l'une  contiendrait  au  plus  a^"""*  lettres.  C'est  impossible  :  car  soit 
(^mJo  ^2f  J2f«»  ^«»  Ju)  tjne  de  ces  lettres;  la  classe  qui  la  renferme 
contiendra  au  moins  autant  d'autres  lettres  qu'il  y  a  de  solutions  aux  con- 
gruences 

a,  p,  -4-  a,  13,  4-  «a  ps  -*- .  •  •  ^  I ,     «ï  H-  p,  ^  o,     |3,  ^  o, 

(3,  X,  -h  Xi  Xi  +  j3a^,  -+-  «j  J,  -+-  Ps  ^8  -f-  «3  J3  -4-  .   .   .  ^  I  , 


d'où 


(57) 


^    «a  ^  ^2  ^  I  —  «3  (îj  —  .  .  . ,       (3,  ^  O, 

(  a,  J,  -f-  (33  ^3  -h  «3  JTs  -^- .  •  •  ^  I . 
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L'indice  j,  étant  congru  à  i,  les  relations  (67)  détermineront  ^i,  j3,, 
«2»  ^2*  les  autres  coefficients  restant  arbitraires  :  et  Ton  aura  !i*'*"*  systèmes 
de  solutions.  La  classe  considérée  contient  donc  au  moins  2^'^^+  i  lettres. 

Cela  posé,  on  aura  M4  ^M^'M^,  M""  étant  une  des  substitutions  de  I,  et  M^ 
une  substitution  de  G^  qui  laisse  immobiles,  outre  (o,  o,  1,  i,...,  o,  o)  et 
(i,  o,  I,  I,...,  o,  o),  Tune  des  s^""*  racines  ci-dessus,  (o,  i,  i,  !,..•,  o,  o) 
par  exemple;  et  Ton  aura  0^  =  a*""^  O2,  O2  étant  Tordre  du  groupe  formé 
par  celles  des  substitutions  de  Gf  qui  sont  de  la  forme  M2. 

344.  La  démonstration  peut  maintenant  s'achever  comme  aux  n^  330-331 . 

345.  Remarque.  —  Si  /i>  3,  on  vérifie  sans  peine  que  A  est  le  produit 
des  six  substitutions  [o,  o,...,  0,0,  i,  1,0,  o],  [o,  0,...,  oj  o,  o,  o,  i,  1], 
[0,0,...,  I,  I,  I,  1,1,  i],  [o,  o,...,  I,  1,0,  0,0, o],  [0,0,...,  !♦  1, 1,0,  i,oJ, 
[o,  o,...,  I,  I,  o,  I,  o»  1],  qui  sont  de  la  forme  2.  Donc  G|  est  dérivé  des 
seules  substitutions  2. 

346.  Théorème.  —  Le  groupe  G^  est  isomorphe  sans  mériédrie  au  premier 
groupe  hypoabëlien. 

En  effet,  ce  groupe  étant  contenu  dans  le  groupe  G  étudié  plus  haut, 
chacune  de  ses  (Substitutions  transforme  la  substitution  [^o  ji,...,  a^n*  yn] 
eu  une  substitution  [§f,  lo^,...,  ^„,  rjn],  Çi,  vjn-*)  Hnf  >7/i  étant  des  fonctions 
linéaires  de  ar^,  yi,...,  a?„,  y„  (333).  De  plus,  les  coefficients  de  ces  fonc- 
tions satisfont  aux  relations  qui  caractérisent  le  premier  groupe  hypoabé- 
lien  ;  car  cette  propriété  se  vérifie  immédiatement  lorsque  la  transformante 
est  une  des  substitutions  Â  ou  2;  et  G|  étant  dérivé  de  ces  substitutions,  on 
obtiendra  la  transformée  de  [o?,,  j^,...,  Xn%yn\  par  une  substitution  quel- 
conque de  G|  en  opérant  une  suite  de  transformations  par  des  substitutions 
des  formes  A  ou  2;  et  le  type  à  la  fois  linéaire  et  hypoabélien  des  fonctions 
^19  ^i>**-9  \ny  >7n  subsistcra  à  chaque  transformation. 

Formons  comme  au  n^  334  un  groupe  r^,  isomorphe  a  G|.  Cet  isomor- 
phisme  ne  sera  pas  mériédrique  (334);  et  F,  se  confondra  avec  le  premier 
groupe  hypoabélien  ^^.  Car  ses  substitutions  sont  hypoabéliennes  :  et  son 
ordre,  étant  égal  à  celui  de  G|,  est  égal  à  celui  de  ^g.  En  effet,  les  ordres  de 
ces  deux  derniers  groupes,  respectivement  donnés  par  les  théorèmes  des 
n^'  263  et  338,  sont  égaux  pour  n  =  2  ou  3  :  et  l'identité 

-^ 1 =  (f„-  l)  2»"-» 
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que  l'on  peut  vérifier  immédiatement,  montre  que  cette  égalité  subsistera 
pour  n  si  elle  est  vraie  pour  n  —  i . 

Corollaire.  —  Le  groupe  Gt  a  pour  facteurs  de  composition  2  et-  w„,  si 

w  >  2;  2,  2,  3,  2,  3,  si  n  =  2.  Car  ce  sont  là  les  facteurs  de  composition  de 
son  isomorphe  5o. 

347.  Considérons  un  système  de  lettres,  en  nombre 

et  représentées  par  le  symbole  (j?«,  j,,...,  Xn,  y»)  où  les  indices  a?,,  ji,..., 
^nrXn  satisfout  a  la  relation 

sans  être  à  la  fois  congrus  à  zéro. 

Soit  9|jt  la  fonction  formée  en  prenant  la  somme  de  tous  les  produits  de 
[i  lettres,  {x\ ./,,....  rr'„  ,/J.. .  {x^^\  y[^, . . . ,  x^:\  /:^)  qui  satisfont  au 
système  de  relations 

^p-h. .  .H- jrji'^^jp  -f  . .  .-hxl^^^o    (mod. 2). 

On  peut  se  proposer  d'étudier  :  i^  le  groupe  g  formé  par  les  substitutions 
qui  laissent  invariables  les  fonctions  de  degrés  pairs  f  «,  9a>-*-'f  ^^  '^  groupe 
^(,  formé  par  les  substitutions  qui  laissent  invariables  toutes  les  fonctions 
9(A,  quel  que  soit  leur  de$i:ré. 

La  marche  à  suivre  dans  cette  recherche  est  tout  à  fait  analogue  à  celle 
que  nous  venons  d'exposer;  et  Ton  obtiendra  le  même  résultat,  à  savoir  : 
que  g  et  g^  sont  respectivement  isomorphes  au  groupe  abélien  et  au  pre- 
mier groupe  hypoabélien. 
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DES  IRRATIONNELLES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

GÉNÉRAUTÉS. 


§  I*"^.  —  Théorie  géccérale  des  irrationnelles. 

348.  Soit  ¥{x)  =  o  uoe  équation  algébrique  quelconque  de  degré  m. 
Elle  aura  m  racines  :  et  Ton  sait  que  toute  fonction  symétrique  de  ces  ra- 
cines s'exprime  rationnellement  par  les  coefficients  de  l'équation. 

Ces  fonctions  sont  en  général  les  seules  qui  jouissent  de  cette  propriété. 
Supposons  en  effet  qu'on  ait  ^  ==  ^,  9  étant  une  fonction  non  symétrique 
des  racines,  et  ({;  une  fonction  rationnelle  des  coefficients.  Substituons 
dans  vp  à  la  place  de  chacun  des  coefficients  sa  valeur  en  fonction  des  racines; 
l'équation  9  =  4^  deviendra  une  relation  entre  les  racines,  relation  qui  ne 
pourra  se  réduire  à  une  identité,  puisque  le  second  membre  est  symétrique, 
et  que  le  premier  ne  l'est  pas.  Mais  ou  ne  peut  admettre  qu'il  existe  en  gé- 
néral et  nécessairement  aucune  relation  de  cette  espèce  entre  les  racines  : 
car  on  peut  former  une  équation  du  degré  m  ayant  pour  racines  m  quan- 
tités entièrement  arbitraires  o^i,...,  oTm»  C'est  donc  seulement  dans  certains 
cas  particuliers  qu'il  pourra  exister  entre  les  racines  des  relations  telles, 
qu'une  fonction  non  symétrique  de  ces  racines  soit  exprimable  rationnelle- 
ment au  moyen  des  coefficients. 

Mais  on  peut  généraliser  le  problème,  et  chercher  quelles  sont,  pour 
chaque  équation  donnée  F(a7)  =  o,  les  fonctions  des  racines  susceptibles 
d'être  exprimées  rationnellement  en  fonction  des  coefficients  et  de  certaines 
irrationnelles  données  arbitrairement  à  priori,  irrationnelles  que  nous  di- 
rons adjointes  à  F  équation. 

Nous  considérerons  dorénavant  comme  rationnelle  toute  quantité  expri- 
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niable  rationnellement  au  moyen  des  coefficients  de  l'équation  et  des  quan- 
tités adjointes. 

Une  équation  à  coefficients  rationnels  est  dite  irréductible,  lorsqu'elle  n*a 
aucune  racine  commune  avec  aucune  équation  de  degré  moindre  et  à  coef- 
ficients rationnels. 

349.  Lemme  1.  —  SiVune  des  racines  d' une  équation  irréductible  f[x)  =  o 
satisfait  à  une  autre  équation  à  coefficients  rationnels  ç(j?)  =  o,  toutes  y  sa- 
tisfont. 

En  effet,  cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  de  9(^7)  et  de  f[x)  : 
il  ne  peut  se  réduire  à  une  constante,  les  équations  f[x)  =  o  et  9 (a?)  =  o 
ayant  des  racines  communes  :  ce  sera  donc  une  fonction  de  x^  ^(^);  en 
régalant  à  zéro,  on  aura  une  équation  dont  les  racines  satisfont  évidem- 
ment à  chacune  des  deux  équations  9(0?)  =  0  et/(ir)  =  o.  Cette  dernière 
équation  étant  irréductible,  le  degré  de  ^(a?)  ne  peut  être  inférieur  à  ce- 
lui de  f[x)  :  donc  ^[x)  est  égal  k  /(o?),  à  un  facteur  constant  près. 

Corollaire.  —  Si  toutes  les  racines  de  V équation  ff[x)=zo  satisfont  à 
l'équation  f[x)  =  o,  ff[x)  sera  une  puissance  exacte  de  /(a?),  à  un  fadeur 
constant  prés. 

En  effet  f{x)  est  divisible  par /(a?)  (Lemme  I).  Si  le  quotient  de  cette 
division  ne  se  réduit  pas  à  une  constante,  il  sera  lui-même  divisible  par 
f{x);  etc. 

350.  Lemme  IL  —  Soit  f{x)  =0  une  équation  dont  les  racines  Xt,..,Xm 
soient  toutes  inégales.  On  peut  déterminer  une  fonction  V  de  ces  racines,  telle, 
que  les  1.2.^... m  expressions  que  l'on  obtient  en  y  permutant  les  racines  de 
toutes  les  manières  possibles^  soient  distinctes  en  valeur  numérique. 

Posons  en  effet 

M,,M2,...  étant  des  entiers  indéterminés.  En  égalant  entre  elles  deux  quel- 
conques des  fonctions  qui  dérivent  de  Y  par  des  substitutions  entre  les  ra- 
cines Xt,...,Xmf  on  aurait  une  équation  de  condition  à  laquelle  devraient 
satisfaire  M,,M2,....  Aucune  de  ces  équations  n'est  identique  :  car  les  coef- 
ficients de  MoM,,...  dans  chacune  d'elles  sont  les  différences  des  racines 
X|,...,  x^,  qui  par  hypothèse  ne  sont  pas  nulles.  D'ailleurs  ces  équations 
sont  en  nombre  limité.  Il  est  donc  aisé  de  déterminer  les  entiers  M|,  M,,... 
de  manière  à  ne  satisfaire  à  aucune  d'elles. 
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Nous  désignerons  dans  ce  qui  suit  par  Y,  l'une  des  valeurs  de  la  fonc- 
lion  V,  choisie  arbitrairement;  par  V^,  V^,...  les  valeurs  qui  se  déduisent 
de  celle-là|  lorsqu'on  y  elTeclue  entre  les  racines  les  substitutions  respecti- 
vement représentées  parflî,  &,.,.. 

351 .  Corollaire.  —  Soit  G  un  groupe  quelconque  de  substitutions  entre  les 
racines  a?!,...,  x^'  On  peut  former  une  fonction  W  de  ces  racines ^  dont  la 
valeur  numérique  soit  invariable  par  les  substitutions  de  G,  et  varie  par  toute 
autre  substitution . 

Soient  en  effet  i,  a,  6,...  les  substitutions  de  G.  Posons 

W.=-(X- V.)(X-V.)(X-V4)..., 

X  étant  une  constante  indéterminée.  Une  substitution  de  G,  telle  que  a, 

transforme  W,  en 

(X  -  V.)  (X -V..)(X -¥*.)...  =  W»; 

mais  les  substitutions  i ,  a,  fr,...,  formant  un  groupe,  se  confondent,  à  Tordre 
près,  avec  a,  a^,  6a,...;  les  facteurs  binômes  qui  composent  W^  sont  donc 
les  mêmes,  à  l'ordre  près,  que  ceux  qui  composent  W|  :  cette  fonction  n'est 
donc  altérée  par  aucune  substitution  de  G.  Soit  au  contraire  a  une  substi- 
tution étrangère  à, ce  groupe;  elle  transforme  W|  en 

(X-^V.)(X-V..)(X~Vé.)...  =  W,. 

Les  facteurs  binômes  qui  composent  Wa  étant  essentiellement  différents  de 
ceux  qui  composent  W«,  ces  deux  expressions  ne  sont  pas  identiques,  et  ne 
pourraient  prendre  des  valeurs  égales  que  pour  certaines  valeurs  particu- 
lières de  la  quantité  X,  qu'il  sera  aisé  d'éviter. 

352.  Lemme  III.  —  La  fonction  Y  étant  choisie  comme  au  lemme  II,  on 
pourra  exprimer  chacune  des  racines  a?,,...,  o^m  ^'i  fonction  rationnelle  de  Y, 
et  des  coefficients  de  F  (a?). 

Soient  Yo...Y|jt  les  ]x=  i. 2.3... (m  — i)  valeurs  que  prend  Y  quand  on  y 
pennute  les  m--  i  racines  a^s»^?,,^..,  a?»,  sans  changer  la  place  de  x^.  On 
pourra  former  une  équation  en  Y  du  degré  /x,  à  savoir  : 

(I)  (V-V,)(V-V,)...(V-V,)  =  o, 

dont  les  racines  VoY,,...  seront  toutes  différentes,  et  dont  les  coefficients, 
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qui  sont  des  fonctions  symétriques  des  racines  â?3,â7,,...,^m  de  Téquation 

s'exprimeront  rationnellement  par  les  coefficients  de  cette  équation,  c'est- 
à-dire  en  fonction  de  x^  et  des  coefficients  de  F(a?).  Par  suite  l'équation  (r) 
pourra  être  mise  sous  la  forme 

/(V,:c.)  =  o, 

/  désignant  une  fonction  rationnelle  de  V  et  de  x^.  Or  cette  équation  est 
satisfaite  pour  V  =  V,;  on  aura  donc  identiquement 

d'où  il  suit  que  l'équation 

/(V.,^)==o 

sera  satisfaite  pour  x  =  x^\  et  par  conséquent  les  équations  F(^)  =  oet 
/(Vo^)  =  o  auront  une  racine  commune  x^.  D'ailleurs  ces  équations  ne 
sauraient  avoir  d'autre  racine  commune.  Car  si  elles  en  avaient  une 
autre,  x^^  l'équation 

/(V,x,)  =  o 

serait  satisfaite  pour  y  =  V|.  Or  cette  équation  se  déduit  de  l'équation 

/(V,a;.)  =  o,     ou    (V-V,)(V-.VO-..(V-V,)  =  o, 

en  changeant  x^  et  x^  l'un  dans  l'autre  :  d'ailleurs  par  ce  changement  les 
quantités  V,,Va,...»V^  se  changent  en  d'autres  V,,  V5,...,V'j,,  toutes  dis- 
tinctes des  premières,  par  hypothèse;  réquation/(V,  a?2)  =  o  peut  donc  se 
mettre  sous  la  forme 

(v-v.)(v-v,)...(v~v;)=o, 

et  l'on  voit  qu'elle  ne  saurait  avoir  Y,  pour  racine. 

Les  équations  F(jc)  =  o  et  /(Voa7)  =  o  n'ayant  que  la  seule  racine  com- 
mune x^ ,  on  déterminera  aisément  cette  racine.  Pour  cela  on  cherchera  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  F(a?)  et  /(V,,ar),  et  l'on  poussera  l'opération 
jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  un  reste  du  premier  degré  en  x  :  en  égalant  à  zéro 
ce  reste,  on  aura  une  équation  qui  fera  connaître  la  valeur  de  a?,;  et  cette 
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valeur  sera  évidemment  rationnelle  en  V,,  car  l'opération  du  plus  grand 
commun  diviseur  ne  peut  jamais  introduire  de  radicaux. 

On  pourrait  opérer  de  même  pour  trouver  les  autres  racines,  et  Ton  au- 
rait ainsi  pour  toutes  ces  racines  des  expressions  rationnelles,  telles  que 

353.  THÉORÈME  FONDAMENTAL  :  Théorème  I.  -  Soit  F(a?)  =  o  une 
équation  dont  les  racines  a?!,...,  â;;^  sont  toutes  inégales ^  et  à  laquelle  on  peut 
supposer  qui  on  ait  adjoint  certaines  quantités  auxiliaires  y  y  z,....  //  existera 
toujours  entre  les  racines  a;, , . . . ,  x^  un  groupe  de  substitutions  tely  que  toute 
fonction  des  racines,  dont  les  substitutions  de  ce  groupe  n'altèrent  pas  la  va- 
leur numérique,  soit  rationnellement  exprimable,  et  réciproquement. 

Soit  V|  une  fonction  des  racines  variable  par  toute  substitution  :  si  l'on 
désigne  par  i,  a,  6,  c,...  toutes  les  substitutions  possibles  entre  les  racines, 
la  quantité  ¥«  est  racine  de  l'équation 

(a)  (X-V,)(X-V.)(X-V,)(X-V.)...  =  o 

dont  les  coefficients,  symétriques  en  x^,,.,,Xm9  sont  rationnels.  Si  cette 
équation  n'est  pas  irréductible,  son  premier  membre  se  décomposera  du 
moins  en  facteurs  irréductibles.  Soit  (X  — V,)(X  —  Vfl)(X  — V^)...  celui  de 
ces  facteurs  qui  s'annule  pour  X  =  V|  :  V,  sera  racine  de  l'équation  irré- 
ductible 

(3)  Y  =  (X^V.)(X- V.)(X -¥*)...  =  o. 

Cela  posé,  toute  /onction  f  des  racines  ^  invariable  parles  substitutions 
j,  a,  6,...,  sera  exprimable  rationnellement.  En  effet,  chacune  des  racines 
^i»^2>---»^m  étant  une  fonction  rationnelle  de  V<  et  des  coefficients  de 
F  (a?),  9  sera  elle-même  une  fonction  rationnelle  de  V,  et  des  coeflîcients. 
Soit  donc  i|^(V<)  cette  fonction.  Elle  reste  invariable  lorsqu'on  y  effectue 
entre  les  racines  les  substitutions  a,  &,....  Mais  ces  substitutions  changent  ¥< 
respectivement  en  V^,  V^,...  et  ne  changent  pas  les  coefficients  de  ^[x)  : 
on  aura  donc 

vKV.)  =  ^(V.)=:^(v,)  =  ...  =  ij+(V.)  +  tKVo-f-vKV,)+...j, 

en  désignant  par  jx  le  degré  de  l'équation  (3).  Cette  fonction,  symétrique  par 


(i)  SbjubibT}  Algèbre  supérieure. 
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rapport  aux  racines  de  Téquation  (3),  s'exprimera  rationoelleinent  par  les 
coefficients  de  cette  équation,  qui  sont  eux-mêmes  rationnels. 

Réciproquement,  toute  fonction  exprimable  rationnellement  sera  invariable 
par  les  substitutions  i,  a,  b, Soit  en  effet  (p  =  f^{\i)  une  pareille  fonc- 
tion :  V|  satisfaisant  à  Téquation  à  coefficients  rationnels  (p  =  ^(V,),  toutes 
les  racines  V^  V^,  V^,...  de  l'équation  irréductible  (3)  devront  y  satisfaire  : 
donc  la  fonction  ^ÇVt  )  ne  varie  pas  quand  on  y  remplace  successivement  V, 
par  Va,  V^,...,  ce  qui  revient  à  opérer  entre  les  racines  a;,,...,  a?;„  les  sub- 
stitutions a,  2^,.... 

354.  Il  ne  reste  plus  qu'à  démontrer  que  les  substitutions  i,  a,  6,...  for- 
ment un  groupe,  ce  qui  ne  présente  pas  de  difficulté. 

Le  polynôme  Y  étant  une  fonction  de  l'indéterminée  X,  dont  les  coeffi- 
cients sont  rationnels,  ne  devra  varier  par  aucune  des  substitutions  i ,  a,  6, . . . . 
Effectuons,  par  exemple,  la  substitution  a.  Ce  polynôme  devient 

(X-V.)(X-V..)(X~V4.).... 

Pour  que  ce  nouveau  polynôme  soit  identique  à  Y,  quel  que  soit  X,  il  faut 
nécessairement  que  les  quantités  V^,  V««,  V^a,...  ne  soient  autres  que  les 
quantités  V,,  V^,  V^,...  à  l'ordre  près.  Mais,  par  hypothèse,  deux  substitu- 
tions distinctes  donnent  pour  la  fonction  Y  des  valeurs  essentiellement  dif- 
férentes. Il  faudra  donc  que  les  substitutions  a,  a^,  6a,...  soient  identiques 
à  l'ordre  près  aux  substitutions  i,  a,  &,....  Ainsi,  a  ci  b  étant  deux  substi- 
tutions quelconques  de  la  suite  i,  a,  2»,...9  la  substitution  6a fera  également 
partie  de  cette  suite  :  les  substitutions  de  cette  suite  forment  donc  un 
groupe. ^ 

355.  Le  groupe  défini  par  le  théorème  précédent  peut  être  appelé  le 
groupe  de  V  équation  relatif  aux  quantités  adjointes  y  ^  js,....  Ce  groupe  pourra 
varier  suivant  la  nature  des  quantités  adjointes.  Parmi  tous  les  groupes  que 
Ton  peut  ainsi  obtenir,  il  en  est  un  G  particulièrement  remarquable,  et  que 
nous  pourrons  appeler  d'une  manière  absolue  le  groupe  de  l'équation.  C'est 
celui  qu'on. obtient  en  supposant  qu'il  n'y  ait  aucune  quantité  adjointe. 

Ce  groupe  contient  tous  les  autres  :  car,  soit  H  le  groupe  que  l'on  obtient 
en  adjoignant  à  l'équation  des  quantités  /,  2,...  arbitrairement  choisies: 
une  fonction  invariable  par  les  substitutions  de  G  et  variable  par  toute  autre 
substitution  est  exprimable  rationnellement  avant,  et  à  fortiori  après  l'ad- 
jonction de  j,  Zy..,;  donc  elle  sera  invariable  par  toutes  les  subslitulions 
de  H  :  donc  toutes  ces  substitutions  sont  contenues  dans  G. 
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356.  Corollaire.  —  Si  deux  fonctioDS  (pn^i*  des  racines  de  la  proposée^ 
sont  numériquement  égales,  la  même  égalité  subsistera  entre  les  fonctions 
fa*  ^a*  obtenues  en  effectuant  dans  chacune  d'elles  Tune  quelconque  des 
substitutions  de  G,  car  la  fonction  f  <  —  ({/m  étant  nulle,  est  exprimable  ra- 
tionnellement; donc  elle  n'est  pas  altérée  par  la  substitution  a  :  donc 

357.  Théorème  II.  —  Toute  équation  irréductible  F(j:)  =  o  a  son  groupe 
transitifs  et  réciproquement. 

Car  supposons  que  son  groupe  G  ne  soit  pas  transitif  :  soient  Xt  l'une 
quelconque  de  ^es  racines;  Xf....^  œ^  les  racines  avec  lesquelles  elle  est 
permutée  parles  substitutions  de  G;  ces  substitutions,  remplaçant  les  ra- 
cines a7|,...,  Xn  les  unes  par  les  autres,  n'altèrent  pas  leurs  fonctions  symé- 
triques :  donc  ces  fondions  symétriques  sont  rationnelles.  Donc  V{co)  admet 
le  diviseur  rationnel  (a?  — a7<)...(a?  — o?^). 

Réciproquement,  supposons  que  G  soit  transitif:  V{x)  ne  peut  admettre 
de  diviseur  rationnel  tel  que  (a?  — d:|)...(a7  — ir,„).  Car  so\i  x,n+i  une  ra- 
cine de  Téquation  autre  que  x^^.^.^Xgn  •*  G  contient  une  substitution  qui 
remplace  ^1  para7„,4.|  :  elle  transformera  (d;  —  ir,)...(a?  — rr,„)  en  un  nou- 
veau produit  différent  de  celui-là,  puisqu'il  admet  le  facteur  x^x^^-^  : 
donc  le  produit  [x  --  x^)...{x -- Xjn)^  n'étant  pas  invariable  par  toutes  les 
substitutions  de  G,  ne  peut  être  rationnel. 

358.  Théorème  III.  —  V ordre  du  groupe  d*une  équation  irréductible  de 
degré  n,  dont  les  racines  sont  des  /onctions  rationnelles  d'une  seule  d'entre 
elles 9  Xt,  est  égal  à  n. 

Car  soient  a;,,...,  j?;,  les  racines  de  l'équation,  V|  une  fonction  de  ces  ra- 
cinse  variable  par  toute  substitution;  elle  peut  s'exprimer  en  fonction 
de  Xt  seulement.  Soit  Vf  =/(^i)  :  cette  fonction  satisfait  à  l'équation  de 
degré  n 

[V-/(x.)]...[V-/{a:„)]  =  o 

dont  les  coefficients,  symétriques  en  â7«,...,  Xn^  sont  rationnels.  Donc  Tordre 
du  groupe  de  l'équation  (lequel  est  le  degré  de  l'équation  irréductible 
dont  Yf  est  racine)  ne  peut  être  supérieur  à  n.  Mais,  d'autre  part,  ce  groupe 
étant  transitif,  son  ordre  est  divisible  par  n  (44)  :  donc  il  est  égal  à  n. 

359.  Théorème  IV.  —   Le  groupe  de  Véquation  de  degré  mn  obtenue  en 

33. 
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éliminant  y  entre  les  deux  équations 

oii  A*  B,...  sont  des  constantes  rationnelles  et  M(j^),  N(j),...  des  fonctions 
rationnelles  de  y,  n^est  pas  primitif.  Réciproquement,  toute  équation  dont  le 
groupe  n'est  pas  primitif  résulte  dune  semblable  élimination. 

Soient  /o---»  J^/»  les  racines  de  l'équation  Ay*H-...  =  o;  cc^fX^  ,...  celles 
'  (le  l'équation  M{yç)af' -{-...  =  o;  y,  une  fonction  symétrique  de  a?!,^:'^,...; 
fp  la  fonction  analogue  formée  avec  x^^x^ ,...;  ij;  une  fonction  symétrique 
de  9o-«-»  ?m- Cette  fonction  ^  sera  exprimable  rationnellement  :  car  ^p, 
s'exprimant  rationnellement  par  les  coefficients  M(jp),..., est  une  fonction 
rationnelle  de  y^,  dont  les  coefficients  ne  dépendent  pas  de  p;  substituant 
dans  ^  pour  les  quantités  yp  leur  valeurs  en  jp,  vp  deviendra  une  fonction 
symétrique  de  y^,...,y„t:  elle  s'exprimera  donc  rationnellement  en  A,  B,.... 

Le  groupe  de  l'équation  est  donc  contenu  dans  celui  dont  les  substi- 
tutions laissent  invariable  la  fonction  ^^  lequel  est  évidemment  non  pri- 
mitif, ses  substitutions  remplaçant  les  racines  de  chacun  des  systèmes 
0?^,  a?'j, ...;..,;  a?,»,  a?'^,...  par  celles  d'un  même  système. 

Réciproquement,  soit  ¥{x)=zo  une  équation  dont  le  groupe  G  ne  soit 
pas  primitif.  Ses  racines  se  répartissent,  par  définition,  en  m  systèmes 
Xf,  x\^. ..;...;  Xmf^'m9'"9  contenant  chacun  n  racines,  et  tels,  que  toute 
substitution,  de  G  remplace  les  racines  d'un  système  par  celles  d'un  même 
système. 

Soient  y^  =  [X  —  x^)  (X  — xj.,.,  X  étant  une  indéterminée;  i|^  une  fonc- 
tion symétrique  de  jo-Mj/n:  ^  n'étant  altérée  ni  par  les  déplacements 
d'ensemble  des  systèmes  Xt^  x\y. ..;...;  x^f  x^^...^  ni  par  les  déplacements 
des  racines  dans  l'intérieur  de  chacun  d'eux,  sera  invariable  par  toute  sub- 
stitution de  G,  et  par  suite  rationnelle.  Les  diverses  fonctions  j'o*--»  Jm  sont 
donc  les  racines  d'une  équation  du  degré  m  à  coefficients  rationnels,  telle 
que 

Cela  posé,  toute  fonction  symétrique  de  a?!,  a?'^,...  s'exprime  rationnelle- 
ment en  fonction  de  j«  {voir  plus  loin  le  n°  362).  On  aura  donc 

On  aura  de  même 

[x  —  x^]  [x  —  x\) . , ,  z=U{jr^)x^ -{- 


.  •  •  • 
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Donc  enfin  l'équation 

¥{x)=[M(Xi)x^'¥-...]..  .[M{7ai)a:»-f-.  ..]  =  o 

est  le  résultat  de  rélimination  de  y  entre  les  deux  équations 

A/^ -h. .  .  =  o    et    M(x)x^-^. .  .  =  o. 

360.  Nous  dirons  désormais  qu'une,  équation  esi  primitwe  ou  non  pri- 
mitive,  simple  ou  composée^  suivant  que  son  groupe  est  primitif  ou  non 
primitif,  simple  ou  composé  :  l'ordre  de  l'équation  et  ses  facteurs  de  compo- 
sition seront  l'ordre  et  les  facteurs  de  composition  de  son  groupe  :  deux  équa- 
tions seront  isomorphes  si  leurs  groupes  sont  isomorphes,  etc. 

361.  Le  groupe  d'une  équation  étant  connu,  on  peut  se  proposer  de  le 
diminuer  progressivement  par  l'adjonction  successive  de  quantités  auxi- 
liaires. A  chacune  de  ces  adjonctions  deux  cas  pourront  se  présenter,  i^  Si 
l'équation  irréductible  (3)  reste  irréductible,  il  est  clair  que  le  groupe  ne 
subira  aucun  changement.  Si  au  contraire,  grâce  à  l'adjonction  nouvelle,  le 
polynôme  (X  —  V,)  (X  — ¥«)  (X  — V^)...  se  décompose  en  facteurs  plus 
simples,  (X  — V,)  (X  — V«)...,  (X  — V^)...,...  on  obtiendra  un  nouveau 
groupe  H,  moindre  que  G,  et  formé  des  seules  substitutions  i,  a,.... 

Nous  examinerons  d'abord  ce  qui  arrive  lorsqu'on  adjoint  à  l'équation  pro- 
posée certaines  fonctions  de  ses  racines;  puis  nous  passerons  au  cas  où  les 
quantités  adjointes  seraient  des  fonctions  des  racines  d'autres  équations. 

362.  Théorème  V.  —  Soient  G  le  groupe  d*une  équation  F(jc)=o, 
ç),  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  ses  racines  :  i^  celles  des  substitu- 
tions de  G  qui  n* altèrent  pas  la  valeur  numérique  de  f^  forment  un  groupe  H,  ; 
a**  l'adjonction  de  la  valeur  de  ç,  réduira  le  groupe  de  V équation  précisément 

i^  Soient  en  effet  a,  a*  deux  substitutions  de  G  qui  n'altèrent  pas  (f^\  on. 
aura  ç^=(p,,  (p^^  =  ç^.  De  la  dernière  égalité  on  déduit  (356)  la  suivante, 
ff^^^=L(f^z=(f^.  Ainsi  la  substitution  a^a  n'altérera  pas  la  fonction  ç)«,  ce 
qui  démontre  la  première  de  nos  propositions. 

a®  Adjoignons  la  valeur  de  (f^  à  l'équation.  Après  cette  opération,  le 
groupe  réduit  de  l'équation  ne  peut  contenir  que  des  substitutions  qui  fai- 
saient partie  du  groupe  initial  G:  d'ailleurs  il  ne  peut  contenir  que  des  sub- 
stitutions qui  n'altèrent  pas  ^i,  la  valeur  de  cette  quantité  étant  supposée 
rationnellement  connue  :   donc  toutes  ses  substitutions  sont  contenues 
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dans  Hi.  Réciproquement  il  contiendra  toutes  les  substitutions  de  H|.  Soient 
eu  effet  a  une  de  ces  dernières  substitutions,  i{/|  une  fonction  des  racines 
exprimable  rationnellement  en  fonction  de  f  «  et  des  quantités  précédem- 
ment connues  :  et  soit 

/^  désignant  une  fonction  rationnelle.  On  déduira  de  cette  égalité  la  sui- 
vante (356),  f\ia=zy^[fa)9  et  comme  9^  =  9,,  il  viendra  (|;^  =  i};,.  Ainsi,  toute 
fonction  ^t  exprimable  rationnellement  sera  invariable  par  la  substitutions: 
cette  substitution  fait  donc  partie  du  groupe  réduit. 

Corollaire  I.  —  Vadjonction  de  plusieurs  fonctions  des  racines^  <p^,  y'j,... 
réduit  le  groupe  de  V équation  au  groupe  H'  formé  par  celles  de  ses  substitu- 
tions qui  n'altèrent  ni  ff^,  ni(p\y  etc. 

Corollaire  II.  —  Deux  fonctions  <p,  et  (];,,  invariables  par  les  mimes  sulh 
stitutions  de  G,  s'expriment  rationnellement  l'une  par  l'autre. 

Car,  en  adjoignant  ç),  à  Téquation,  on  réduit  son  groupe  à  celles  de  ses 
substitutions  qui  n'altèrent  pas  9,;  et  ^o  étant  invariable  par  ces  substitu- 
tions, devient  rationnel. 

363.  On  peut  réaliser  le  calcul  de  ^^t  en  fonction  de  <p«  de  la  manière 
suivante.  Soient  i,a,  a^,...  celles  des  substitutions  de  G  qui  laissent  la 
valeur  de  f,  invariable  :  celles  de  G  seront  i,  a,  a,,...;  6,  abfa^b^,..; 
c,  oc,  SfC, . ..; . ..;  b^Cf,..  étant  des  substitutions  convenablement  choi- 
sies  (39).  Cela  posé,  on  voit  comme  au  n^  61  :  1°  que,  m  étant  un  entier 
quelconque,  la  fonction 

9?  +1  -♦-  9?  4^6  -+-  ??  ^c  -f  •  •  •  =  t['^^ 

est  invariable  par  les  substitutions  de  G,  et  par  suite  exprimable  rationnel- 
lement; 2^  qu'en  posant 

/(Y)  =  (Y-9.)(Y-(pO....     /^  =  Y«'--+.X^,Y»^-»4-...+)., 

I  —  <pi 

il  viendra 

Les  quantités  qui  entrent  dans  cette  expression  avec  qp,  sont  /^  /'j,...,/^!"""'^ 
et  les  coefficients  de  /(Y),  lesquels,  étffnt  également  invariables  par  les 
substitutions  de  G,  sont  rationnels. 
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364.  Soit  maintenant  T«  une  fonction  des  racines  de  Féquation  proposée 
F(â7)  =  o,  invariable  par  les  substitutions  de  G,  et  variable  par  toute 
autre  substitution.  Chacune  des  quantités  /<,...»  t^i"^^  et  chacun  des  coetfi- 
cients  de  /(Y)  peut  s'exprimer  en  fonction  de  T|  et  des  coefficients  de  F(a7). 
En  effet  considérons  Tune  d'elles,  telle  que  /,.  Soient  i^  a^  b,...  les  substi- 
tutions de  G  :  les  diverses  substitutions  possibles  entre  les  racines  de  la 
proposée  seront  i,  a,  />,.•.;  /3,  a^,  &/3,...;  y»  ay»  ôy,. ..;...,  p,  y,...  étant 
des  substitutions  convenablement  choisies  (39);  et  Ton  voit  comme  tout  à 
Theure  que,  n  étant  un  entier  quelconque,  chacune  de  ces  substitutions 
laisse  invariable  la  fonction 

On  aura  donc 

'  1,2. ,,  p 

[p  étant  le  degré  de  la  proposée),  expression  symétrique  par  rapport  aux 
racines,  et  qui  pourra  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  des  coeffi* 
cients  de  F(x),  par  les  méthodes  connues* 
Soit  maintenant 

^(1)  =  (Z  —  t, )  (Z  —  r?). . . ,     tt"-^  =  Zv-i  -♦-  i^2  Zv_,  -h . . .  -h  /„; 


il  viendra 

(4)  '.= 


,,  ,  _  e./o -h ô', /.-+-... -h er») 


^^'(T.) 


expression  qui  ne  contient  avec  r^  que  les  quantités  ô|,  d'^,<..  et  les  coefii^ 
cients  de  ^(Z),  lesquels,  restant  aussi  invariables  par  toute  substitution 
opérée  entre  les  racines  de  l'équation  F(a7)  =  o,  seront  aussi  exprimables 
rationnellement  en  fonction  de  ses  coefficients. 

365.  La  méthode  de  calcul  qui  vient  d'être  exposée  est  due  à  Lagrange. 
Il  s'en  est  servi  pour  établir  la  proposition  suivante  : 

Soient  F(^)  =  o  une  équation  algébrique;  T|  une  /onction  de  ses  racines, 
dont  l'expression  algébrique  reste  invariable  par  un  certain  groupe  de  substitu- 
lions  {i,  a^  b,...),  et  dont  toutes  les  valeurs  algébriquement  distinctes  le  soient 
aussi  numériquement.  Toute  fonction  /,  des  racines  de  cette  équation  dont  ces 
substitutions  n'altèrent  pas  la  forme  algébrique  est  exprimable  en  fonction  ra- 
tionnelle de  T,  et  des  coefficients  de  Y[x). 
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Soient  en  effet  i,  a,  fr,...;  /3,  a|3,  6/3....;  y,  ay,  67,...;...  les  diverses 
substitutions  possibles  entre  les  racines;  n  un  entier  quelconque  :  la  fonc- 
tion t"^ /| -i-T^/p  +  ...  =  5^i''^  sera  invariable  par  toute  substitution  et  par 
suite  s'exprimera  rationnellement  en  fonction  des  coefficients.  Cela  posé, 
^  s'exprimera  par  la  formule  (4)- 

366.  Théorème  VI.  —  Tout  étant  posé  comme  au  théorème  V,  soient  a^, 
a^3  a2»-«  l^^  substitutions  de  H|  (a^  se  réduisant  à  i)  :  «o,  a^,  a^^...^  a^b^ 
a^b^  a^by..^^  aoC  q^c,  02^, ...;...  celles  de  G  :  V équation 

(5)  (Y-^9.)(Y-(Pa)(Y-^9c)...=o, 

dont  le  degré  est  égal  au  rapport  des  ordres  deGetdeRt^  aura  ses  coefficients 
rationnels,  et  sera  irréductible, 

1^  Soit  a  une  substitution  quelconque  de  G  :  elle  transforme  les  uns  dans 
les  autres  les  termes  (pi,  y^,  ç^,..  (61  et  363).  Les  coefficients  de  l'équa- 
tion (5),  symétriques  en  9,,  9*,  9^,...,  ne  seront  donc  pas  altérés  parc: 
mais  c  est  Tune  quelconque  des  substitutions  de  G  :  donc  ils  sont  ration- 
nels. 

2°  L'équation  (5)  est  irréductible  :  car  si  elle  admettait,  par  exemple, 
le  facteur  rationnel  (Y  —  (pi)  (Y  —  ç^)»  ce  facteur  resterait  inaltéré  par  la 
substitution  c  :  mais  cette  substitution  le  transforme  ^n  (Y  —  9c)(Y  —  (fbe)  : 
pour  qu'il  restât  inaltéré,  Y  restant  indéterminé,  il  faudrait  que  9^»  9be  fus- 
sent égales  k  l'ordre  près  a  Ço  9^.  Soit  par  exemple  9^  =  9^  :  on  en  conclu- 
rait 9^0-'=  9<  (356).  Donc  c6~'  serait  l'une  dos  substitutions  aj^^a^j  aj,... 
et  c  serait  de  la  forme  a^b,  ce  qui  n'est  pas.  • 

367.  Remarque.  —  Les  substitutions^  de  G  qui  n'altèrent  pas  9,  étant 
«oj^î,,...,  celles  qui  n  altèrent  pas  9^  seront  6""*aoi,  è~*a^ /;,...;  celles  qui 
n'altèrent  pas  9^  seront  c^ a^Cy  c~*  ««c, . . .  ;  etc.  Car  soit  o-  wxïq  substitution 
de  G  qui  n'altère  pas  9^  :  on  aura 

94  =  9^,     d'où     9,  =:9ft,rf~i,     d'où     6(t6~'=:«p,  o-=:6~'«p6. 

368.  Théorème  VIL  —  Tout  étant  posé  comme  aux  théorèmes  précédents  y 
l'adjonction  simultanée  des  valeurs  cfe  9, ,  9^,  9^, . . .  réduira  le  groupe  de  l'équa- 
tion proposée  à  I,  I  étant  le  groupe  le  plus  général  parmi  ceux  qui  sont  con- 
tenus dans  H|  et  permutables  aux  substitutions  de  G. 

En  effets  le  gr.oupe  se  trouve* réduit  aux  substitutions  communes  aux 
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groupes 

H,  =  (ûf„  a,,. . .),     H6  =  (6~'a«6,  h^^a^b^, . .),     He=:(c~'a,c,  c~"'fl,c. ..),.. . 

respect!  vemeàt  formés  par  les  substitutions  qui  n'altèrent  pas  ^i,  f^,  fc»**- 
Or  soient  J  le  groupe  formé  par  ces  substitutions  communes;  s  une  quel- 
conque de  ses  substitutions;  a  une  substitution  quelconque  de  6  :  la  sub- 
stitution ar^sc  sera  commune  aux  groupes  transformés  de  H^H^,  Hc,... 
par  (T.  Mais  ces  groupes  transformés  sont  identiques,  à  Tordre  près,  à  H| ,  H^* 
H^,....  Car  chacune  des  substitutions  c,  bts,  ce,...,  appartenant  à  G,  pourra 
se  mettre  sous  Tune  des  formes  a^,  a^b,  a^c,....  Soit  par  exemple  b(j  =  a^d\ 
le  groupe  transformé  de  H^  par  c  sera  formé  des  substitutions 

qui  ne  sont  autres  que  les  substitutions  de  Ed.  Donc  c^scx  appartient  à  J  : 
ce  groupe  est  donc  permutable  à  a  :  donc  il  est  contenu  dans  I. 

Réciproquement,  le  groupe  I  étant  contenu  dans  H,,  tes  transformées  de 
ses  substitutions  par  b,  c,...  seront  contenues  dans  H^,  Hc,...;  mais  ces 
transformées  reproduisent»  à  Tordre  près,  les  substitutions  de  I;  donc  toutes 
les  substitutions  de  I  sont  communes  à  H4,  H^,  Hc,... 

369.  Remarque.  —  Dans  le  cas  particulier  où  H«  serait  permutable  à 
toutes  les  substitutions  de  G,  on  aurait 

Hi  =  H*  =  He  = . . .  =1, 

et  les  fonctions  9i,  f^,  (pef-f  invariables  par  les  mêmes  substitutions  de  G, 
s'exprimeraient  rationnellement  en  fonction  de  Tune  quelconque  d'entre 
'  elles. 

Réciproquement,  si  les  fonctions  91 ,  f  6,  <pc» •  •  •  s'expriment  rationnellement 
en  fonction  d*une  seule  d'entre  elles,  elles  seront  invariables  par  les  mêmes 
substitutions  de  G  :  on  aura  donc  H|  =H^  =  H^,...»  et  ce  groupe  sera  trans- 
formé en  lui-même  par  toutes  les  substitutions  de  G. 

N 
370.  Théorème  VIII.  —  Soient  N  V ordre  rfe  G;  N'  =  -  l'ordre  de  I  :  l'ordre 

V 

du  groupe  G'  de  V  équation  (  5)  sera  v. 

Posons  en  effet  W  =  M4  94 -hM^ç^H- Mc9c+--.  M,,  M^,  M^,...  étant  des 
constantes  indéterminées  :  W  sera  racine  d'une  équation  irréductible  d'un 
degré  égal  à  Tordre  du  groupe  de  l'équation  (5)  (353).  Mais,  d'autre 

34 
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part,  W  peut  être  considérée  comme  fonction  des  racines  de  Téqualion 
F{x)  =  o,  laquelle  fonction,  non  altérée  par  les  substitutions  de  I,  l'est 
évidemment  par  toute  autre  substitution  de  G.  Elle  dépend  donc  d'une 
équation  irréductible  dont  le  degré  est  égal  a  v,  rapport  des  ordres  de  G  et 
de  1(366). 

371.  Théorème  IX.  —  S'il  n'existe  aucun  groupe  plus  général  que  I  qui 
soit  contenu  dans  G  et  permutable  à  ses  substitutions^  le  groupe  G'  sera  simple. 

Car  s'il  existe  un  groupe  V  contenu  dans  G'  et  permutable  à  ses  substitu- 
tions, soit  v'  son  ordre  :  une  fonction  ^  des  racines  de  l'équation  (5),  in- 
variable par  les  substitutions  de  V  et  variable  par  toute  autre  substitution, 

dépendra  d'une  équation  irréductible  de  degré  -7(366),  dont  les  racines 

seront  fonctions  rationnelles  les  unes  des  autres  (369).  Mais  ^  peut  être 
considérée  comme  une  fonction  des  racines  de  F(^)  =  o;  soit  L  le  groupe 
formé  par  celles  des  substitutions  de  G  qui  ne  l'altèrent  pas  :  i''  L  contien- 
dra I,  dont  les  substitutions,  n'altérant  pas  94, 9^,  (p^,...,  ne  peuvent  altérer  (j^; 
2""  il  sera  plus  général,  car  son  ordre  étant  égal  à  celui  de  G,  divisé  p^r  le 

degré  —  de  l'équation   irréductible  dont  dépend  ^  (366),  est  égal   à  ^7 

celui  de  I  étant  simplement  — ;  3^  enfin  les  racines  de  l'équation  en  ^  étant 

fonctions  rationnelles  les  unes  des  autres,  L  est  permutable  aux  substitu- 
tions de  G  (369). 

En  renversant  ce  raisonnement,  on  démontre  que  :  réciproquement,  ^7/ 
existe  un  groupe  L  plus  général  que  I ,  qui  soit  contenu  dans  G  et  permutable 
à  ses  substitutions.  G'  ne  sera  pas  simple;  car  on  pourra  déterminer  un 
groupe  r  contenu  dans  G'  et  permutable  à  ses  substitutions. 

372.  Théorème  X.  —  Soient  F(a7)  =  o  une  équation  dont  le  groupe  G  soit 
composé  :  G,  I,  1,,...  une  suite  de  groupes  tels  :  \^  que  chacun  d'eux  soit  con- 
tenu dans  le  précédent  et  permutable  à  ses  substitutions  ;  2®  quil  soit  aussi  gé- 

N 
néral  que  possible  parmi  ceux  qui  satisfont  à  cette  double  propriété;  N,  —  » 

V 

— 5  •  •  •  les  ordres  respectifs  de  ces  groupes  : 

La  résolution  de  V équation  proposée  dépendra  de  celle  d* équations  succes- 
sives, dont  les  groupes  seront  simples,  et  contiendront  respectivement  v,  v,,... 
substitutions. 

Car  soit  ç»,  une  fonction  des  racines  de  la  proposée,  invariable  par  les 


.^ 
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subsûtiUipDs  I  :  elle  dépend  d'une  équation  de  degré  v  (366)  dont  le  groupe 
sera  simple  (371)  et  d'ordre  v  (369  et  370).  Cette  équation  résolue,  le 
groupe  de  la  proposée  sera  réduit  à  I  :  soit  maintenant  (f\  une  fonction  des 
racines  invariables  par  les  substitutions  de  I,  :  elle  dépendra  d'une  équation 
de  degré  v,,  dont  le  groupe  sera  simple  et  d'ordre  v,,  etc. 

Ce  théorème  montre  qu'on  peut  classer  les  équations  à  groupe  composé 
d'après  le  nombre  et  la  valeur  de  leurs  facteurs  de  composition  v,  v,, — 

373.  Supposons  maintenant  qu'on  adjoigne  à  l'équation  proposée  F(a:)  =  o 
une  ou  plusieurs  fonctions  des  racines  d'une  autre  équation  f[z)  =  o. 

Le  cas  où  l'on  adjoitidrait  plusieurs  fonctions  X»»  Xi»--'  l'^vient  à  celui 
où  l'on  n'en  adjoint  qu'une  seule  :  car  soient  G'  le  groupe  de  l'équation 
f[z)  =  o,  H',  le  groupe  formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  n'altèrent 
aucune  des  fonctions  Xi»  Xi'----  ^*  une  fonction  de  ^5,,...,  z„  invariable  par 
les  substitutions  de  H'^  et  variable  par  toute  autre  substitution.  L'adjonction 
de  X«'Xm---  ï*éduisant  le  groupe  de  /(2)  =  o  à  H'j,  dont  les  substitutions 
n'altèrent  pas  r,,  celte  fonction  deviendra  exprimable  rationnellement.  Ré- 
ciproquement, l'adjonction  de  r,  réduisant  ce  groupe  à  ffj ,  dont  les  substitu- 
tions n'altèrent  pas  X*  »  x'i  •  •  •  •  »  ^^^  fonctions  deviendraient  rationnelles.  Donc 
toute  fonction  rationnelle  de  r<  s'exprime  rationnellement  en  X^Xi»-*-  ®^ 
réciproquement.  Donc  il  est  indifférent  d'adjoindre  à  une  équation  quel- 
conque, soit  Xi»  Xi»---  ^^^^  simplement  r,. 

374.  Adjoignons  donc  à  l'équation  f{x)  =  o  l'unique  fonction  r,  :  soient 
«0,  0C|,...  les  substitutions  de  H'^;  «o»  ûCf,...;  aojS,  o^f  j8,...;  a^y,  aiy,. ...... 

celles  de  G'  :  r,  dépend  d'une  équation  irréductible 

(6)  (X-r.)(X-rp)(X-/v)...:=:o. 

Supposons  que  l'adjonction  de  r^  réduise  le  groupe  deF(a7)  =  o  à  H,; 
soient,  comme  tout  a  l'heure,  a^,  ai,...  les  substitutions  de  ce  groupe;  ao, 
a,,...;  a^b,  a^ft,...;  a©^»  a^c,. ..;...  celles  de  G.  Soient  enfin  y,  une  fonc- 
tion des  racines  de  F(a?)  =  o,  invariable  par  les  substitutions  de  H,,  et  va- 
riable par  toute  autre  substitution;  elle  satisfera  à  l'équation 

(7)  (Y-(p,)(Y-cp6)(Y-9c)...=o. 

Mais,  par  hypothèse,  94  est  une  fonction  rationnelle  der,  :  soit^fi  =  ^{r^)  : 
Tf  sera  racine  de  l'équation 

(8)  [^  (  j)  _  (p,]  [r\,  {jr)  ~  cpi]  [r\,  (j)  -  (p,]  .  .  .  r=  o. 
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Mais,  d*autre  part,  r,  satisfait  à  l'équation  irréductible  (6).  Une  des  ra- 
cines  de  cette  équation  satisfaisant  à  l'équation  (8),  toutes  y  satisfont  (349). 
Donc  les  quantités  +(r,),  4'(^p)»  ^(^y)'*--  satisfont  toutes  a  l'équation  (7). 
Mais  elles  satisfont  à  l'équation 

(9)  [Y-+(r.)][y-q.(r,)][Y~4.(rJ]...  =  o, 

dont  les  coefficients,  symétriques  en  r,,  rp,  r^,...,  sont  rationnels. 

Les  racines  de  l'équation  (9)  satisfaisant  toutes  à  l'équation  irréduc- 
tible (7),  le  premier  membre  de  (9)  sera  une  puissance  exacte  du  premier 
membre  de  (7)  (349),  à  un  facteur  constant  près,  qui  se  réduit  ici  à  l'unité, 
les  deux  polynômes  ayant  l'unité  pour  coefficient  de  leur  premier  terme. 
Soit  fjL  le  degré  de  cette  puissance  :  la  suite  des  termes  ^(r,),  ^(rp),...  con- 
tiendra jx  termes  égaux  à  9«,  jx  égaux  à  f^,  etc. 

(^ela  posé,  adjoignons  à  Véquation  Y[x)  =  o  Vune  quelconque  des  racines 
de  Véquation  (7),  telle  que  rp  :  le  groupe  de  V équation  sera  réduit  à  H,,  a^^ 
L^  groupe  H^  dérivé  des  substitutions  {b"*  a^b,  i~' a,/^...),  au  groupe  ana- 

logue Hç,  etc.n  suivant  que  ^{r^)  sera  égal  à  f  i,  à  y^,  à  ç)^^ •••• 

En  effet,  soit  par  exemple  tj;(rp)  =  (p4.  L'adjonction  de  rp  rendant  o^  ra- 
tionnel, le  groupe  réduit  H  ne  peut  contenir  que  celles  des  substitutions 
de  G  qui  n*altèrent  pas  9^,  c'est-à-dire  celles  de  H^.  Le  nombre  de  ces  sub- 
stitutions étant  égal  à  celui  des  substitutions  de  H|,  on  voit  que  Tordre 
de  H  est  au  plus  égal  à  celui  deH«.  Réciproquement,  en  partant  de  la  ra- 
cine rp  au  lieu  de  partir  de  la  racine  r^,  on  verrait  que  l'ordre  de  H,  est  au 
plus  égal  à  celui  de  H  :  donc  ces  deux  ordres  sont  égaux,  et  H  contiendra 
toutes  les  substitutions  de  H». 

375.  Théorème  XL  —  Les  notations  du  numéro  précédent  étant  conser- 
vées ^  si  H'j  est  permutable  aux  substitution^  de  G',  H,  le  sera  à  celles  de  G. 

En  effet,  H'^  étant  permutable  aux  substitutions  de  G',  les  racines  de 
l'équation  irréductible  (6)  dont  dépend  r,  sont  fonctions  rationnelles  les 
unes  des  autres  (369).  Donc  les  fonctions  y*,  (p^,  ^c,...  sont  respectivement 
des  fonctions  rationnelles  de  r,  :  donc  elles  sont  invariables  par  les  substitu- 
tions deH,  :  mais  elles  le  sont  respectivement  par  celles  de  HoH^,Hc-..:donc 
ces  groupes  sont  identiques,  et  H,  est  permutable  aux  substitutions  de  G. 

376.  Théorème  XIL  —  Si  l'on  adjoint  à  l'équation  F{x)  -=.  o,  dont  le 
groupe  est  G,  toutes  les  racines  d'une  équation  /[z)  =  o,  le  groupe  réduit  H, 
sera  permutable  aux  substitutions  de  G. 
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Car  adjoindre  à  la  fois  toules  les  racines  de  /{z)  =  o  équivaut  à  ad- 
joindre une  fonction  ¥«  de  ces  racines,  variable  par  toute  substitution  autre 
que  Tunité  (373).  Mais  alors  le  groupe  H\,  se  réduisant. à  la  seule  substitu- 
tion s  9  est«évidemmeut  permutable  aux  substitutions  de  G'  :  donc  H|  le  sera 
à  celles  de  G. 

377.  Corollaire.  —  Si  le  groupe  G  est  simple,  il  ne  peut  êlre  réduit 
par  la  résolution  d'une  équation  auxiliaire  sans  se  réduire  à  la  seule  substi- 
tution r  (le  groupe  formé  de  cette  substitution  étant,  par  définition,  le  seul 
qui  soit  contenu  dans  G  et  permutable  à  ses  substitutions)  :  auquel  cas 
l'équation  F  (a?)  =  o  sera  complètement  résolue. 

378.  Théorème  XIII.  —  Soient  F(a?)  =  o  et  /[z)  =  o  deux  équations 
dont  les  groupes  G  et  G'  contiennent  respectivement  N  et  N'  substitutions.  Si  la 
résolution  de  la  seconde  équation  réduit  le  groupe  de  la  première  à  un  groupe  H, 

ne  contenant  plus  que  —  substitutions^  réciproquement  la  résolution  de  la  pre- 

miére  réduira  le  groupe  de  la  seconde  à  un  groupe  H\  ne  contenant  plus  que  — 

substitutions.  De  plus^  les  deux  équations  sont  composées  avec  une  même  équa- 
tion auxiliaire  S{u)  =  o  efe  degré  v  et  dont  le  groupe  contient  v  substitutions. 

En  effet,  soit  tj;(^,,...,  x^)  une  fonction  des  racines  de  Y[x)  =  o,  inva- 
riable par  les  seules  substitutions  de  H^.  Elle  est  exprimable  rationnelle- 
ment en  fonction  des  racines  Z|,...,  2„  de  f{z)  =  o.  On  aura  donc 

Cette  quantité  i({x^,.,.,  x,n)  dépend  d'une  équation  auxiliaire  irréduc- 
tible ^(w)  =  o  de  degré  v  (366).  D'ailleurs,  H,  étant  permutable  à  G  (376), 
les  racines  de  cette  équation  sont  des  fonctions  rationnelles  les  unes  des 
autres  (369),  et  son  groupe  contient  v  substitutions  (358).  La  résolution  de 
cette  équation  auxiliaire  réduit  le  groupe  de  f{x)  =  o  aux  seules  substitu- 

tions  de  H,,  en  nombre  —  Elle  abaissera  de  même  le  groupe  de/(s)  =  o  de 

telle  sorte  qu'il  ne  contienne  plus  que  —  substitutions;  en  effet,  soit  K  le 

nombre  des  substitutions  du  groupe  G' qui  n'altèrent  pas  ;^(^,,...,z„)  —  w; 

N' 
u  dépendra  d'une  équation  irréductible  du  degré  -j^  -  niais  le  degré  de  cette 

N'  '  N' 

équation  est  égal  à  v  ;  donc  -^  =  v,  d'où  K  =  —  • 
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La  résolulion  de  l'équation  F(a?)  =  o  entraînant  celle  de  Téquation  auxi- 
liaire ^{u)  =o,  dont  les  racines  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x,,..., 
x,„,  réduira  le  groupe  de  f{z)  =  o  de  manière  à  ce  qu'il  contienne  tout 

au  plus  —  substitutions  :  il  ne  peut  d'ailleurs  en  contenir  un  moindre 

N' 
nombre  :  car  si  le  groupe  réduit  H'^  contenait  seulement  —  substitutions, 

/JL  étant  un  nombre  plus  grand  que  v,  on  verrait,  en  répétant  tous  les  rai- 
sonnements que  nous  venons  de  faire  à  partir  de  l'équation  /{z)=  o,  que 
la  résolution  de  cette  équation  devrait  réduire  le  groupe  de  T{x)  =:  o  à  ne 

plus  contenir  que  —  substitutions  tout  au  plus:  résultat  contraire  à  notre 

N 
hypothèse  d'après  laquelle  le  groupe  réduit  H,  contient  —  substitutions. 

379.  Corollaire  I.  —  Si  le  groupe  G  de  Véquation  Y{x)  =  o  est  simple, 
elle  ne  peut  être  résolue  qu'au  moyen  d'équations  dont  le  groupe  ait  pour  ordre 
un  multiple  de  l'ordre  de  G. 

Car,  adjoignons  à  cette  équation  les  racines  d'une  équation  auxiliaire 
f[z)  =  o;  si  son  groupe  est  abaissé,  il  est  réduit  a  la  seule  substitution  i  (377). 
Donc  l'ordre  du  groupe  de  F(x)  =  o,  qui  était  N,  sera  réduit  à  i  par  l'ad- 
jonction des  racines  de  /(z)  =  o.  Donc  réciproquement  l'adjonction  des 
racines  de  ¥{x)  =  o  à  l'équation  /[z)  =  o  divisera  par  N  l'ordre  de  son 
groupe.  Donc  cet  ordre  est  un  multiple  de  N. 

380.  Corollaire  II.  —  Si  le  groupe  de  ¥{œ)  =  o  est  abaissé  par  la  réso- 
lution d'une  équation  simple  f{z)  =  o,  les  racines  de  cette  dernière  équation 
sont  des  fonctions  rationnelles  cfe  ir, , . . .,  a7,„. 

Car  la  résolution  de  F(a7)=o,  abaissant  le  groupe  de/(j8)  =  o  (378), 
résout  complètement  cette  dernière  équation  (377). 

^  Cette  proposition  est  l'extension  de  ce  théorème  d'Abel  :  Si  une  équation 
est  soluble  par  radicaux  ^  chacun  des  radicaux  qui  concourent  à  sa  résolution 
est  une  fonction  rationnelle  de  ses  racines  et  des  racines  de  l'unité. 

381.  Remarque,  —  Si  la  fonction  ^{x^,...,  x,n)  est  variable  par  toute 
substitution  opérée  entre  les  racines  ^i,...,  a?,,,,  ces  racines  sont  exprimables 
rationnellement  en  fonction  de  \|/(jr,,...,  a?^)  (352),  et  par  suite  en  fonc- 
tion de  ^1,...,  jz,|.  La  résolution  de  Téquation  /(s)  =  o  entraînera  donc  la 
résolution  complète  de  l'équation  ¥[x)  =  o.Si  en  même  temps  x(2n...,2«) 


DES  IRRATIONNELLES.  271 

est  vambic  par  toute  substitution  opérée  entre  les  Zi,...,  z^,  la  résolu- 
tion cleF(a;)  =  o  entraînera  celle  de/(j5)  =  o.  Les  deux  équations  seront 
dites  équivalentes. 

Corollaire  III.  —  Deux  équations  équivalentes  Y[x)  =  o  et  /( z)z=  o  ont 
leurs  ordres  égaux. 

Soient  en  effet  N  l'ordre  de  Téqualion  F(a?)  =  o,  N'  celui  de  l'équation 
f{z)  =  o.  La  résolution  de/(^)  =  o  réduit  le  groupe  de  F(a?)  =  o  à  la  seule 
substitution  i;  donc  la  résolution  de  F(a?)  =  o  réduira  le  groupe  de/fs)  =  o 

N' 
à  ne  plus  contenir  que  -^  substitutions  (378):  mais  la  résolution  deFfo;)  =  o 

entraînant  celle  de/(z)  =  o,  réduit  le  groupe  de  cette  dernière  équation  k 

N' 
la  seule  substitution  i;  on  doit  donc  avoir  tr=-  =  i,  d'où  N  =  N'. 

N 

Corollaire  IV.  —  Toute  adjonction  de  quantité  auxiliaire  qui  abaisse  le 
groupe  de  l'une  de  ces  deux  équations  en  divisant  par  v  le  nombre  de  ses  sub- 
stitutions abaisse  de  même  le  groupe  de  Vautre. 

En  effet,  les  équations  étant  équivalentes  après  l'adjonction  comme  avant, 
leurs  groupes  ne  devront  pas  cesser  de  présenter  le  même  nombre  de  sub- 
stitutions. 

De  ce  corollaire  on  déduit,  comme  conséquence  immédiate,  la  proposi- 
tion suivante  : 

Corollaire  V.  --  Toute  équation  équivalente  à  une  équation  composée 
est  elle-même  composée  des  mêmes  équations  auxiliaires. 

382.  Problème.  —  Déterminer  toutes  les  éqiuilions  irréductibles  équiva- 
lentes à  une  équation  donnée  Ffa?)  =  o. 

Soit  /{z)  =  o  une  de  ces  équations.  La  résolution  de  F(,t)=io  devant 
entraîner  celle  de  /{z)  =  o,  les  racines  s,,...,  «„  de  cette  dernière  équation 
sont  des  fonctions  rationnelles  de  a?,,..,  Xf„.  Soit  doncz,  =y^  :  désignons 
commeprécédemment  parGlegroupe  de  F(a7)r=  o;  par  Oo»  «i».-«  celles  des 
substitutions  de  G  qui  n'altèrent  pas  la  fonction  9,,  lesquelles  substitutions 
forment  un  groupe  H|  ;  par  ao,  a,,...;  Uq  6,  a^  b,...;  aoC,  a,  c, ...;...  celles 
de  G.  Nous  avons  vu  f366)  que  l'équation  irréductible  dont  dépend  a>,  est 

(Z—  9,)(Z  —  ©a)  (Z  — 9c).  ..  =  0, 
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puis  que  TadjoDCtion  simultanée  de  ses  racines  réduit  le  groupe  de  la  pro- 
posée à  I  (368).  Mais  cette  adjonction  doit  résoudre  complètement  la  pro- 
posée; donc  I  se  réduit  à  la  seule  substitution  i  :  d'où  ce  résultat  : 

Pour  quune  équation  irréductible  f(z)-=o  soit  équivalente  à  ¥{x)  =  o  il 
faut  et  il  suffit  :  i^  que  l'une  de  ses  racines^  z^y  soit  fonction  rationnelle  des 
racines  de  F(a7)  =  o;  2**  que  le  groupe  H,  formé  par  celles  des  substitutions 
de  G  [groupe  de  Y{x)^=o]  qui  n'altèrent  pas  cette  fonction  ne  contienne 
aucun  groupe  permutable  aux  substitutions  de  G  [sauf  celui  qui  est  formé  de 
la  seule  substitution  i ). 

383.  Soit  H*4  un  groupe  quelconque  satisfaisant  à  la  condition  ci-dessus  : 
il  existe  une  infinité  de  fonctions  de  a^i,...,  x^  invariables  par  les  substitu- 
tions de  Ho  6t  variables  par  toute  autre  substitution  de  G.  Chacune  d'elles 
sera  la  racine  d'une  équation  irréductible  équivalente  à  la  proposée  Y[x)  =  o 
et  dont  le  degré  v  est  égal  au  rapport  des  ordres  de  G  et  de  H|. 

Soient  (f^  et  (f\  deux  quelconques  de  ces  fonctions; 

/(Y)=(Y-(p.)(Y-94)...=o,    /'{Y)  =  (Y-9'.)(Y~cp;)...  =  c> 

les  équations  irréductibles  dont  elles  dépendent  :  9,  et  (f\  étant  invariables 
par  les  mêmes  substitutions  s'expriment  rationnellement  Tune  par  l'autre. 

Soit  donc  f'j  =  tj;((p,).  On  en  déduit  9'^  =  tj;(f^),  etc.  (356).  Donc  les  di- 
verses racines  de  l'équation  /'(Y)  =  o  s'expriment  par  une  même  fonction 
rationnelle  des  diverses  racines  de  /(Y)  =  0.  On  passera  donc  de  l'une  à 
l'autre  de  ces  deux  équations  par  une  transformation  rationnelle. 

On  peut  considérer  comme  appartenant  à  la  même  classe  deux  équations 
telles,  que  les  diverses  racines  de  l'une  d'elles  s'expriment  respectivement 
par  une  même  fonction  rationnelle  des  racines  correspondantes  de  l'autre. 
Le  nombre  des  classes  d^équations  irréductibles  équivalentes  à  la  proposée 
Y{x)=-o  est  nécessairement  limité,  et  on  pourra  le  déterminer  en  cherchant 
quels  sont  les  divers  groupes  H,  contenus  dans  G  et  jouissant  de  la  propriété 
indiquée  au  numéro  précédent  :  on  remarquera  d'ailleurs  que  les  v  groupes 

correspondent  aux  diverses  racines  d'une  même  équation  et  ne  fournissent 
ainsi  qu'une  seule  et  même  classe. 

384.  THÉORi'.ME  XIV.—  Soient  F(a?)  =  o  et  f{z)=^o  deux  équations 
irréductibles    dont   les   racines  soient  liées  par  des    relations   algébriques 
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9  (a:« , . . . ,  Xm,  «o . . . f  z„) ^ o, . . . .  Toutes  ces  relations  se  déduisent  d'une  seule, 
de  la  forme 

OÙ  les  racines  des  deux  équations  sont  séparées  {^  et  ;^  désignant,  ainsi  que  9, 
des  fonctions  rationnelles  convenablement  choisies). 

Soit  en  effet  V|  une  fonction  de  Xt,...,  x^  variable  par  toute  substitu- 
tion; chacune  des  quantités  a?,,...,  a?«  est  exprimable  en  fonction  ration- 
nelle deV^;  substituant  ces  expressions  dans  la  fonction  f,  il  vient  une 
équation  de  la  forme 

(10)  <p(X|,.  .  .,  Xm,  ^1,.  .  .  ,  -5ii)  =  9'(  V„  2,,.  .  .,  Z„)=  O. 

La  quantité  Y,  satisfait  donc  à  l'équation 

9'(X,  z„. . .,  z„)  =  o. 

D'autre  part  elle  satisfait  (353)  à  l'équation  irréductible  de  degré  N, 

7r(X)  =  (X-V,)(X-Va)(X-V6)...  =  o. 

Ordonnons  les  deux  polynômes  9'(X,  Zt,...,z„)  et  n{X)  suivant  les  puis- 
sances descendantes  de  X,  et  divisons  le  premier  par  le  second  :  il  viendra 

9'(X,  z,,...,  zO  =  p(X).7r(X)  H-(7(XJ, 

p{\)  et  (7(X)  étant  deux  polynômes  entiers  par  rapport  à  X,  à  coefficients 
rationnels  en  z^,...,  z^ei  le  degré  de  (7(X)  par  rapport  à  X  étant  au  plus 
égal  à  N  —  I . 
Soit  donc 

(7(X)  =  AX«-'-hBX"-»-f-..., 

deux  cas  pourront  se  présenter  ; 

i^  Si  l'on  a  simultanément  A  =  o,  B  =  o,  ...,  on  aura,  au  lieu  de  l'équa- 
tion unique 

o  =  9'(V.,  z„...,z«)  =  p(V.).7r(V,)-+-AV7-'-4-BV«->-f...., 

les  suivantes  : 

7r(V,)  =  o,     A  =  o,     B  =  o, ..., 

dont  la  première  est  une  relation  entre  les  racines  a;,,  ..,  ^,«  de  l'équation 
¥{x)  =  o,  et  les  autres  des  relations  entre  les  racines  js,,...,  «;,  de  /{z)  =  0; 

35 
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c'est  grâce  à  la  présence  de  ces  relatioos  que  peut  exister  réquation  (lo) 
qui  ne  lie  quen  apparence  les  racines  de  Y[x)'=.  o  à  celles  de  f{z)  =  o. 
Ce  cas  doit  donc  être  rejeté. 

2**  Si  Ton  n'a  pas  simultanément  A  =  o,  B=  o,...,  divisons  le  polynôme 
C7(X)  par  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  X,*puis  cherchons  le 
plus  grand  commun  diviseur  A  de  ce  polynôme  avec  le  polynôme  7r(X)-.  Les 
coefficients  de  A  seront  des  fonctions  rationnelles  de  z,,...,  z^-  D'autre  part, 
en  désignant  par  V,,  V^,  V«,,...  celles  des  racines  de  7r(X)  =^o  qui  satisfont 
en  même  temps  à  l'équation  ©-(X)  =  o,  on  aura 

Az^-(X-V.)(X-V.)(X--V«J.,., 

et  les  quantités  V<,  V^,  V^,,...  élant  des  fonctions  rationnelles  de  .t,,...,  jt^, 
si  l'on  développe  le  polynôme  A  suivant  les  puissances  de  X,  les  coefficients 
de  ces  diverses  puissances  seront  eux-mêmes  des  fonctions  rationnelles 
de  ^i,*-»  ^m*  Mais  nous  venons  de  voir  que  ces  coefficients  s'expriment 
également  en  fonction  rationnelle  de  2{,...,  js„;  égalant  ces  deux  expres- 
sions pour  chaque  coefficient,  on  aura  une  suite  de  relations  de  la  forme 

La  relation  (lo)  n'est  qu'une  conséquence  de  celles-là  :  en  effet  les  rela- 
tions (il)  expriment  que  les  deux  polynômes  o'(X)  et  7r(X)  s'annulent  tous 
deux  pour  X  =  V,,  X  =¥„,...;  on  aura  donc  en  particulier 

Cp'(V„2„....2«)  =  p(V,)7r(V,)-h(7(V,)=rO. 

Il  nous  reste  à  démontrer  que  toutes  les  relations  (i  i)  qui  peuvent  exister 
entre  les  racines  des  deux  équations  Y[x)  =  o  et  f[z)  =  o  sont  des  consé- 
quences d'une  seule  d'entre  elles.  Cette  démonstration  n'ofTre  aucune  diffi- 
culté. Soient  en  effet  H,  ce  que  devient  le  groupe  de  l'équation  Y{x)=-  o 
par  l'adjonction  des  quantités  Ztf,..yZ„;  ^{Xif...^  x^)  une  fonction  inva- 
riable par  les  seules  substitutions  H4;  elle  sera  exprimable  rationnellement 
en  fonction  de  z, ,...,  z„,  et  l'on  aura  ainsi 

Les  autres  fonctions  ^\  ^''t...  rationnellement  exprimables  eu  fonction 
des  Zi,...,  z„  sont  invariables  par  les  substitutions  de  H,  et  par  suite  fonc- 
tions rationnelles  de  ^.  Leur  expression  en  fonction  de  Zi,...^  z„  se  déduit 
donc  de  celle  de  ^  en  fonction  de  ces  mêmes  quantités. 


I  .  2.  .  .  /l 
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385.  Théobkme  XV.  —  Aucune  équation  irréductible  de  degré  premier  p 
ne  peut  être  résolue  au  moyen  d'équations  cuicciUaires  de  degré  inférieur. 

Car  l'équation  étant  irréductible,  son  groupe  est  transitif:  il  a  donc 
son  ordre  divisible  par  p\  et  Ton  voit  par  le  théorème  XIII  qu'il  continue 
à  être  dWisible  par  p  tant  qu'on  n'emploiera  pas  d'équation  auxiliaire  dont 
l'ordre  soit  divisible  par  p.  Mais  l'ordre  du  groupe  d'une  équation  auxiliaire 
de  degré  q<ip  est  un  diviseur  de  1.2. ..y;  il  est  donc  premier  a  p.  Donc 
l'ordre  du  groupe  de  l'équation  proposée  restera  divisible  par  /rtant  qu'on 
n'emploiera  que  de  semblables  équations. 

386.  Théorème  XVI.  —  L'équation  générale  du  degré  n  ne  peut  être  réso- 
lue au  moyen  d* équations  de  degrés  inférieurs  [sauf  le  cas  où  /i  =  4)« 

En  effet  son  groupe  a  pour  ordre  1.2... /i.  En  résolvant  une  équation  du 

second  degré  on  peut  le  réduire  au  groupe  alterné,  dont  l'ordre  est 

Mais  ce  nouveau  groupe  est  simple  (85).  Donc  l'équation  ne  peut  plus  être 
résolue  qu'au  moyen  d'une  équation  auxiliaire  telle,  que  l'ordre  de  son 

groupe  soit  au  moins  égal  à     '  •  Mais  si  q  est  le  degré  de  cette  équa- 

tion auxiliaire,  sou  ordre  divise  1.2...  y.  Donc  q  ne  peut  être  moindre 
que  n. 

387.  Considérons  au  contraire  l'équation  du  quatrième  degré 

X*  4-  px^  -h  qx^  -\-  rx  -\-  s  =z  o. 

Soient  a*,,  a?^,  a?,,  x^  ses  racines;  H  le  groupe  d'ordre  8  dérivé  des  sub- 
stitutions (ar,  0^2),  (ojjic^),  {x^x^){x2cc^).  Une  fonction  9,  des  racines  de 
la  proposée,  invariable  par  les  substitutions  de  H,  dépend  d'une  équation 
du  troisième  degré  (366).  Celle-ci  résolue,  le  groupe  G  de  la  proposée  se 
réduit  au  groupe  I  formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  sont  communes 
au  groupe  H  et  à  ses  transformés  par  les  diverses  substitutions  de  G.  On  vé- 
rifie aisément  que  ces  substitutions  communes  sont  les  quatre  qui  dérivent 
de  [x^  x^)  [x^Xi^)^  (^i^t)  (^2^4)*  Mais  ces  substitutions  sont  permutables  au 
groupe  partiel  H',  d'ordre  2,  formé  par  les  puissances  de  {x^X2)[x^x^). 
Donc  une  fonction  des  racines  invariable  par  les  substitutions  de  H'  dépend 
actuellement  d'une  équation  du  second  degré.  Celle-ci  résolue,  le  groupe 
de  la  proposée  se  réduit  à  H'.  Cette  équation  se  décompose  alors  en  deux 
équations  du  second  degré,  ayant  respectivement  pour  racines  a?,,  x^  et  x^, 

35. 
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X,  (357).  Il  suffira  d'ailleurs  de  résoudre  l'une  d'elles  pour  réduire  le  groupe 
de  la  proposée  k  la  seule  substitution  i . 

Parmi  les  diverses  fonctions  qu'on  peut  prendre  pour  Ço  la  plus  com- 
mode est  la  fonction  [x,  +  x^-x^-x,)\  adoptée  par  Lagrange.  On  cal- 
cule aisément  les  coefficients  de  l'équation  du  troisième  degré 

dont  elle  dépend. 

Soient  u,,  ^2»  ^3  ses  racines,  on  aura 

Xv-\-  Xi—  X^—   ^74=  v/l^i,       Xy—  X2-\-  Xs—  ^4=  VUî, 

Xt  —  X2—Xi-hx^  =  ^Vi,     Xi-k-  x^-h  X3-h  Xi=i  —  p; 

d»       ^  • 

ou 


4 


On  a  d'ailleurs 


V^  ^W j  \/Ûs  =:  (Xi-^-  Xi  —  X3  —  Xi)[Xi  —  X2-h  X3  —  Xi)(Xi  —  X2  —  Xt-h  Xi) 

= — p^-h^pg  —  Sr, 
d'où 

Les  autres  racines  s'obtiennent  en  changeant  les  signes  des  deux  radi- 
caux indépendants  \/vt,  v^- 

388.  Pour  applnjucr  les  résultats  qui  précèdent,  il  est  nécessaire,  une 
équation  étant  donnée,  de  savoir  déterminer  son  groupe. 

La  marche  à  suivre  pour  traiter  cette  question  sera  celle-ci  :  i^  on  for- 
mera  les  divers  groupes  de  substitutions  possibles  G,  G',...  entre  les  racines 
o^f,...,  x„  de  l'équation;  2^  soit  G  l'un  de  ces  groupes,  choisi  à  volonté  :  on 
s'assurera  s'il  contient  ou  non  le  groupe  de  l'équation  en  formant  une  fonc- 
tion 9  des  racines,  invariable  par  les  substitutions  de  G  et  variable  par 
toute  autre  substitution,  calculant  par  la  méthode  des  fonctions  symétriques 
l'équation  qui  a  pour  racines  les  diverses  valeurs  de  f>,  et  cherchant  si  cette 
équation  a,  oui  ou  non,  une  racine  rationnelle.  Parmi  les  groupes  de  la 
suite  G,  G',...  qui  contiennent  ainsi  le  groupe  de  l'équation,  le  plus  petit 
sera  ce  groupe  lui-même. 

Cette  méthode,  théoriquement  satisfaisante,  serait  impraticable,  s'il  fal- 
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lait  l'appliquer  à  une  équation  numérique  donnée  au  hasard.  Mais  les  équa- 
tions que  Ton  rencontre  dans  l'analyse  ont  toujours  des  propriétés  spéciales 
qui  permettent  de  déterminer  leur  groupe  avec  plus  de  facilité  souvent  que 
leurs  coefficients  eux-mêmes.  Nous  en  donnerons  divers  exemples  dans  les 
chapitres  suivants. 

§  II.  —  Groupe  de  monodromie. 

389.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  considéré  que  des  équations  à  coeffi- 
cients numériques.  Mais  il  est  clair  que  les  raisonnements  employés  seraient 
applicables  lors  même  que  les  coefficients  des  équations  proposées  renfer- 
meraient certains  paramètres  indéterminés  :  et  le  groupe  de  l'équation 
pourrait  varier,  suivant  qu'on  lui  adjoindrait  ou  non  ces  paramètres. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  n'y  ait  qu'un  seul  paramètre  k  :  et 
soit  G  le  groupe  de  l'équation  proposée  après  Tadjonction  de  k.  Toute 
fonction  9  des  racines  et  de  k  invariable  par  les  substitutions  de  G  sera  une 
fonction  rationnelle  de  k,  à  coefficients  rationnels.  Si  donc  on  fait  varier  k 
d'une  manière  quelconque,  la  fonction  9  reprendra  la  même  valeur,  toutes 
les  fois  que  k  prendra  lui-même  la  même  valeur  :  ou  pour  employer  le  lan- 
gage reçu,  (p  sera  une  fonction  monodrome  de  k. 

Mais  pour  qu'une  fonction  rationnelle  9  des  racines  et  de  k  soit  une  fonc- 
tion monodrome  de  ^,  il  n'est  pas  nécessaire  qu'elle  soit  invariable  par 
toutes  les  substitutions  de  G.  Considérons  par  exemple  l'équation 

Ses  deux  racines  sont  des  fonctions  nionodromes  de  k,  et  cependant  elles 
ne  sont  pas  rationnelles,  si  l'on  n'a  pas  adjoint  à  l'équation  l'irrationnelle 

numérique  \/2. 

390.  Théorème.  —  Soit  F(a7,  A)  =  o  une  équation  dont  les  coefficients 
contiennent  un  paramètre  indéterminé  k.  On  peut  déterminer  entre  les  racines 
de  cette  équation  un  groupe  de  substitutions  U  tel^  que  toute  fonction  ration- 
nelle des  racines  et  de  k  monodrome  par  rapport  à  k  soit  invariable  par  les 
substitutions  de  H  [indépendamment  de  toute  valeur  particulière  donnée  à  k), 
et  réciproquement. 

En  effet»  supposons  qu'après  avoir  donné  à  k  une  valeur  initiale  réelle 
ou  imaginaire,  mais  déterminée,  on  le  fasse  varier  suivant  une  loi  quel- 
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conque.  Les  racines  ^Tf,  œ^^...  de  Téquation  proposée  varieront  conlinuel- 
lement  avec  k,  et  si  k  la  fin  de  l'opération,  k  a  repris  sa  valeur  initiale  i^^ 
les  valeurs  finales  de  a;,,  ^2,...  satisferont  à  l'équation  ¥{x,  io)  =  o  :  elles 
se  confondent  donc,  à  l'ordreprës,  avec  leurs  valeurs  initiales.  Donc  si  cha- 
cune d'elles  ne  reprend  pas  sa  valeur  initiale,  elles  seront  simplement  per- 
mutées les  unes  dans  les  autres,  et  le  résultat  de  l'opération  sera  représenté 
par  une  certaine  substitution  S  effectuée  sur  ces  racines. 

Si  Ton  modifie  de  toutes  les  manières  possibles  la  loi  de  variation  de  k^ 
on  obtiendra  diverses  substitutions  S,  S,,...  formant  évidemmient  un 
groupe  H  :  car,  si  en  faisant  varier  k  d'une  certaine  façon  on  obtient  la  sub- 
stitution S,  puis  en  le  faisant  varier  d'une  autre  façon,  la  substitution  S|,  on 
obtiendra  la  substitution  SS,  en  lui  faisant  subir  successivement  ces  deux 
modes  de  variation. 

Cela  posé,  soient  f  une  fonction  des  racines  et  de  k,  monodrome  par  rap- 
port à  k;  (p',  9",...  les  diverses  valeurs  que  prend  cette  fonction  par  les 
substitutions  de  H  :  en  faisant  varier  k  convenablement,  on  peut  opérer 
entre  les  racines  les  substitutions  de  H,  et  par  suite  transformer  <p  en  une 
quelconque  des  quantités  9',  9",...,  la  valeur  de  k  n'étant  pas  changée. 
Mais  9,  étant  monodrome,  n'a  par  hypothèse  qu'une  seule  valeur  pour 
chaque  valeur  de  k  :  donc  on  aura,  quel  que  soit  k, 


9  =  9  = 


Réciproquement,  si  ces  égalités  sont  constamment  satisfaites,  il  est  clair 
que,  de  quelque  manière  qu'on  fasse  variera,  9  reprendra  sa  valeur  initiale 
en  même  temps  que  lui.  Donc  9  est  une  fonction  monodrome. 

Le  groupe  H  peut  être  appelé  le  groupe  de  monodromie  de  l'équation  pro- 
posée. Il  est  nécessairement  contenu,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  dans  le 
groupe  algébrique  G  obtenu  en  adjoignant  k  à  l'équation. 

391.  On  peut  compléter  cette  proposition  en  remarquant  que /o£/^5 /g5 
substitutions  de  G  sont  permutables  à  H.  En  effet,  soit  9  une  fonction  des  ra- 
cines de  l'équation  proposée,  invariable  par  les  substitutions  de  H,  et  va- 
riable par  toute  autre  substitution  :  c'est  une  fonction  monodrome  de  k, 
telle  que /(A:).  Remplaçons  tous  les  coefficients  de /(A)  par  des  indétermi- 
nées, puis  substituons  cette  expression  dans  l'équation  irréductible  dont  9 
est  racine,  et  exprimons  que  le  résultat  de  cette  substitution  est  nul  pour 
toute  valeur  de  k.  On  obtiendra  un  certain  nombre  d'équations  de  condition 
algébriques  auxquelles  les  coefficients  inconnus  de  la  fonction /(^)  doivent 


DES  IRRATIONNELLES.  279 

satisfaire.  Ces  coefficients  sont  donc  les  racines  d'équations  algébriques  à 
coefticients  numériques. 

Cela  posé,  adjoignons  à  l'équation  proposée  toutes  les  racines  de  ces 
équations  numériques.  La  fonction  9  devient  rationnellement  exprimable  : 
le  groupe  de  la  proposée  ne  contient  donc  plus  aucune  substitution  étran- 
gère à  H.  Mais  d'autre  part  il  contient  le  groupe  de  monodromie,  lequel  ne 
peut  évidemment  être  altéré  par  l'adjonction  de  quantités  simplement  nu- 
mériques :  donc  il  se  réduit  précisément  à  H.  Donc  on  réduit  le  groupe  de 
la  proposée  de  G  à  H  par  l'adjonction  de  toutes  les  racines  de  certaines 
équations  :  donc  les  substitutions  de  G  sont  permutables  à  H  (376). 


§  III.  —   Théorkmes  divehs. 

392.  Théorème.  —   Soit  G'  un  groupe  quelconque  contenu  dans  un  autre 
groupe  G;  ^e^  facteurs  de  composition  diviseront  ceux  de  G. 

Soient  en  effet  0  Tordre  de  G;  /,  m,...  ses  facteurs  de  composition;  G,  H, 

I,...  une  suite  de  groupes  ayant  respectivement  pour  ordre  0,  -y»  j-î-  •  et 

iels,  que  chacun  d'eux  soit  contenu  dans  le  précédent  et  permutable  à  ses 
substitutions.  Soient,  d'autre  part,  G',  H',  I',...  les  groupes  respectivement 
formés  par  celles  des  substitutions  de  G'  qui  appartiennent  à  G,  à  H,  à  I,  etc; 

0',  -j,y  Y' — ?'•••  leurs  ordres  respectifs.  Chacun  de  ces  groupes  sera  évidem- 
ment contenu  dans  le  précédent,  et,  de  plus,  permutable  à  ses  substitu- 
tions. Car,  soient,  par  exemple,  g'  et  h  deux  substitutions  quelconques  ap- 
partenant aux  groupes  G'  et  H'  :  h'  appartient  à  H,  auquel  les  substitutions 
de  G,  et  notamment  ^,  sont  permutables.  Donc  ^~*  kg  appartient  à  H; 
mais  elle  appartient  aussi  a  G'  :  donc  elle  appartient  k  H';  donc  g  est  per- 
mutable à  ce  dernier  groupe. 

0' 
Soient  y  ''ordre  d'un  groupe  G'^  aussi  général  que  possible  parmi  ceux 

qui  contiennent  H',  et  sont  contenus  dans  G'  et  permutables  a  ses  substitu- 

lions;  r-^  l'ordre  d'un  groupe  G\,  aussi  général  que  possible  parmi  ceux 

qui  contiennent  H'  et  sont  contenus  dans  G'^  et  permutables  à  ses  substitu- 

0' 
tiens,  etc.  Soient  de  même  j—  l'ordre  d'un  groupe  H'^  aussi  général  que 

possible  parmi  ceux  qui  contiennent  T,  et  sont  contenus  dans  H'  et  permu- 
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tables  k  ses  substitutioQs,  etc.  Les  groupes  G',  G\,  Gg,...,  H',  H',,...,  T,... 
formant  ainsi  par  construction  une  suite  telle,  que  chacun  d'eux  soit  aussi 
général  que  possible  parmi  ceux  qui  sont  contenus  dans  le  précédent  et 

0' 
pornAutables  à  ses  substitutions,  et  ayant  respectivement  pour  ordre  0',  y» 

,...,      ,  ^,...,  .^,...,  les  facteurs  de  composition  de  G' seront  X,, 

Xa,...,  T-T^ »  /X|,...,  ï-'-'Usdiviseront donc  respectivement/', m',.... 

Nous  achèverons  la  démonstration  en  prouvant  que  /-,  m',...  divisent 
respectivement  /,  m 

Soient  A^,  Asf-  les  substitutions  de  H;  A'^,  Aj,...  celles  de  H';  celles 
de  G'  seront  de  la  forme  g^  K^  ;  g^^,  g^*"-*  gv  étant  des  substitutions  de  G' 
qui  ne  satisfassent  à  aucune  relation  de  la  forme  g^  =  g^,  h\,  (39).  Cela  posé, 
les  substitutions  de  G',  appartenant  à  G,  sont  permutables  à  H.  Le  groupe  K, 
dérivé  de  la  combinaison  de  G'  et  H,  aura  donc  toutes  ses  substitutions  de 
la  forme  g^  h\  hy.  Mais  h^  h^,  appartenant  à  H,  est  de  la  forme  h^  :  les  sub- 
stitutions de  K  seront  donc  de  la  forme  g^  h^.  Réciproquement,  les  l'-j  sub- 
stitutions de  cette  forme  obtenues  en  faisant  varier  a  ti  9  appartiennent 
à  K,  et  sont  distinctes  :  car  si  Ton  avait  g\  h^  =  ga'h^9  sans  avoir  a  =  aV 
d'où  (J  =  c^,  la  substitution  gj^g^  ^^h^^hj^  appartiendrait  à  H  et  à  G',  et 
par  suite  à  H'  :  désignons-la  par  K^.\  il  viendrait  g^  =^1' ^V'  ^^  4^^-  ^^^  ^^' 
possible. 

Donc  Tordre  de  K  est  égal  à  /'  y;  mais  ce  groupe  est  contenu  dans  G, 

dont  Tordre  est  0;  donc  son  ordre  divise  ce  dernier  nombre  :  donc  l'  di- 
vise /.  De  même  m'  divise  m,  etc. 


393.  Théorème.  —  Soient  G  un  groupe  quelconque;  H  et  G'  deux  groupes 
contenus  dans  G;  ET  /e  groupe  formé  par  les  substitutions  communes  aux 
deux  précédents;  0,  P,  0',  P'  fe^  ordres  respectifs  de  ces  quatre  groupes;  d, 

^'f  ^9  f  l^  valeurs  des  entiers  p-'  -5-,»  ttt?  p7î  «^  /^  plus  grand  commun  divi- 
seur  de  d  et  de  e  :  d'  sera  au  plus  égal  à  d,  et  divisible  par  -^« 

Soient  en  effet  A«,  h^^...  les  substitutions  de  H;  h\,  h'^,...  celles  de  H': 
celles  de  G'  seront  de  la  forme  g^  h\;  g\,...^  g^,  étant  des  substitutions  con- 
venablement choisies.  En  outre,  le  groupe  G  contiendra  au  moins  les  subsli- 
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tutions  g^  Ap,  qui  sont  toutes  distinctes  (392),  et  en  nombre  Vd\  On  aura 
donc  Prf'  =  0,  d'où  d'^d. 

D'autre  part,  on  a  évidemment  ed'  =^df:  donc  ^  divise  d' , 

394.  Théorème.  —  Soit  E  une  équation  décomposable  en  facteurs  ration- 
nels X,  Y,...:  tout  /acteur  de  composition  d'une  des  équations  partielles  X, 
Y,. . .  sera  un  facteur  de  composition  deE;  et  réciproquement^  tout  facteur  de 
composition  de  E  sera  facteur  de  composition  d'une  ou  plusieurs  de  ces  équa- 
tions partielles. 

En  effet,  on  résoudra  l'équation  E  en  résolvant  successivement  les  équa- 
tions partielles  X,  Y,...,  ce  qui  pourra  se  faire  pour  chacune  d'elles  à  l'aide 
d'une  suite  d'équations  simples. 

Soient  x^^x^,^»*  les  racines  de  l'équation  X,  lesquelles  appartiennent 
également  à  E;  /  son  premier  facteur  de  composition  :  il  existe  une  équa- 
tion simple  U,  d'ordre  /,  dont  la  résolution  fera  connaître  des  fonctions 
de  a?|,a:2,..,  qui  auparavant  n'étaient  pas  rationnelles.  Cette  résolution 
abaissera  donc  l'ordre  de  X  et  celui  de  E  en  les  divisant  l'un  et  l'autre 
par  /  (372).  Quant  à  chacune  des  autres  équations  partielles,  telle  que  Y, 
son  ordre  ne  sera  pas  réduit  par  cette  résolution,  ou  il  sera  divisé  par  /, 
auquel  cas  Y  aura  /pour  facteur  de  composition. 

Si  donc  on  résout  l'équation  X  par  l'adjonction  des  racines  d'une  suite 
d'équations  simples,  on  trouvera  successivement  que  chacun  des  facteurs 
de  composition  de  X  est  un  facteur  de  composition  de  E.  Quant  aux  autres 
équations  partielles  Y,...,  leurs  groupes  pourront  perdre  par  ces  adjonc- 
tions quelques-uns  de  leurs  facteurs  de  composition,  mais  conserveront 
tous  ceux  qui  ne  leur  sont  pas  communs  avec  le  groupe  de  X.  Résolvant 
maintenant  l'équation  Y  par  l'adjonction  des  racines  d'une  suite  d'équa- 
tions simples,  on  verra  de  même  que  tous  les  facteurs  de  composition  qui 
restent  dans  le  groupe  de  l'équation  Y  sont  des  facteurs  de  composition 
de  E;  et  que  les  équations  partielles  restantes  Z,...  conserveront  après 
cette  nouvelle  adjonction  tous  ceux  de  leurs  facteurs  de  composition  qui 
ne  leur  sont  pas  communs  avec  X  ou  Y.  On  continuera  ainsi  jusqu'à  ce 
qu'on  ait  résolu  toutes  les  équations  X,  Y,...  Mais  alors  l'équation  E  sera 
elle-même  résolue,  et  le  théorème  sera  démontré. 

395.  Théorème.  —  Soient  C  une  équation  if  réductible  et  primitive  de  de- 
gré n\  E  V équation  de  degré  n  —  i  obtenue  par  l'adjonction  d'une  de  ses  ra- 
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cinesy  a;  X,  Y,...  les  diviseurs  rationnels  de  celte  dernière  équation,  supposée 
i^éductible.  Tout  facteur  de  composition  de  l'une  des  équations  partielles  X, 
Y, . . .  divisera  Vun  au  moins  des  facteurs  de  composition  de  chacune  des  autres 
équations  partielles. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  y  ait  deux  équations  partielles,  X, 
Y,  et  que  Y  ait  un  facteur  de  composition»  m,  qui  ne  divise  aucun  des  fac- 
teurs de  conr)position  de  X;  nous  allons  prouver  que  l'équation  C,  supposée 
irréductible,  n'est  pas  primitive. 

Soit  en  effet  G  le  groupe  de  l'équation  Ë  :  abaissons-le  autant  que  pos- 
sible par  la  résolution  successive  d'équations  simples,  dont  l'ordre  ne  soit 
pas  divisible  par  m;  et  supposons  que  ces  adjonctions  réduisent  successive- 
ment le  groupe  de  l'équation  E  à  H,...,  à  K.  L'équation  partielle  X  étant 
complètement  résolue  par  ces  opérations,  et  l'équation  Y  ne  l'étant  pas,  le 
groupe  final  K  contiendra  des  substitutions  différentes  de  l'unité;  mais  les 
racines  x^,  x^,,..  de  X,  qui  sont  actuellement  connues,  ne  seront  déplacées 
par  aucune  de  ces  substitutions  (362). 

La  suite  des  facteurs  de  composition  de  K  peut  être  déterminée,  soit  d'une 
seule  manière,  soit  de  plusieurs  manières  différentes;  mais,  dans  tous  les 
cas,  le  premier  de  ces  facteurs  sera  divisible  par  m;  car,  sans  cela,  le  groupe 
pourrait  être  abaissé,  contrairement  à  Thypothëse,  par  la  résolution  d'une 
équation  simple  dont  l'ordre  ne  serait  pas  divisible  par  m.  Réciproquement, 
K  contient  tous  les  groupes  contenus  dans  6  et  jouissant  de  celte  propriété. 
Car  soit  G'  un  groupe  quelconque  contenu  dans  G  et  non  dans  K.  Suppo- 
sons, pour  fixer  les  idées,  que  parmi  les  groupes  de  la  suite  G,  H,...,  K,  le 
groupe  H  soit  le  premier  qui  ne  contienne  pas  G'  :  soit  H'  le  groupe  formé 

par  les  substitutions  communes  à  H  et  à  G';  soient  enfin  0,  j»  0',  y  les  or- 

dres  respectifs  de  G,  H,  G',  H'.  Les  premiers  facteurs  de  composition  de  G', 
X|,  Xs,...  auront  pour  produit  /',  qui  divise  /  (392)  :  ils  ne  sont  donc  pas 
divisibles  par  m. 

396.  Soient  maintenant  a,  af,...,ap^i  celles  des  racines  de  £  que  les 
substitutions  de  K  laissent  immobiles.  Cette  suite  contenant,  outre  la  ra- 
cine a  que  l'on  s'est  adjointe,  les  racines  x^^  x^^...  de  l'équation  X,  con- 
tient plusieurs  racines;  mais  il  est  clair  qu'elle  ne  les  contient  pas  toutes. 

Cela  posé,  soient  ^  le  groupe  de  <^;  S  une  de  ses  substitutions,  qui  rem- 
place a  par  une  des  racines  a,  ai,...,  n^^,,  telle  que  a,  :  elle  remplacera 
toutes  ces  racines  les  unes  par  les  autres.  En  effet,  S  transforme  le  groupe  G, 
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formé  des  substitutioDs  de  ç  qui  ne  déplacent  pas  a,  en  un  groupe  ana- 
logue G|,  formé  de  celles  de  ses  substitutions  qui  ne  déplacent  pas  a,.  Ceux 
des  groupes  partiels  contenus  dans  G,  qui  jouissent  de  la  propriété  d'avoir 
leur  premier  facteur  de  composition  nécessairement  divisible  par  m  seront 
évidemment  les  transformés  de  ceux  des  groupes  partiels  contenus  dans  G 
qui  jouissent  de  cette  propriété.  Ils  seront  donc  tous  contenus  dans  un  seul 
d'entre  eux,  qui  sera  le  transformé  de  K,  et  aura  seul  le  même  ordre  que 
ce  dernier  groupe.  Mais  G,  contient  K  lui-même;  ce  sera  donc  la  ce  groupe 
d'ordre  maximum  qui  contient  tous  les  autres  et  qui  est  le  transformé 
de  K.  Donc  la  substitution  S  transforme  K  en  lui-même  :  donc  elle  permute 
exclusivement  entre  elles  les  racines  a,  a^,...,  Op^.,  que  les  substitutions 
de  K  ne  déplacent  pas. 

Toute  substitution  de  Q  qui  remplace  l'une  par  l'autre  deux  des  racines 

Af  ai a^.,  permute  ces  racines  exclusivement  entre  elles.  Car  soit  T  une 

substitution  de  ç  qui  remplace,  par  exemple,  a,  paras;  ST»  remplaçant  a 
par  ^2,  permutera  exclusivement  entre  elles  les  racines  a,  ai,..  ,  a^^t  :  il 
en  est  de  même  pour  S,  et  par  suite  pour  T. 

Soient  a'  une  autre  racine  quelconque;  U  une  substitution  de  g*  qui  rem- 
place a  par  a'  :  les  racines  a\  a'j,...,  aj,_,  que  U  fait  succéder  a  a,  a,,..., 
ajjL-.,  seront,  d'après  ce  qui  précède,  essentiellement  différentes  de  a,  ai,..., 
a^-i.  D'ailleurs  toute  substitution  de  ç  qui  remplace  une  des  racines  a, 
a,,..  ,  a^^.f  par  une  des  racines  a,  a^,...,  d^^  remplacera  chacune  des  ra- 
cines a,  a,,...,  aj^_i  par  quelqu'une  des  racines  a',  a^,...,  aj,.».  Car  soit  V 
une  substitution  de  cj  qui  remplace,  par  exemple,  a  par  a\  :  VU"*  rem- 
place a  par  a,  :  elle  remplacera  donc  les  racines  a,  ai,...,  a^j^-i  les  unes  par 
les  autres;  et  U  les  remplaçant  par  a',  a'j,...,  a^_i,  V=  VU~'.  U  les  rempla- 
cera également,  à  l'ordre  près,  par  a',  a^,...,  aj,_j. 

Si  les  2fi  racines  écrites  ci-dessus  n'épuisent  pas  le  nombre  n  des  racines 
de  C,  soient  a"  une  autre  racine,  W  une  substitution  de  ç  qui  remplace  a 
par  af'  :  les  racines  a'\  a' ,...,  a^_ique  W  fait  succédera  a,  a,,...,  a^_,  sont, 
d'après  ce  qui  précède,  essentiellement  différentes  de  a,  a,,...,  a^..|  et  de  a\ 
a  I , .  •  • ,  cif^—i  • 

Si  /!>  3jx,  en  continuera  de  même;  et  l'on  voit  ainsi  que  n  est  un  mul- 
tiple de  juL,  et  que  les  racines  de  la  proposée  peuvent  être  groupées  en  ~ 

systèmes.  D'ailleurs  chaque  substitution  de  ç  remplace  les  racines  de  chaque 
système  par  celles  d'un  même  système.  Car  soit  R  une  substitution  de  ^,  qui 
remplace,  par  exemple,  a''  par  a\;  et  soient  a\j  a,...,  c^  les  racines  qu'elle 
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fait  succéder  à  a",  a* ,...,  a^_^^.  La  substitation  WR  appartient  à  Ç,  et  rem- 
place a,  af,.**»  Api-i  par  a/»  a*...»  c^*  Mais  d^  appartient  au  système  d^^ 
«2»--»  ^it-i-  Donc  u,...^  â  sont  les  autres  racines  de  ce  système. 
Donc  l'équation  C  n'est  pas  primitive,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

397.  Corollaire  I.  —  V équation  C  étant  irréductible  et  primitive^  tout 
nombre  premier  qui  divise  V ordre  de  E  divisera  V ordre  de  chacune  des  équa- 
tions partielles  X,  Y, 

Car  soit  p  un  semblable  diviseur.  Divisant  Tordre  de  E,  il  divise  un  de 
ses  facteurs  de  composition;  mais  ce  facteur  de  composition  appartient  à 
l'une  au  moins  des  équations  partielles  X,  Y,...  (394).  Donc  il  divise  un  au 
moins  des  facteurs'  de  composition  de  chacune  des  autres  équations  :  donc  il 
divise  Tordre  de  chacune  d'elles. 

Corollaire  II.  —  Si  Tune  des  équations  partielles  X,  Y,.. .  a  tous  ses  fac- 
teurs de  composition  premiers ^  il  en  est  de  même  des  autres. 

398.  Théorème.  —  Si  une  équation  E,  irréductible  et  de  degré  n,  a  son 

ordre  divisible  par  un  nombre  premier  /?,  supérieure  -  n,  son  groupe  G  sera 
n  —  p-k-'i  fois  transitif 

Supposons  en  effet  que  G  soit  n  —  jr-h  i  fois  transitif,  q  étant  >/^-  Son 
ordre  sera  égal  à  n  (n—  i)...(^4-  i)  li,  îî  étant  Tordre  du  groupe  partiel  g 
formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  laissent  immobiles  n  —  q  racines 
données  a,  a^^,..^  lequel  est  simplement  transitif  par  rapport  aux  q  racines 
restantes.  Mais  /i(/i  —  j)...(ç-h  i)  n'est  pas  divisible  par  p^  n  étant  <  2/? 
et  ^r  >/?.  D'autre  part,  Q,  ne  peut  être  divisible  par  p.  En  effet,  considérons 
Téquation  C  de  degré  q  à  laquelle  se  réduit  la  proposée  par  Tadjonction 
des  racines  a,  ^i,...;  elle  a  évidemment  pour  groupe  ^.  Si  elle  n'est  pas  pri- 
mitive, soit  fJL  le  nombre  des  systèmes  entre  lesquels  se  répartissent  ses  ra- 
cines :  le  groupe  ^  est  contenu  dans  le  groupe  F  obtenu  en  combinant  tous 
les  déplacements  possibles  des  systèmes  avec  tous  les  déplacements  possi- 
bles des  racines  dans  chacun  d'eux.  L'ordre  de  ce  dernier  groupe,  évidem- 
ment égal  à  i.2...|x(i.2...  ^  j  sera  donc  un  multiple  de  ù\  mais  il  n'est 

pî<s  divisible  par  p,  qui  est  supérieur  à  2,  et,  par  suite,  h  jtx  et  a  3-  Si,  au 

contraire,  Téquation  C  est  primitive,  son  ordre  est  égal  à  grO,  0  étant  Tordre 
de  l'équation  E',  de  degré  ^  —  i ,  qu'on  obtient  en  adjoignant  une  nouvelle 
racine  b.  Mais  ?  étant  simplement  transitif,  le  groupe  de  E',  formé  par  celles 
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(les  substitutions  de  ç  qui  laissent  6  immobile,  sera  intransitif  :  Téquation  Ë' 
se  décompose  donc   en   plusieurs  facteurs   rationnels  X,  Y,...    L'une  au 

moins  de  ces  équations  partielles  sera  d'un  degré  d  inférieur  à  ~>  et  par 

suite  à  p\  son  ordre,  divisant  i.a...^/,  ne  sera  pas  divisible  par  p.  Mais  il 
est  divisible  par  tout  nombre  premier  qui  divise  0  (397)  :  donc  0,  et,  par 
suite,  ii  =  qO  n'est  pas  divisible  par  p. 

399.  Théorème.  —  Soient  C  une  équation  irréductible  et  primitive  de 
degré  /i;  E  V équation  de  degré  n  —  i  qui  s'en  déduit  par  l'adjonction  d*une  de 
ses  racineSy  a;  Ç  et  G  les  groupes  de  ces  équations.  Groupons  les  substitutions 
de  G  en  classes,  en  réunissant  ensemble  celles  qui  sont  semblables  entre  elles  : 
chaque  racine  de  G  sera  déplacée  par  l'une  au  moins  des  substitutions  de  cha- 
cune de  ces  classes. 

Supposons  en  effet  qu'il  existe  une  classe  G  dont  toutes  les  substitutions 
laissent  immobiles  certaines  racines  ai,...,  a^-|.  Soit  S  une  substitution 
de  G  qui  remplace  a  par  l'une  des  racines  a,  a^,...,  a^..,,  telle  que  a,;  elle 
remplacera  toutes  ces  racines  les  unes  par  les  autres.  En  effet,  S  transforme 
le  groupe  G,  formé  des  substitutions  qui  ne  déplacent  pas  a,  en  un  groupe 
analogue  G|  formé  des  substitutions  qui  ne  déplacent  pas  a^;  et  la  classe  G 
aura  pour  transformée  la  classe  formée  par  celles  des  substitutions  de  G| 
qui  sont  semblables  aux  substitutions  de  G;  mais  les  substitutions  de  G,  ne 
déplaçant  pas  a^  »  sont  contenues  dans  G|  :  donc  la  classe  G  est  sa  propre  trans- 
formée :  donc  S  remplace  les  unes  par  les  autres  les  lettres  a,  a,,...,  a^^^t^ 
que  les  substitutions  de  G  ne  déplacent  pas. 

On  conclut  de  là  que  C  n'est  pas  primitive  (396). 
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CHAPITRE  IL 

APPLICATIONS  ALGÉBRIQUES. 


§  I.  —  Equations  abéliennes. 

Des  équations  abèliennes  en  général. 

400.  Considérons  avec  Âbel  les  équations  irréductibles  dont  deux  ra- 
cines, x^  et  X2,  sont  liées  par  une  relation  rationnelle  de  la  forme 

Le  groupe  d'une  semblable  équation  étant  transitif  contient  une  substi- 
tution S  qui  remplace  x^  par  x^.  Soit  {x^x^-^^Xn)  le  cycle  de  S  qui  con- 
tient ces  deux  racines  :  la  fonction  nulle  x^  —  9(^0  n'étant  pas  altérée  en 
valeur  numérique  par  S  ni  par  ses  puissances  (356),  on  aura 

(l)  Xi  —  (p(a;,)  =  JCa  —  9(J^3)  =r  .  .  .  =iz  ^,  —  (^{Xn)  =  o. 

Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  Téquation  proposée  ait  d'autres 
racines  que  x^,  a?2f...,  x„.  Soit  x\  Tune  d'elles  :  le  groupe  de  l'équation 
contient  une  substitution  T  qui  remplace  x^  par  x\.  Soient  x\,  x\,,.,,  x„ 
les  racines  par  lesquelles  elle  remplace  ^^,  iCj,...,  Xn*  La  substitution  T 
opérée  sur  les  identités  (i)  ne  les  trouble  pas  (356);  on  aura  donc 

Les  nouvelles  racines  a?',,  x\,...,  x„  sont  essenliellement  distinctes  des 
rftines  x^,  a^a,...,  a?„;  car,  si  x^  était  égal  à  x^^  par  exemple,  x\  =y(ar^) 
le  serait  à  x^=^(f[x^)\  mais  l'équation,  étant  irréductible,  n'a  pas  de  ra- 
cines égales  :  donc  x\  serait  identique  à  x^^  contre  l'hypothèse. 

S'il  existe  une  racine  x\  qui  ne  fasse  partie  d'aucun  des  deux  systèmes 
x^y  iPa,...»  Xn\  x\,  a?2«...»  ^'„>  on  aura  de  même  un  troisième  système  de 
racines  x\^  a?^,...,  o:^,  distinctes  des  précédentes,  et  liées  entre  elles  par 
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des  relations  analogues  aux  relations  (f);  et  l'on  continuera  ainsi  jusqu'à 
ce  qu'on  ait  épuisé  le  nombre  des  racines,  qui  se  trouveront  ainsi  grou- 
pées nk  n  en  m  systèmes. 

401.  Soit  maintenant  U  une  substitution  quelconque  du  groupe  de  Té- 
quation  donnée,  laquelle  remplace,  par  exemple,  x^J'^  par  x^^^  :  elle  rempla- 
cera x^^i,  ir^!;?,,...,  a?il\  par  a^t^i,  ^t!t„...,  ^r^ti,.  Car,  soit  z  la  racine  qu'elle 
fiiit  succéiJer  à  x'^i  :  U  n'altérant  pas  la  fonction  nulle  x[!2^  —  ^(j:^!'^),  on 
aura  z  —  (p {x^J^)  =  o,  d'où  z  =  a^Ji^;  etc. 

Il  résulte  évidemment  de  là  que  toutes  les  substitutions  du  groupe 
cherché  résultent  de  la  combinaison  de  substitutions  A  permutant  tout 
d'une  pièce  les  m  systèmes  de  racines,  en  remplaçant  les  unes  par  les  autres 
les  racines  qui  ont  le  même  indice,  avec  les  puissances  des  substitutions 
circulaires 

Donc  V équation  proposée  sera  non  primitive;  et  en  résolvant  une  équation 
de  degré  /n,  on  la  décomposera  en  tn  équations  partielles  j  de  degré  n,  dé  ter* 
minant  respectivement  les  m  systèmes  de  racines  a?,,  x^,.,.^  Xn\  x^,  x\^,,.,, 
x„;...  (359).  Les  groupes  de  ces  équations  partielles  ne  contiendront  plus 
respectivement  que  des  puissances  de  F,  des  puissances  de  F,  etc. 

402.  Nous  nous  trouvons  ainsi  amenés  à  étudier  les  équations  dont  le 
groupe  est  formé  par  les  puissances  d'une  seule  substitution  circulaire. 
M.  Kronecfcer  a  proposé  de  les  nommer  équations  abéliennes  :  mais  il  nous 
parait  convenable  d'étendre  cette  désignation  à  une  classe  d'équations  plus 
générale,  également  considérée  par  Abel,  et  qui  se  traite  d'après  les  mêmes 
principes.  Nous  appellerons  donc  équations  abéliennes  toutes  celles  dont  le 
groupe  ne  contient  que  des  substitutions  échangeables  entre  elles. 

403.  Si  une  équation  abélienne  n'est  pas  irréductible,  (es  facteurs  irié* 
ductibles  dont  elle  est  le  produit  seront  eux-mêmes  abéliens.  Car  soient  F, 
F',...  ces  facteurs  irréductibles;  x,  a?,,...;  x\  a?', ,...;...  leurs  racineat: 
Chaque  substitution  du  groupe  de  la  proposée  sera  de  la  forme  ÂA'...; 
A,  A',...  étant  respectivement  des  substitutions  qui  permutent  entre  elles 
les  racines  0?,  a?4,...,  les  racines  x\  x\^...^  etc.  Mais,  pour  que  deux  sub- 
stitutions de  cette  forme,  Af  A'^...,  A^  A^...  soient  échangeables  entre  elles, 
il  faut  évidemment  que  A,  soit  échangeable  à  A2,  A\  à  A'o>  etc.  Donc  les 
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substitutions  Af,  As*...  sont  toutes  échangeables  entre  elles;  et  l'équatioD 
F  =  o,  dont  le  groupe  est  formé  de  ces  substitutions  (*),  est  abélienne. 
Il  nous  suffira  donc  d'étudier  les  équations  abéliennes  irréductibles. 

404.  Théorème.  —  Les  racines  d'une  équation  abélienne  irréductible  s'ex- 
priment toutes  par  des  fonctions  rationnelles  (p{oo)f  ^{œ)^...  d'une  seule  d'entre 
elles  :  et  les  symboles  d'opération  9,  tf , . . .  seront  échangeables.  Réciproque- 
ment, toute  équation  irréductible  dont  les  racines  jouissent  de  cette  propriété 
est  abélienne. 

Soit  S  une  substitution  du  groupe  G  d'une  équation  abélienne  irréduc- 
tible :  elle  déplacera  toutes  les  racines,  ou  se  réduira  à  Tunité.  Car  suppo- 
sons qu'elle  laisse  inimobile  une  racine  x.  Soient  j  une  autre  racine  quel- 
conque; 2  une  substitution  de  G  qui  remplace  x  par  y:  2"*S2  laissera/ 
immobile.  Mais  2~*  S2  =  S  :  donc  S  laisse  toutes  les  racines  immobiles,  et, 
par  suite,  se  réduit  à  l'unité. 

Donc  le  groupe  de  l'équation  proposée  se  réduit  par  l'adjonction  de  x  à 
la  seule  substitution  i  :  donc  ses  racines  x,  y,  :z,...  sont  toutes  des  fonctions 
rationnelles  de  x. 

Soient  par  exemple  j  =  9(0?),  z-=^[x)  :  G,  étant  transitif,  contient  une 
substitution  T  qui  remplace  x  par  j",  et  une  substitution  U  qui  le  remplace 
par  z.  Soient  t  la  racine  que  T  fait  succéder  h  z;  u  celle  que  U  fait  succéder 
à  j.  La  substitution  T,  opérée  sur  la  fonction  nulle  z  —  ^{x)  n'altère  pas 
sa  valeur  (356).  Mais  elle  la  change  en  ^—  ^(j)-  Donc  t  est  égal  à  ^(r), 
ou  ^[9(^)]-  De  même,  la  substitution  U,  opérée  sur  la  fonction  nulle 
r  — (p(ir),  n'altère  pas  sa  valeur.  Donc  u  est  égal  à  (p{z)  ou  <p[^(^)]. 
Mais  TU  et  UT  remplacent  respectivement  x  par  u  et  par  /;  ces  deux  sub- 
stitutions étant  identiques,  par  hypothèse,  on  aura  u  =  t. 

Réciproquement,  soient  x,  y,  jz,...  les  racines  d'une  équation  quel- 
conque, jouissant  de  la  propriété  indiquée  au  théorème;  T  et  U  deux  sub- 
stitutions de  son  groupe,  qui  remplacent  respectivement  x  p^vy  =  (f{x) 
et  z  =  ^{x)  :  T  n'altérant  pas  la  fonction  nulle  z  —  (J^(a?),  remplacera  z  par 
une  racine  /  égale  à  (j;(j)  ou  ^[9(^)J  '  U  remplacera  de  même  y  par 
(p  \^{x)]  =  t.  Les  deux  substitutions  TU  et  UT  remplaceront  toutes  deux  x 


(*)  En  effet,  pour  qu'une  fonction  de  j:,  .r,,. . .  soit  rationnelle,  il  faut  et  il  suffît  qu'elle  soit 
invariable  par  les  substitutions  A,  A',,...,  A, A',..,,.,.,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  sub- 
stitutions Ap  A,,. . .. 
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par  une  même  racine  /.  La  racine  x  étant  d'ailleurs  quelconque,  ces  deux 
substitutions  sont  identiques. 

405.  Théorème.  —  Im  résolution  d'une  équation  abélienne  irréductible  de 
degré  /i  =  /i**  ^. . .  (/>,  ^, . . .  étant  premiers)  se  ramène  à  celle  d^ équations  ana- 
logues de  degrés  p",  jf^, 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  n:=jfqf^\  et  soit  G  le  groupe  de  Téquation 
proposée  :  son  ordre  est  égal  à  n  (358).  Donc  Tune  quelconque  de  ses  sub- 
stitutions a  pour  ordre  un  diviseur  de  n^  tel  que  p^q^y  et  résultera  de  la 
combinaison  de  celles  de  ses  puissances  qui  ont  respectivement  pour  ordre 
/>*,  q^.  Donc  on  obtiendra  toutes  les  substitutions  de  G  en  combinant  en- 
semble celles  de  ses  substitutions  P^  P2f...;  Qn  02»-*-  qui  ont  respective- 
ment pour  ordre  une  puissance  de  p^  et  une  puissance  de  q.  Ces  substitu- 
tions étant  échangeables  entre  elles,  toute  substitution  dérivée  de  leur 
combinaison  pourra  évidemment  se  mettre  sous  la  forme  4P^,  9  étant  dé- 
rivée de  P,,  Pj et  ^de  Qi,  Qa, 

Les  substitutions  9  ont  toutes  pour  ordre  une  puissance  de  p.  Car  soit 
PiPj...  Tune  d'entre  elles  :  on  aura 

(P,P,...)/^=PfPf'.,.=  i: 

donc  l'ordre  de  P1P3...  divise />''.  De  même  les  substitutions  ^  ont  pour 
ordres  des  diviseurs  de  ^. 

Deux  substitutions  9«^i,  $2^2  de  la  forme  $^  sont  distinctes,  à  moins 
qu'on  n'ait  Ï<  =  Ç2,  ^,  =  ^^^  Car,  en  les  supposant  égales,  on  aura 
ï;^*ç,  ==^2^lS  égalité  dont  le  premier  membre  a  pour  ordre  un  diviseur 
de  //*  et  le  second  un  diviseur  de  (f.  Ils  ne  peuvent  donc  être  égaux  sans  se 
réduire  à  l'unité  :  donc  *,  =  $2»  %k  =  ^a- 

Le  nombre  n  des  substitutions  9^  est  donc  le  produit  du  nombre  n  des 
substitutions  9  par  le  nombre  /^  des  substitutions  ^.  Mais  les  substitu- 
tions 9  ayant  toutes  pour  ordre  une  puissance  de/?,  et  formant  un  groupe, 
par  construction,  l'ordre  n  de  ce  groupe  sera  une  puissance  de  p;  de  même, 
X  est  une  puissance  de  q.  Cela  posé,  l'égalité  n/^  =  n  =p^q^  entraînera  les 
suivantes  :  n=p'*9  ;^=r^*. 

Soit  maintenant  f  une  fonction  des  racines  de  l'équation  proposée,  inva- 
riable par  les  9^  substitutions  de  la  forme  ^  et  variable  par  toute  autre 
substitution.  Elle  dépend  d'une  équation  irréductible  de  degré  p"*  (366). 
Cette  équation  est  abélienne.  Car  soient  S,  S4  deux  substitutions  quel- 
conques de  G  :  ces  substitutions,  effectuées  sur  les/?^  valeurs  distinctes  de 

37 


I 
< 


200  LIVRE  TROISIÈME. 

la  fonction  (p,  équivalent  respectivement  à  des  substitutions  2,  2|  opérées 
entre  ces  valeurs;  et  les  substitutions  SS«,  S^S  équivaudront  évidemment 
aux  substitutions  22, ,  2, 2.  Mais  SS,  =  S,  S,  par  hypothèse  :  donc  22,  =  2, 2. 
Les  substitutions  2,  2,,...,  qui  forment  le  groupe  de  l'équation  auxiliaire 
dont  dépend  9,  sont  donc  échangeables  entre  elles,  et  celte  équation  est 
abélienne. 

Soit  de  même  ^  une  fonction  des  racines,  invariable  par  les  substitu- 
tions 9  et  variable  par  toute  autre  substitution.  Elle  dépendra  d'une  équa- 
tion abélienne  irréductible  de  degré  y*. 

Les  racines  de  la  proposée  s'exprimeront  rationnellement  en  fonction 
de  (ff  ^  :  car  l'adjonction  de  ces  deux  fonctions  réduit  le  groupe  de  l'équa- 
tion à  la  substitution  i,  qui  seule  les  laisse  toutes  deux  invariables  (362). 

406.  Théorème.  —  La  résolution  d'une  équation  abélienne  irréductible  de 
degré  p"  se  ramène  à  ceHe  d'équations  abéUennes  successives^  dont  les  groupes 
ne  contiennent  que  des  substitutions  d'ordre  p  [la  substitution  1  eœceptée). 

Soit  G  le  groupe  d'une  semblable  équation.  Ses  substitutions  ont  toutes 
pour  ordre  une  puissance  de/?;  soit  p^  l'ordre  de  celles  de  ces  substitutions 
dont  l'ordre  est  maximum.  Celles  des  substitutions  de  G  dont  l'ordre  ne 
dépasse  pas  p^^^  forment  un  groupe  H.  Car  soient  T,  T,  deux  de  ces  substi- 
tutions, on  aura 

donc  TT,  jouit  de  la  même  propriété  que  T  et  T, .  Soit  /?"  l'ordre  du  groupe  H. 

Soit  maintenalit  9  une  fonction  des  racines  de  l'équation,  invariable  par 
les  substitutions  de  H,  et  variable  par  toute  autre  substitution.  Elle  dépend 
d'une  équation  irréductible  de  degré /?**"*.  On  voit,  comme  au  numéro  pré- 
cédent, que  cette  équation  sera  abélienne.  De  plus,  toutes  ses  substitutions 
ont  pour  ordre  p.  Car  soient  S  une  substitution  quelconque  de  G,  2  la  sub- 
stitution correspondante  du  groupe  de  l'équation  en  9  :  la  substitution  S'' 
aura  évidemment  pour  correspondante  2^^;  mais  l'ordre  de  S''  divise  />^*  : 
donc  sa  correspondante  se  réduit  à  l'unité  :  donc  2''s=i. 

La  fonction  9  étant  supposée  déterminée,  son  adjonction  réduira  le  groupe 
de  la  proposée  à  H.  Soit  de  même  H,  le  groupe  formé  par  celles  des  substi- 
tutions de  H  dont  l'ordre  ne  dépasse  pas  />^""*.  Une  fonction  9,,  invariable 
par  les  substitutions  de  H,,  dépendra  d'une  équation  abélienne  telle,  que 
les  substitutions  de  son  groupe  soient  d'ordre  p:  son  adjonction  réduira  le 
groupe  de  la  proposée  à  H,,  etc.... 
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407.  Théorème.  —  La  résolution  d'une  équation  abélienne  irréductible, 
de  degré  p\  et  ne  contenant  dans  son  groupe  que  des  substitutions  d*ordre  p 
[la  substitution  i  exceptée),  se  rcunène  à  celle  de  n  équations  abéliennes  irré- 
ductibles de  degré  /?.. 

Soient  F  le  groupe  de  l'équation  proposée,  Â  Tune  de  ses  substitutions  : 
F  contiendra  les />  substitutions  i,  A,...,  A''"\  SoitB  une  autre  substitution 
de  F  :  ce  groupe  contiendra  les/?'  substitutions  de  la  forme  Â^B^  lesquelles 
sont  toutes  distinctes  :  car  si  l'on  avait  A*B^=  A*'BP\  sans  avoir  /3^/5', 
d'où  a=  a'  (mod  p),  on  en  déduirait  B^^P  =  A«'-«,  d'où  B  =  A<*'-«^^  r  étant 
une  racine  de  la  congruence  (/3  — /3')r=^  i.  Donc  B  serait  une  puissance 
de  A,  contre  l'hypothèse  faite. 

Supposons  n>  2,  et  soit  C  une  substitution' de  G,  différente  des  précé- 
dentes: F  contiendra  les  p^  substitutions  de  la  forme  A^B^C^,  lesquelles 
sont  distinctes  :  car  si  l'on  avait  A*BPC^=  A^'B^'O',  sans  avoir  7^^ 7',  d'où 
P^|3',  a^a',  C  serait  de  la  forme  A"BP,  contre  l'hypothèse  faite. 

Continuant  ainsi,  on  voit  que  les  substitutions  de  F  sont  de  la  forme 
A^B^D...,  a,  b,  c,...  étant  n  substitutions  dont  aucune  ne  dérive  des  pré- 
cédentes. 

Soient  maintenant  f,  ^,  ;(,...  des  fonctions  des  racines,  respectivement 
invariables  par  les/?""*  substitutions  B^D...,  par  les  substitutions  A*C^..., 
par  les  substitutions  A"  B^...,  etc.  Chacune  d'elles  dépend  d'une  équation 
abélienne  de  degré  /?,  et  les  racines  de  la  proposée  s'exprimeront  rationnel- 
lement en  fonction  de  f,  <{;,  ;(,.... 

408.  Soit  R  l'une  des  racines  de  l'équation  proposée;  désignons  par  le 
symbole  [xy  z...)  celle  des  racines  que  la  substitution  A'B^C*...  fait  suc- 
céder à  R.  La  substitution  A^B^C...  A^B^C^...  fera  succéder  à  R  la  racine 
que  A^B^C^...  fait  succéder  à  {xyz...).  Mais  cette  substitution,  étant  égale 
kA^^B>^^PC*+^....remplaceRpar(a;-ha,^-4-jS,2-h7..:.).  DoncA^B^C^... 
remplace  [xyz...)  par  cette  dernière  racine.  On  aura  donc 

A* B^ Cï .  . .  =  I  X, y,  Zy, , .     ar  -I-  a,  / -I-  (3,  -î  -h y, . . .   | 


Équations  binômes. 
409.  Comme  application,  considérons  l'équation  binôme 
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Toute  racine  commune  à  deux  équations  de  cette  forme ^  a^  =  i  e/  a*"  =  i , 
satisfait  à  V équation  x^  =  if  0  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  m 
et  de  n. 

Soit  en  eflet  n  >m.  Si  in  divise  /i,  la  proposition  est  évidente.  Dans  le 
cas  contraire,  soit  n'^mq  +  rx  des  deux  équations  a?'"^"*"'"  =  i ,  ir^  =  i,on 
déduit  évidemment  af  =  i .  Da  cette  équation,  combinée  avec  ic"  =  i ,  on  dé- 
duira de  même  jc'=  i ,  5  étant  le  reste  de  la  division  de  m  par  r,  etc.... 

En  particulier,  si  d  =  i ,  les  deux  équations  n'auront  d'autre  racine  com- 
mune que  Tunilé. 

410.  Soit  maintenant  a  une  racine  de  la  congruence  af^=:\  :  formons  la 
suite  de  ses  puissances,  i,  a,  a^,...,  a'*,...;  soit  af  la  première  d'entre 
elles  qui  se  réduise  à  Tunité  :  tous  les  termes  de  la  suite  qui  précédent  cf 
seront  différents.  Car  si  l'on  avait  a''=^a\  r  et  ^  étant  <  p,  on  en  déduirait 
a'*''*=  \^  r—  s  étant  <  p,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse.  Il  est  clair  que 
tous  les  termes  de  la  suite  se  reproduiront  périodiquement  à  partir  de  a^. 

L'exposant  p  divise  n  :  car  a,  satisfaisant  aux  deux  équations  a''  =  t  et 
a^=Î9  satisfait  à  la  suivante  a^  =  1 ,  6  étant  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  n  et  de  p.  Mais,  par  hypothèse,  aucune  puissance  de  a  inférieure  à  la  p'^"*' 
ne  se  réduit  a  l'unité  :  donc  6  =  p. 

S\  p  =  n,  a  sera  une  racine  primitive  de  l'équation  proposée. 

411.  Problème.  —  Trouver  le  nombre  des  racines  primitives  de  l'équa- 
tion 00"  =  î. 

4 

m 

I**  Soit  n=p'^f  p  étant  premier.  Les  racines  non  primitives  satisfont  à 
réquation  a;P*"'=i  et  sont  en  nombre  />*"*.  Les  autres  racines,  en  nombre 

/?*  (  I  —  -}  »  sont  primitives. 

2^  Soit  n=p^q^..,f  p,  q,...  étant  premiers  et  différents.  Soient  respecti- 
vement A,  B,...  des  racines  quelconques  des  équations  a^'=  i,  afl^=i^. ..  : 
on  aura  (AB...)''  =  A''B''...=  i.  Donc  AB...  est  une  racine  de  l'équation 
proposée.  Réciproquement,  en  faisant  varier  A,B,...,  on  obtiendra /7"^^.. 
produits  tous  différents,  qui  seront  les  diverses  racines  de  la  proposée.  Car 
si  Ton  avait  AB...=  A'B'...  sans  avoir  A  =  A',  B  =  B',...,  et  qu'on  eût  par 
exemple  A  <A',  il  viendrait 

AA'-  =  B'B~'...,     d'où    (AA'-'/--=(BB'-'...)^^---=i, 
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ce  qui  ne  peut  être  :  car  on  a  (AA'""*y*  =  i;  AA'""'  serait  ainsi  racine  com- 
mune aux  deux  équations  a?''*  =  i,  a?^^'"  =  i,  ce  qui  est  absurde,  car  elles 
n'ont  d'autre  racine  commune  que  Tunilé  (409). 

Cela  posé,  si  A,  B,...  sont  des  racines  primitives  des  équations  corres- 
pondantes, AB...  sera  une  racine  primitive  de  la  proposée;  sans  quoi  elle 
satisferait  à  l'une  des  équations 


»Mf      ^—  1  y       31»      ^—  '  9  '  '  '9 


ce  qui  est  impossible;  car  on  a,  par  exemple, 


n  n      m  n 


expression  <  i ,  -  n'étant  pas  divisible  par/>*,  ordre  de  la  première  puissance 

de  A  qui  se  réduit  à  l'unité. 

Au  contraire,  si  l'une  des  quantités  A,  B,...,  A  par  exemple,  n'était  pas 


n 


racine  primitive,  il  est  clair  que  (AB...)   se  réduirait  à  i,  et  AB...  ne  serait 
pas  racine  primitive. 

Les  équations  o^**  =  i ,    a^^  =^  i , . . .    ayant    respeclivemcnt  Z'*  (  i  —  -  )  ? 

^^(i—  -]>•••  racines  primitives,  la  proposée  en  aura  nn—  ijfi—  -j-- 

Soit  a  l'une  de  ces  racines  primitives  :  les  autres  seront  évidemment  les 
puissances  d'ordre  premier  à  n  de  celle-là. 

412.;  Supprimons  par  la  division  tous  ceux  des  facteurs  de  l'équation 


n 


o;"—  I  =  o  qui  lui  sont  communs  avec  les  équations  a?''  —  i  =  o,  a?''  —  i  =  o, . . .  : 
nous  obtiendrons  une  équation  Y{-x)  =  o  ayant  pour  racines  les  racines  pri- 
mitives de  la  proposée.  Les  équations  considérées  ayant  pour  premier  coef- 
ficient l'unité,  la  division  n'introduira  pas  de  fractions,  et  F(^)  aura  ses 
coefficients  entiers  :  de  plus,  le  premier  de  ses  coefficients  sera  égal  à  i. 

Théorème.  —   V équation  F  (a?)  =  o  est  irréductible. 

Cette  importante  proposition,  prouvée  d'abord  par  Gauss  dans  le  cas  où 
n  est  premier,  a  été  établie  généralement  par  M.  Krônecker.  Parmi  les  dé- 
monstrations qui  ont  suivi  la  sienne,  nous  choisirons  celle  de  M.  Dedekind. 
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413.  Lemmk.  —  Si  ¥{oo)  a  un  dwiseur  rationnel  f{x)  dont  le  premier 
coefficient  soit  égal  à  i ,  tous  les  autres  coefficients  de  f[x)  seront  entiers. 

Car  supposons  qu'il  en  soit  autrement;  posons 

Y[x)^f{x)^[x); 

9(^)sera  un  polynôme  dont  les  coefficients  seront  rationnels,  le  premier 
étant  égal  à  i .  Supposons  les  coefficients  fractionnaires  réduits  à  leur  plus 
simple  expression,  tant  dans  (f{cc)  que  dans  f{oc).  Soit  p  un  des  facteurs 
premiers  qui  entrent  en  dénominateur  dans  les  coefficients  de /(a?);  et  soit 
M^^  un  ternie  de/ç(ir)  tel,  que  p  y  entre  en  dénominateur  à  une  plus 
haute  puissance  que  dans  les  précédents,  et  à  une  puissance  non  moindre 
que  dans  les  suivants.  Soit  Njc"  un  terme  choisi  de  la  même  manière  dans 

- — -  (p  entre  en  dénominateur  au  moins  dans  le  premier  terme  de  celte 

expression).  Parmi  les  termes  en  x^-^^  que  contient  le  produit /(x)  ^-^ 

développé  se  trouvera  le  terme  MNa:**^'',  qui  contiendra  p  en  dénominateur 
à  une  puissance  au  moins  égale  à  2,  et  supérieure  à  celle  à  laquelle  il  se 
trouve  dans  les  autres  termes  du  même  degré.  Donc  en  réduisant  ensemble 
les  termes  de  ce  degré,  p  restera  en  dénominateur  au  moins  à  la  seconde 
puissance  :  multipliant  par/;,  ce  nombre  resterait  encore  au  moins  une  fois 
au  dénominateur  de  ce  terme-là:  résultat  absurde,  les  coefficients  de 
¥(x)  =f[x)  (p{x)  étant  entiers. 

414.  Procédons  maintenant  à  la  démonstration  du  théorème.  Supposons 
¥{x)  décomposé  en  facteurs  irréductibles;  soit 

f^[x)  =  {x  —  a){x—  b),.  .  —  :c^  +  M,  :rr^-' -f-  N.jt^-'H-.  .  . 

un  de  ces  facteurs,  choisi  parmi  ceux  dont  le  degré  est  minimum.  Nous  al- 
lons établir  que  /,  [x)  admet  toutes  les  racines  de  F  (a?),  lesquelles  ne  sont 
autres  que  les  puissances  d'ordre  premier  à  /i  de  la  racine  a. 

i"^  Si  /,  (a?)  admet  pour  racines  a'"  et  a\  il  admettra  pour  racine  a'^*.  Car 
l'équation  /,  {af)  =  o,  ayant  une  racine  commune  a  avec  l'équation  irréduc- 
tible /^{x)  =  o,  admettra  toutes  les  racines  de  cette  dernière,  et  en  parti- 
culier a'  :  donc  /,  {a''*)  =  o  :  donc  /  [x)  admet  la  racine  a'^*.  Il  suffit  donc 
de  prouver  que  /i{x)  admet  celles  des  racines  de  ¥{x)  qui  sont  de  la 
forme  a^,  n  étant  premier. 
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2°  Or  le  polynôme 

a  ses  coefficienis  évidemment  entiers,  et  de  la  formeM'-hTr^H,  N'-hTr^i,,...; 
-'>ït,  X,...  étant  des  fonctions  symétriques  des  racines  de  /i(^),  et,  par 
suite,  des  entiers.  Mais  le  théorème  de  Fermât  donne  M^^Mi,  NI^N^.,., 
(mod  n).  Donc  M^^M,,  N^^N,,...,  et  enfin /t(a?)^/,(a?).  D'ailleurs  les 
racines  àe  /^{x)  étant  des  puissances  de  a,  fr,...,  d'ordre  premier  à  n,  sont 
des  racines  de  F(a?)  :  donc/t(jc)  divise  F(x)  :  enfin  il  sera  irréductible; 
car  s'il  avait  des  diviseurs  rationnels,  leur  degré  serait  <  X,  ce  qu'on  sup- 
pose impossible. 

Cela  posé,  on  aura /t(^)  =/i(^)- Car  s'il  en  était  autrement,  F(a?),  et 
par  suite  j?"  —  i,  serait  divisible  par  le  produit  de  ces  deux  fadeurs.  Soit 

x«  —  i=:f,{x)f^(x)(^{a:)=f](x)(^{s:)    (mod.?:); 

on  en  déduit  en  différentiant 

nj;"-'  =  2/.(j?)/,(j:)9(^)-h/;(^)(p'(j;)     (mod.  n). 

Les  deux  congruences  a;"  —  i  ^  o  et  naf'*  ^  o  auraient  donc  en  commun 
toutes  les  racines  de  la  congruence  /^{x)^o  :  résultat  évidemment  ab- 
surde, car  la  première  n'est  pas  satisfaite  par  la  valeur  x^o,  qui  seule 
satisfait  à  la  seconde.  Donc  Jfi{x)  se  confond  avec  /c(a?),  et  admet  la  ra- 
cine à^. 

415.  Cherchons  maintenant  la  forme  des  substitutions  du  groupe  G  de^ 
l'équation  F(a?)  =  o. 

1°  Soit  d'abord  n=/;*,  p  étant  premier  impair.  Soient  :ro  une  des  ra- 
cines de  F(a7),  g  une  racine  primitive  de  la  congruence 


g.p»-/»«-»=,    (mod./;*). 
Les  racines  de  F  (a?)  seront  données  par  la  suite 


Xt,      XiZ=xl,      Xi  =  xS^=zX%^,.  . . 


dont  les  p^ -^  p^-*  premiers  termes  sont  distincts,  et  s'expriment  chacun 
par  une  même  puissance  du  précédent.  Cela  posé,  la  substitution  de  G  qui 
remplace  x^  par  x^  remplacera  en  générai  Xr  par  x^^^  (401);  elle  sera 


296  UVRE  TROISIÈME. 

donc  circulaire  :  en  outre,  ses  puissances  conslilueront  à  elles  seules  le 
groupe  G  (401), 

2^  Soit  n^  2".  Si  v<  a,  la  congruence 


,v-| 


g^'""=i     (mod.  2*) 

ayant  encore  une  racine  primitive,  on  raisonnera  comme  tout  à  l'heure.  Si 
V  >  a,  cette  congruence  n'a  plus  de  racines  primitives  :  mais  on  peut  dé- 
terminer (14)  un  entier  a  tel,  que  la  moindre  valeur  de  /  qui  satisfasse  a  la 
congruence  a'^i  (mod.  2^)  soit  2^*^,  puis  un  entier  b  qui  ne  soit  pas 
une  puissance  de  a,  et  dont  le  carré  soit  congru  à  i  (mod.  2"^).  Les  deux 
suites 

^,  a', . . . ,  a^~^  ^  a*  ;     ba,  bà', . . . ,  W""'     (  mod.  2*  ) 


reproduiront  tous  les  nombres  inférieurs  et  premiers  à  2"^. 

Cela  posé,  soit  R  =  (0,0)  une  des  racines  de  F(^);  et  désignons  en  géné- 
ral par  (r,  5)  celle  des  racines  de  cette  équation  qui  est  égale  à  (0,0)^'"'. 
Le  groupe  de  l'équation  sera  formé  des  substitutions  de  la  forme 

I  /',  5     r-f-  a,  i-h  P  |. 

Soit  en  effet  S  une  substitution  du  groupe,  qui  remplace  (0,0)  par  (a,  j3). 
Soient  (r,  5)  une  racine  quelconque,  ((?,  0-)  celle  qu'elle  lui  fait  succéder.  La 

substitution  S  opérée  sur  l'identité  (r,  5)  =  (0,0)*''*' donnera 

( p,  (7 )  =  ( a,  (3 )*'-'  =  ( r -f-  a, *  H-  p ),     d*où     p  =  r4-«,  (J  =  *-+-(3, 

¥{x)  n'ayant  pas  de  racines  égales. 

3^  Soit  enfin  n  =  p^g^...,  p,  q,...  étant  premiers  et  différents.  Désignons 
respectivement  par  7o*/i>--»  par  j^o»  Zff-»  etc.,  les  racines  des  équations 

f(x)=-'-rrr =  0.    /(^)  =  --Tn — =0,.... 

yP      — - 1  z^      ^  i 

Soient 

les  substitutions  des  groupes  de  ces  équations. 

Nous  avons  vu  que  les  racines  de  ¥{oc)  sont  les  divers  produits  de  la 
forme  jr^i--  (411).  Posons  en  général  (r,  5,...)  =j^ s,....  Les  substitutions 
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du  groupe  cherché  seront  les  suivantes  : 

(3j  I  r,s,...     9(r),vK5),...   | 

En  effet,  soit  K  une  fonction  des  x  invariable  par  ces  substitutions;  con- 
sidérons-la d'abord  comme  fonction  des 7,  les  z,...  étant  traités  comme  des 
coefficients  indéterminés  :  K  étant  invariable  par  les  substitutions 

|r,5,...     9(r),*,...   I,     ou     \  Xr    Jçco  | 

sera  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  de  /{y)  et  des  quantités  Zo, 
z, ,...;.. ..On  voit  de  même  que  K  peut  s'exprimer  rationnellement  en  fonc- 
tion des  coefficients  de  /{y)f  de  ceux  de  /i(«)  et  des  indéterminées  sui- 
vantes (représentées  par  des  points  dans  l'écriture);  et  enfin  que  K  est  ra- 
tionnel. Donc  le  groupe  cherché  est  exclusivement  formé  des  substitu- 
tions (3)  qui  n'altèrent  pas  K. 

D'ailleurs  il  contient  toutes  ces  substitutions.  Car  les  substitutions  (a) 

élant  respectivement  en  nombre/>"(i  — -  ji  ^jmi  — -]»•••  les  substitutions 

dérivées  des  substitutions  (3)  seront  en  nombre  nli j  h  — ^j*-- seule- 
ment :  et  le  groupe  cherché,  étant  transitif,  contient  au  moins  ce  nombre  de 
substitutions. 

§  II.  —  Équations  de  Galois. 

416.  Soit  Y{x)  =  o  une  équation  irréductible  de  degré  premier  /?,  et 
dont  toutes  les  racines  s'expriment  rationnellement  en  fonction  de  deux 
d'entre  elles  a?o  et  a?,.  Cherchons  quel  sera  son  groupe  G. 

L'ordre  de  G  ne  peut  dépasser  p[p'-i).  En  effet,  il  est  égal  au  produit 
du  nombre  des  systèmes  de  positions  distinctes  que  ses  substitutions  don- 
nent à  x^  et  a?,  par  l'ordre  du  groupe  partiel  H  formé  par  celles  de  ses  sub- 
stitutions qui  ne  les  déplacent  pas  (44).  Le  premier  de  ces  deux  nombres 
est  au  plus  égal  a  />(/>  — 1)  :  et  le  second  se  réduit  à  Tunité,  l'adjonction 
de  Xq  et  de  x^  devant  réduire  le  groupe^  de  l'équation  à  la  seule  substitu- 
tion I. 

D'autre  part,  <j  étant  transitif  (357),  son  ordre  est  divisible  par/>  :  donc 
G  contient  au  moins  une  substitution  d'ordre  p.  Cette  substitution  A,  égale  à 
(a?oiP|...  x^,...Xf^^)^  pourra  être  représentée  par  le  symbole  \z  z-h  i  |. 

Le  groupe  G  ne  contient  aucune  substitution  d'ordre/?,  sauf  A  et  ses  p.uis- 

38 
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sances.  Car,  s'il  en  contenait  une  autre  B»  il  contiendrait  les  p^  substitu- 
tions A*BP,  lesquelles  sont  toutes  distinctes  :  car  si  A*BP  était  égal  à  A*'B^', 
sans  qu'on  eût  i3'=  ^,  d'où  a'  =  a,  B  serait  une  puissance  de  A,  contre  l'hy- 
pothèse (407).  Mais  G  contient  au  plus  p{p  —  i)  substitutions  :  donc  il  ne 
peut  contenir  de  substitution  telle  que  B. 

La  transformée  de  A  par  une  substitution  quelconque  S  du  groupe  G  est 
semblable  à  A  et  fait  partie  de  G  :  c'est  donc  une  puissance  de  A.  Soit  donc 
S=^  I  2  f{z)\:on  aura  une  relation  telle  que  S~*  AS=  A**,  d'où  la  con- 
dition 

(^{z-hi)=^o{z)']-a,     ou     c^{z)  =  az  -h  a. 
•     Donc  G  ne  contient  que  les  substitutions  de  la  forme 

\  z     az  -{-  a 

Il  peut  d'ailleurs  les  contenir  toutes.  Car  supposons  que  le  groupe  de  l'équa- 
tion F  (a?)  =  o  ne  contienne  que  des  substitutions  de  cette  forme  :  chacune 
d'elles,  sauf  l'unité,  déplace  l'une  au  moins  des  deux  racines  x^,  x^.  Donc 
l'adjonction  de  ces  deux  racines  réduit  le  groupe  de  la  proposée  à  la  seule 
substitution  i;  donc  les  autres  racines  sont  fonctions  rationnelles  de  ces 
deux-là. 

417.  La  résolution  de  V équation  proposée  F  (a?)  =^o  se  ramène  à  la  résolu- 
tion successive  de  deux  équations  abéliennes^  de  degrés  /?  —  i  e/  ^.  Car  soit  9, 
une  fonction  des  racines  invariable  par  les  seules  substitutions  \  z  2  +  a  {. 
Adjoignons  91  a  l'équation  proposée  :  son  groupe  se  réduira  aux  substitu- 
tions ci-dessus  :  elle  devient  donc  abélienne. 

D'ailleurs  (p,  dépend  d'une  équation  abélienne  de  degré  p  —  j  .  Csir  soit  ^p 
ce  que  devient  91  par  la  substitution  \  z  pz  |  :  94,...,  9^,  dépendent 
d'une  équation  de  degré  />—  i .  En  outre,  pour  qu'une  fonction  de  ces  quan- 
tités soit  rationnelle,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  invariable  par  chaque 
substitution  de  la  forme  \  z  az  -hoc  \,  laquelle  équivaut  au  changement 
de  9p  en  9^^.  Le  groupe  de  l'équation  en  91  est  donc  formé  des  substitutions 
de  la  forme  \  p     ap  |,  lesquelles  sont  évidemment  échangeables  entre  elles. 

418.  Comme  exemple  du  type  d'équations  que  nous  venons  de  discuter, 
on  peut  citer  la  suivante  : 

lorsque  la  racine  p^^'"^  de  A  est  irrationnelle. 
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Soit  Xç^  l*une  des  racines  de  cette  équation  :  les  autres  seront 


X I   ■  -I  ■  jTX^  I     X^  '   J'      tXf^ I  •    •    •  y     J«  M_  I  ■  ■     ■  Jr^  «t ( 


o> 


jetant  une  racine  /?'^"'*^  de  l'unité. 

Toutes  les  racines  x^,  cc^,,..,  x^^^  s'expriment  rationnellement  par  deux 
d'entre  elles  :  car  x^^  par  exemple,  est  égal  à  x\  a?.^"' .  Donc  l'ordre  de  l'équa- 
tion proposée  divise />(/?  — i). 

Il  est  d'ailleurs  un  multiple  de  />  —  i  :  car  la  résolution  de  cette  équation, 

faisant  connaître  j= —>  entraine  celle  de  l'équation  irréductible  Y,  d'or- 

dre  p  —  \y  dont  dépend  y.  Donc  réciproquement  l'adjonction  des  ra- 
cines de  Y  abaissera  le  groupe  de  la  proposée  en  divisant  son  ordre  par 
p  —  \  (378).  Après  cet  abaissement,  l'ordre  du  groupe  se  trouvera  réduit 
à  1  ou  à)9. 

Il  ne  peut  se  réduire  à  i  :  car  s'il  en  était  ainsi,  l'équation  proposée, 
ayant  l'ordre  de  son  groupe  inférieur  à  /?,  ne  serait  pas  irréductible.  Soit 
donc 

^/^  —  A  =  9  ( jc  )  <p,  ( ar) . . . 

son  premier  membre  décomposé  en  facteurs  irréductibles 

cp(jc)  =  (j7  —  x^)[x  —  xj).  . . ,     (p,(x)  =  (a:  —  Xb)  [x  ~  xv). ....... 

Le  coefficient  du  second  terme  de  ^{x)  est  égal  à 

—  (  J7«  -f-  O^a'  -h  .  .  .  )  =  —  JTo  (^*'  -f-  J*'  -h  .  .  .  ). 

Celui  du  second  terme  de  9<{a?)  est  de  même  égal  à  —  ^o(j*-+- J^^"---)-  ^^^ 
deux  coefficients  sont  ratioiinels  :  leur  rapport  est  donc  égal  à  une  quantité 

rationnelle  ^^  d'où  l'on  déduit  l'égalité 

laquelle,  étant  au  plus  du  degré  p  —  \  en  j,  et  n'étant  pas  identique,  devra 
nécessairement  se  confondre  avec  la  suivante  : 

Y  =r  I  -f-  ^  -h  .  .  .  -f-  J/»-'  ~  O. 

On  aura  donc  M  =  — N,  et,  en  outre,  la  suite  j'',j''',...,;)'^,j*',...  con- 

38. 
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tiendra  toute  la  suite  des  termes  i,y, ...,y"*.  Donc  le  nombre  des  fac- 
teurs 9?(a?),  <p^{x),...  ne  peut  dépasser  a. 

Or  la  résolution  de  Y  entraînant  par  hypothèse  celle  de  Téquation 
acP  —  A  =  o,  chacune  des  racines  a;©,^?^.-.  sera  une  fonction  rationnelle 
Ae  y.  Soit,  par  exemple,  a)a=^{y)*  Le  degré  de  Téquation  irréductible 
(p[x)  =  ok  laquelle  x^  satisfait  est  égal  au  nombre  des  valeurs  distinctes 
que  prend  la  fonction  ^  {y)  lorsqu'on  y  effectue  les  substitutions  du  groupe  G 

de  Téquation  /{y)  =  o.  Ce  nombre  v  est  égal  à  ^-t^  »  ^  étant  Tordre  du 

groupe  partiel  formé  par  celles  des  substitutions  de  G  qui  n'altèrent  pas 

Soient  donc  v,  v,  les  degrés,  respectifs  des  facteurs  <f[x)  et  ^%[x)  :  tous 
deux  divisent  p  —  i;  et  leur  somme  est  p  :  résultat  absurde,  à  moins  qu'on 
n'ait  V  =  /?  —  I ,  V|  =  I .  Mais  alors  la  proposée  aurait  une  racine  rationnelle, 
ce  qui  n'est  pas. 

Donc  l'ordre  du  groupe  de  l'équation  af—  A  =  o  est  égal  à  p[p  —  \):  et 
cette  équation  est  irréductible. 
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CHAPITRE  IIL 

APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES. 


419.  L'un  des  problèmes  les  plus  fréquents  de  la  géométrie  analytique 
est  de  déterminer  quels  sont  les  points,  ou  bien  les  lignes  ou  surfaces  d'une 
espèce  donnée,  qui  satisfont  à  certaines  conditions.  Lorsque  le  nombre  des 
solutions  est  limité»  les  coordonnées  du  point  cherché  (ou  les  paramètres 
que  renferme  l'équation  des  lignes  ou  surfaces  cherchées)  sont  déterminées 
par  un  système  d'éqifations  algébriques  A,  B,...  en  nombre  égal  à  celui  des 
inconnues  x^y,....  Eliminons  toutes  les  inconnues,  sauf  une  seule,  xi  on 
sait  que  le  degré  de  l'équation  finale  X  indiquera  le  nombre  des  solutions 
du  problème  :  et  si  les  racines  de  cette  équation  sont  inégales,  soit  x^  l'une 
d'elles:  on  aura  les  valeurs  correspondantes  de  7,...  exprimées  en  fonction 
rationnelle  de  xto»  en  substituant  ^0  ^  'si  place  de  x  dans  les  équations  A, 
B,...,  et  cherchant  le  système  des  solutions  communes  à  ces  équations. 

Les  points,  lignes  ou  surfaces  cherchés  sont  donc  déterminés  lorsqu'on  a 
résolu  l'équation  X,  et  correspondent  respectivement  à  ses  diverses  racines 
â?o,  â^i,....  Nous  conviendrons  de  désigner  par  Xq,x^,...  ceux  des  points, 
lignes  ou  surfaces  cherchés  qui  correspondent  respectivement  aux  racines 
Xo,  o^f, —  Cette  locution  sera  commode,  et  n'offre  aucun  danger  de  confu- 
sion, les  deux  choses  ainsi  désignées  par  le  même  nom  étant  de  nature  ab- 
solument différente. 

Les  solutions  des  problèmes  dont  il  s'agit  sont  en  général  assez  nom- 
breuseSr  mais  liées  les  unes  aux  autres  par  certaines  relations  géométriques. 
De  ces  relations  on  déduit  immédiatement  l'existence  d'une  fonction  en- 
tière y(j7o,  a?!,...)  dont  le  groupe  contient  celui  de  l'équation  X.  Récipro- 
quement»  si  l'on  était  certain  de  connaître  toutes  les  relations  géométriques 
que  présente  la  question  proposée  (ou  du  moins  celles  dont  les  autres  dé- 
rivent), le  groupe  de  l'équation  X  contiendrait  toutes  les  substitutions  du 
groupe  de  <p(a7o,  x^^...).  Mais  une  seïublable  certitude  est  difficile  a  obtenir, 
malgré  le  soin  apporté  par  d'habiles  géomètres  à  l'étude  de  ces  problèmes. 
Il  ne  serait  donc  pas  impossible  que  les  équations  auxquelles  ces  problèmes 


302  LIVRE  TROISIÈME. 

donnent  naissance  eussent  parfois  une  forme  plus  particulière  encore  que 
celle  que  nous  allons  trouver,  en  nous  appuyant  sur  les  résultats  obtenus 
par  nos  prédécesseurs. 


§  I*"^.  —  Equation  de  M.  Hesse. 

420.  On  sait  que  /e5  neuf  points  d'inflexion  des  courbes  du  troisième  degré 
sont  situés  trois  à  trois  sur  douze  droites ^  qui  s^y  coupent  quatre  à  quatre.  Dé- 
signons ces  points,  ou  les  racines  de  Téquation  X  dont  ils  dépendent,  par  le 
symbole  (^y),  chacun  des  indices  a?,  jetant  variable  de  o  à  2  (mod  3)  :  et 
représentons  par  [xy)  [x^ y*)  [x" y")  la  droite  qui  passe  parles  trois  points 
{xy),  [x' y'),  [x" y")\  il  est  aisé  de  voir  que  les  douze  droites  correspon- 
dent aux  douze  termes  de  l'expression 

9  —  (00)  (01)  (02)  -h{lO)(l  l)(l'2)  -I-  {ao)(2l)(22) 
-4-  (00)  (10)  (20)  -h  (oi)(ll)(2l)  -f- (02)  (12)  (22)      • 

-f-  (00)  (il)  (22)  -h  (oi  )  (20)  (  1 2)  4-  (02)  (  10)  (2 1  ) 

-4-  (00)  (12)  (21)  -h  (01)  (10)  (22)  -4- (02)  (20)  (il) 

formée  par  les  produits  tels  que  [xy)  [00^ y')'{^" y")  qui  satisfont  aux  rela- 
tions 

(i)  X -^  X  -\- x"  ^y -^ y' -\- y*' ^o    (mod  3). 

421.  Le  groupe  de  l'équation  X  se  réduit  aux  substitutions  qui  n'altèrent 
pas  l'expression  <p.  Car  soit  abc  l'un  des  termes  de  <p  :  la  condition  géométri- 
que que  les  trois  points  a,  6,  c  soient  en  ligne  droite  s'exprime  analytique- 
ment  par  une  équation  de  condition  entre  les  coordonnées  de  ces  points.  Mais 
ces  coordonnées  s'expriment  rationnellement  en  fonction  des  racines  corres- 
pondantes Uy  b,  c  de  l'équation  X.  Substituant  ces  valeurs  des  coordonnées 
dans  l'équation  de  condition,  on  aura  une  relation  de  la  forme 

Soient  maintenant  S  une  substitution  quelconque  du  groupe  cherché; 
a\  b\  c'  les  racines  par  lesquelles  elle  remplace  a,  b,c  :  on  aura  (356) 

^  (a  ,  b',  c')  =  o. 

Donc  les  points  a\b\c'  seront  en  ligne  droite;   et  abc'  sera  l'un  des 
termes  de  <f. 
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422.  Cela  posé,  les  substitulions  de  la  forme 

2-=  \  Xy  y    ax  -h  by  -^  a,  a'  X  -\-  b' y  H-  x'  \ 

laissent  9  invariable.  Car  si  trois  racines  forment  un  terme  de  9,  leurs  in- 
dices satisfont  aux  relations  (i);  les  indices  des  trois  racines  que  1  leur  fait 
succéder  satisfont  évidemment  aux  mêmes  relations;  ces  nouvelles  racines 
formeront  donc  un  terme  de  9. 

Réciproquement  le  groupe  G  de  la  fonction  9  ne  contient  d'autres  substi- 
tutions que  les  2.  Car  soient  S  une  substitution  qui  laisse  9  invariable; 
(«a')  la  racine  qu'elle  fait  succéder  à  (00)  :  on  aura  S  =  T2,,  2^  étant  la 
substitution  \  x,y  a? -f- a,  j-h  a'  |,  et  T  une  nouvelle  substitution  de  G, 
qui  ne  déplace  pas  (00).  Soit  [aa')  la  racine  que  T  fait  succéder  à  (10);  a, 
a'  ne  seront  pas  nuls  à  la  fois.  Soient  ô,  h'  deux  entiers  tels,  que  ab'  —  ha' 
ne  soit  pas  congru  k  o  (mod  3);  on  aura  T  =T'2';  11  désignant  la  substi- 
tution I  Xyy  ax-^-by,  a! x  4-  b'y  |,  et  T'  une  nouvelle  substitution  de  G 
qui  ne  déplace  ni  (00)  ni  (10),  ni,  par  suite,  (20),  qui  leur  est  associée  dans 
un  terme  de  9.  Soit  donc  (ce')  la  racine  que  T'  fait  succéder  à  (01);  d  ne 
sera  pas  nul,  et  Ton  aura  T'  =  T"2",  2"  désignant  la  substitution 

\  Xyy    x-\-  cy,  c'y  \ 

et  T''  une  substitution  de  G,  qui  ne  déplace  pas  (00),  (10),  (01).  Mais  si  T'' 
laisse  immobiles  deux  racines,  elle  n'altère  pas  le  terme  de  9  qui  les  con- 
tient, et,  par  suite,  elle  laisse  immobile  la  troisième  racine  contenue  dans 
ce  terme.  On  voit  aisément,  par  l'application  réitérée  de  ce  principe,  que  T" 
laisse  toutes  les  racines  immobiles  :  donc  elle  se  réduit  à  l'unité  :  et 
S  =  T"  r  r  1,  sera  de  la  forme  2. 

423.  Les  coefficients  a,  6,  a\  b\  peuvent  être  choisis  de  (3^  —  i  )  (3^  —  3) 
ou  quarante-buit  manières,  de  telle  sorte  que  leur  déterminant  ne  soit  pas 
congru  a  o(mod.  3);  et  a,  a'  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs  possibles 
(mod.  3).  Celles  des  substitulions  2  pour  lesquelles  6  =  0  forment  un 
groupe  H,  contenant  ia.9  substitulions,  soit  le  quart  du  nombre  total.  Une 
fonction  des  racines  de  X,  invariable  par  les  substitutions  de  H  et  variable 
par  toute  autre  substitution,  dépendra  donc  d'une  équation  Y  du  quatrième 
degré.  Cette  équation  étant  résolue,  le  groupe  de  la  proposée  sera  réduit  au 
groupe  I  le  plus  général  parmi  ceux  qui  sont  contenus  dans  H  et  permu- 
tables aux  substitutions  de  6  (368).  On  voit  sans  peine  que  I  est  formé  des 
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2.9  subslitutions 

I  x^  y    ax  -I-  a,  ay  -\-  a'  |. 

Soit  K  le  groupe  formé  des  six  substitutions  de  I  pour  lesquelles  ol=^o. 
Une  fonction  des  racines  de  X,  invariable  par  les  substitutions  de  K,  dé- 
pendra actuellement  d'une  équation  Z  du  troisième  degré.  Celle-ci  résolue, 
le  groupe  de  X  sera  réduit  au  groupe  le  plus  général  parmi  ceux  qui  sont 
contenus  dans  K  et  permutables  aux  substitutions  de  I;  ce  groupe  est  évi- 
demment formé  des  substitutions 

I  x,y    x,y-^<x!  \ 

qui  permutent  exclusivement  entre  elle»  les  trois  racines  correspondantes 
à  une  même  valeur  de  x.  L'équation  X  se  décompose  donc  en  trois  facteurs 
rationnels  du  troisième  degré.  D'ailleurs  elle  est  abélienne. 

424.  L'équation  auxiliaire  Y  a  une  signification  géométrique  très-simple. 
Un  coup  d'œil  jeté  sur  l'expression  ç>  suffit  pour  reconnaître  que  les  douze 
droites  peuvent  être  groupées  d'une  seule  manière  en  quatre  systèmes  tels, 
que  les  trois  droites  de  chaque  système  contiennent  les  neuf  points  d'in- 
flexion. Ces  systèmes  dépendront  donc  d'une  équation  du  quatrième  degré, 
laquelle  n'est  autre  que  Y  :  car  celles  des  substitutions  de  6  qui  permutent 
exclusivement  entre  elles  les  trois  droites  (00)  (01)  (02),  (10)  (11)  (12), 
(20)  (21)  (22)  du  premier  système  sont  précisément  celles  du  groupe  H. 

425.  Théorème.  —  Si  une  équation  du  neuvième  degré  est  irréduclible^  et 
teUe^  que  deux  quelconques  de  ses  racines^  a  et  bp  étant  données,  on  puisse  en 
déduire  une  troisième  c,  liée  à  aetb  par  les  relations  suivantes  : 

(2)  c=:i\t{a,b),     6  =  vKc,a),     a=^(b,c) 

{où  ip  désigne  une  /onction  rationnelle ^  symétrique  par  rapport  aux  deux  va- 
riables qu'elle  contient)^  le  groupe  de  cette  équation  sera  contenu  dans  G. 

Cherchons  en  effet  le  groupe  des  équations  les  plus  générales  jouissant 
de  la  propriété  énoncée.  Soit  S  une  de  ses  substitutions.  Elle  remplace  le 
système  des  trois  racines  a,  6,  c  par  un  autre  système  de  trois  racines  a', 
b\  c'  liées  entre  elles  par  les  mêmes  relations  (356). 

Deux  des  systèmes  de  racines  ainsi  obtenus  ne  peuvent  avoir  deux  ra- 
cines communes  sans  être  identiques  :  car  si  a\  V  se  confondaient  avec  a,  b 
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sans  que  d  se  coofondit  avec  c,  l'équation  proposée  aurait  deux  racines 
égales  c=  ij^(a,  h)  et  c'=  t|;(a',  h')  et  ne  serait  pas  irréductible. 

Chaque  racine  a  fait  partie  de  quatre  systèmes  différents  :  car  soit  h  une 
autre  racine  quelconque;  on  peut,  par  hypothèse,  déterminer  une  troi- 
sième racine  c,  liée  à  ces  deux-là  par  les  relations  (2)  :  soit  d  une  quatrième 
racine;  il  en  existe  une  cinquième,  associée  à  a,  d^  etc. 

Chaque  système  contenant  d'ailleurs  trois  racines,  on  aura  en  tout  douze 
systèmes,  évidemment  analogues  aux  droites  du  n^  420,  et  qui  correspon- 
dront comme  elles  aux  douze  termes  de  la  fonction  9. 

426.  Les  équations  du  huitième  degré  dans  lesquelles  trois  racines  quel- 
conques, a,  6,  c  étant  données,  on  en  déduit  une  quatrième  d^  satisfaisant 
aux  relations 

d=^[a,byC),     c  =  ^[d,a,b)y     b  =  ^{c,dya),     a  =  ^{byC,d), 

où  (|^  désigne  une  fonction  rationnelle  et  symétrique,  ont  été  considérées 
par  M.  Mathieu  :  elles  se  traitent  exactement  par  les  mêmes  principes.  On 
voit  en  effet  :  1^  qu'en  désiguant  leurs  racines  par  le  symbole  {xyz)^  où 
x,y,  z  varient  de  o  a  i(mod  2),  leur  groupe  est  contenu  dans  le  groupe  G 
de  la  fonction  (p  formée  par  la  somme  des  quatorze  produits  de  quatre  ra- 
cines telles,  que  les  sommes  de  leurs  indices  soient  nulles;  2^  que  les  sub- 
stitutions de  G  sont  de  la  forme 

\  XfXyZ    ax-h  by-h  cz-h  a,a'  x-^  b^y-î-  c'  z  -f-  a',  a"  x -\-  V* y  -^-c"  z-^a"  |; 

5^  que  les  termes  de  (f  se  groupent  deux  à  deux  en  sept  systèmes  tels,  que 
les  deux  termes  de  chacun  d'eux  contiennent  les  huit  racines;  4°  que  l'équa- 
tion aux  sept  systèmes  étant  résolue,  le  groupe  de  la  proposée  se  réduira 
aux  substitutions 

1  XjjTy  z     X  -^(x,  7t+-  a',  z  4-  a"  |, 

ce  qui  ramènera  sa  résolution  à  celle  de  trois  équations  du  second  degré. 


§  II.  —  Équations  de  M.  Clebsch. 

427.  Le  problème  de  déterminer  une  courbe  du  troisième  ordre  dont  les 
points  d'intersection  avec  une  courbe  donnée  C  du  quatrième  ordre  coïnci- 
dent quatre  à  quatre  conduit  à  une  équation  X  du  degré  4*  [Clebsch,  Uber 

39 
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die  Anwendung  der  Abelschen  Functionen  in  der  Géométrie  [Journal  de  M .  Bon- 
CHARDT,  t.  LXIII)]. 

Les  racines  de  cette  équation  étant  représentées  par  six  indices,  a?,,..., 
Xa,  variables  chacun  de  o  à  3,  on  aura  le  théorème  suivant  (Mémoire  cité, 
§  VU): 

Les  points  de  contact  de  C  ai^ec  les  courbes  correspondantes  aux  quatre  ra- 
cines (a?,...  .^o),  {a;\...x\),  {x\...  x\),  {x'\...  x^)  sont  situés  sur  une  même 
courbe  D  du  troisième  ordre^  lorsque  les  six  congruences  contenues  dans  la  for- 
mule suivante 

(3)  oTp^y^ -h^J -f- J?J'=o    (mod4) 

sont  simultanément  satisfaites. 

On  en  conclut»  comme  au  n°  421,  que  le  groupe  de  X  se  réduit  aux  sub- 
stitutions qui  laissent  invariable  l'expression  rp  formée  par  la  somme  des  pro- 
duits de  quatre  racines  qui  satisfont  aux  relations  (3). 

428.  On  voit  ensuite,  comme  au  n^  422,  que  le  groupe  G  de  la  fonction  ç^ 
contient  les  substitutions  de  la  forme 

Réciproquement,  les  substitutions  de  la  forme  2  sont  les  seules  que  con- 
tienne G  :  car  soit  S  une  substitution  de  G,  laquelle  remplace  (0...0)  par 
une  autre  racine  (a,...0(c);  on  aura  S  =  T2|,  2,  étant  la  substitution 

et  T  une  nouvelle  substitution  de  G,  qui  ne  déplace  pas  la  racine  (0...0;. 
Cette  substitution  T  permutera  évidemment  les  uns  dans  les  autres  ceux 
des  termes  de  9  où  entre  le  facteur  (0...0).  Donc  elle  remplacera  chaque 
racine  par  une  autre  racine,  qui  figure  le  même  nombre  de  fois  dans  ces 
termes.  Or  celles  des  racines  pour  lesquelles  a?i,...,  a?^  sont  tous  pairs  n*y 
figurent  pas  le  même  nombre  de  fois  que  les  autres.  En  effet,  il  est  clair 
que  la  racine  (a?,...  o^o)  y  figure  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  manières  de  dé- 
terminer  deux  autres  racines  (a? j...  x\)^  {x\...  x\)  satisfaisant  aux  relations 

(4)  ^p-h^'p -hxJ  =  o    (mod4), 

en  exceptant  les  systèmes  de  solutions  dans  lesquels  on  aurait  générale- 
ment, x\  =  o,  ou  x\  =  a?p,  ou  x]  =  o,  ou  x\  =  x^,  ou  enfin  a?^  =  x\ . 
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Or  s'il  n'y  avait  à  faire  aucune  exclusion,  on  pourrait  choisir  arbitraire- 
ment les  indices  oc^  »  et  les  relations  (4)  détermineraient  les  indices  x\ .  Le 
nombre  des  solutions  serait  donc  toujours  le  même.  Mais  si  les  x^  ne  sont  pas 
tous  pairs,  on  aura  seulement  quatre  cas  d'exclusion,  car  il  est  absurde  de 
supposer  que  les  relations  (4)  p,uissent  être  satisfaites  en  posant  x^  =x\ .  Si 
les  x^  sont  tous  pairs,  sans  être  tous  égaux  à  a,  on  aura  cinq  cas  d'exclu- 
sion :  à  savoir,  les  quatre  précédents,  et  celui  où  l'on  a  x^  -^x^  =  ~a:p.  En- 
fin si  les  x^  sont  tous  égaux  à  2,  et  les  oi^  ou  les  x^  égaux  à  zéro,  les  x^ 
ou  les  x^  seront  égaux  aux  x^  :  les  cinq  cas  d'exclusion  se  réduisent  donc 
à  trois  distincts. 

La  substitution  T  fait  donc  succéder  la  racine  (10... o),-  dont  les  indices 
ne  sont  pas  tous  pairs,  à  une  autre  racine  [a^  aj...  a^)^  dont  les  indices  ne 
sont  pas  tous  pairs.  Mais  il  existe  une  substitution  linéaire  qui  produit  ce 
remplacement.  Car  il  existe  (121)  une  substitution  linéaire 

I    3C\  y .  •  •  y  X^       Ci\  X\  -f~  •  .  •  "4*-  €L%  yC^f  ■  *  *  )  J\  X\  ~\~  m  .  •  *T~  jt  X$    {, 

qui  remplace  a;<  par  a^o?, -+-...  + aea?,;  et  l'opération 

qui  a  le  même  déterminant,  sera  aussi  une  substitution,  laquelle  rem.place 
(io...o)  par  (a, a2...ae). 

Posons  T  =  T'2'  :  T'  sera  une  nouvelle  substitution  de  G,  laquelle  laisse 
(00... o)  et  (10...0)  immobiles.  On  voit  maintenant  comme  tout  à  l'heure  : 
i*^  que  T'  fait  succéder  la  racine  (01...0)  à  une  autre  racine  [d^d^...d^), 
dans  laquelle  les  indices  a,,...,  d^  ne  seront  pas  tous  pairs;  2^  que  parmi 
les  substitutions  linéaires  qui  laissent  (1 0...0)  immobile,  il  en  existe  une,  J/\ 
qui  produit  ce  remplacement.  On  posera  T'  =  T"2"  :  et  continuant  ainsi,  il 
viendra 

d  — .  X  Zà\  ^^ ...  — —  U  •  .  .  ^    ^  ^1 , 

m 

U  étant  une  substitution  de  G,  qui  laisse  immobiles  les  sept  racines  (00...  o), 
(10. ..o),  (01. ..o),...,  (00.*. i). 

Or  considérons  un  terme  quelconque  de  9  :  si  U  laisse  invariables  trois 
des  facteurs  qui  forment  ce  terme,  elle  n'altère  évidemment  pas  ce  terme, 
et  par  suite,  laisse  invariable  le  quatrième  facteur.  Par  l'application  réitérée 
de  ce  principe,  on  reconnaît  que  U  laisse  immobiles  les  racines  (33oooo), 
(3o^ooo),  (o33ooo);  puis  (i  i  1000);  puis  (200000)  et  (3ooooo). 

39. 
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Donc  U  laisse  immobile  la  racine  (jS^ooooo),  quel  que  soit  /3,;  et  par 
une  raison  de  symétrie  évidente,  elle  laissera  immobiles  les  racines 
(0P2O000),...,  (ooooojSe),  quels  que  soient  |32,..m|3«.  Appliquant  de 
nouveau  le  principe  ci-dessus,  on  voit  que  U  laisse  immobiles 

(4  — p„4  — (3„4  — (3„  0,0,0),    (0,0,0, 4  — (34,4  — (3*»  4  — P«) 

et  enfin  (|3|  ^2  Ps  ^4  ^5  |3e).  Donc  U,  laissant  immobile  une  racine  quelconque, 
se  réduit  a  l'unité,  et  S  sera  de  la  forme  1. 

429.  Les  problèmes  de  contacts  traités  par  M.  Clebsch  dans  le  Mémoire 
cité  Tont  conduit  à  un  grand  nombre  d'équations  analogues  a  la  précédente, 
parmi  lesquelles  nous  indiquerons  les  suivantes  : 

i^  L'équation  du  degré  3^^  qui  détermine  les  courbes  du  cinquième  ordre 
dont  les  points  d'intersection  avec  une  courbe  donnée  du  sixième  ordre 
coïncident  trois  à  trois  (§  VU  du  Mémoire); 

2?  Celle  du  degré  4^  dont  dépendent  les  plans  qui  coupent  une  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre  en  quatre  points  consécutifs; 

3^  Celle  du  degré  3*  qui  détermine  les  courbes  gauches  du  quatrième 
ordre  qui  coupent  une  courbe  gauche  du  sixième  ordre  en  douze  points 
coïncidant  trois  à  trois  (§  XVII  et  XVIII  du  Mémoire). 

Le^  raisonnements  qui  précèdent  s'appliquent  sans  difficulté  à  ces  di- 
verses équations,  et  montrent  que  leur  groupe  G  a  ses  substitutions  de  la 
forme 

■ 

430.  Les  facteurs  de  composition  de  G  sont  évidemment  ceux  du  groupe 
linéaire 

I   ^1 ,  ^a, ...       di  X\  -f-  0\  X\  -f-  •  •  . ,  /la  X\  -+-  0\  X<x  -+- .......    | 

déterminés  plus  haut  (127-140),  joints  à  ceux  du  groupe  partiel 

I   X\y  Xiy  ...       Xi  -{-  CCiy  Xi  -j-  d(a,  >  •  •    [, 

lesquels  sont  évidemment  égaux  aux  facteurs  premiers  de  m",  n  étant  le 
nombre  des  indices  a?i,  a?,,...,  et  m  le  nombre  de  valeurs  de  chacun  d'eux. 
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§  III.  —   Droites  situées  sur  les  surfaces  du  quatrième  degré 

A  conique  double. 


431.  Les  surfaces  du  quatrième  degré  qui  possèdent  une  conique  double 
jouissent  de  propriétés  remarquables,  au  sujet  desquelles  M.  Glebsch  a  bien 
voulu  nous  adresser  une  communication  dont  nous  donnons  ici  la  traduc- 
tion (*): 

<  Ces  surfaces  possèdent  cinq  cônes  K  dont  les  arêtes  leur  sont  double- 
ment tangentes.  La  surface  contient  en  outre  seize  droites,  qui  coupent  cha- 
cune ia  courbe  double  en  un  point.  Chacun  des  cônes  K  est  touché  par  les 
seize  droites;  et,  relativement  à  chaque  cône,  les  droites  se  partagent  en 
huit  couples,  ainsi  qu'il  suit.  Chaque  plan  tangent  au  cône  coupe  la  surface 
suivant  deux  coniques,  comme  Ta  montré  M.  Kummer  :  en  faisant  tourner 
le  plan  tangent  autour  du  cône,  on  engendrera  ainsi  deux  faisceaux  de  co- 
niques, complètement  séparés,  et  entre  lesquels  n'existe  aucune  transition. 
Chacun  des  deux  faisceaux  de  coniques  ainsi  correspondants  à  chaque  cône 
contient  quatre  coniques  décomposables  en  deux  droites. 

>  Si  Ton  résout  l'équation  du  cinquième  degré  qui  donne  les  cônes,  puis 
les  cinq  équations  quadratiques  qui  servent  à  séparer  les  faisceaux  de  co- 
niques, on  pourra  ensuite  exprimer  les  droites  rationnellement  :  car,  si  l'on 
prend  arbitrairement  quatre  faisceaux  parmi  ceux  qui  appartiennent  à  quatre 
couples  donnés  de  faisceaux,  ils  n'ont  jamais  qu'une  droite  commune.  On 
n'a  pas  besoin  de  considérer  les  faisceaux  qui  correspondent  au  cinquième 
cône.  Cela  est  mis  en  lumière  dans  le  tableau  suivant,  où  les  chiffres  i,  2,..., 
16  représentent  les  seize  droites,  et  les  chiffres  I,...,  V  les  cônes,  mis  en 
regard  des  couples  de  droites  correspondants  : 


I.... 
IL.. 
III.. 
IV.. 
V  .. 


2,6 
1,6 

1,8 
•»9 


3,  7;  4»  8;  5,  9> 
3, 10;  4'  '1 9  5,  m'f 
2,  10;  4,  i3;  5,  i4; 
2,  II  ;  3,  i3;  5,  i5; 
2, 12;  3,  i4;  4,  i5; 


1, 16;  10,  i5;  II, i4;  12,  i3 

2, 16;  7, 1$;    8,  i4;  9,  i3 

3, 16;  6,  i5;    8, 12;  9,  Il 

4,  16;  6,  i4;     7,  12;  9,  10 

5,  16;  6,  i3;     7,  1 1  ;  8,  10. 


Soient  X|,  >2,  Xg,  X4  quatre  racines  de  l'équation  du  cinquième  degré; 


(*)  roir  le  Journal  de  M.  Borchardt,  t.  LXIX. 
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les  racines  de  Téquation  aux  seize  droites  seront  contenues  dans  la  formule 

û[x„^,i3,ii,  iv'fcM,  =tv?ûô.  ±v?âr)»  ±:v^?ar)], 

où  n  et  9  sont  des  fonctions  rationnelles.  > 

432.  Le  groupe  de  l'équation  X  aux  seize  droites  se  réduit  aux  substitu- 
tions qui  n'altèrent  pas  l'expression 

Q  — 2,6-h3.7H-4-8-f  5.9-+-...-+-5.i6-j-6.i3-h7.uH-8.io. 

En  effet,  soient  ab  l'un  des  termes  de  cette  expression  ;  S  une  substitu- 
tion du  groupe  cherché;  a\  V  les  racines  qu'elle  fait  succéder  à  a,  b.  Les 
deux  droites  a,  b  étant  dans  un  même  plan,  tangent  à  un  cône  singulier,  on 
voit  comme  au  n®  421  que  les  droites  a',  V  jouiront  de  la  même  propriété  : 
donc  àV  est  un  terme  de  9. 

433.  Le  groupe  G  de  la  fonction  9  contient  au  plus  16.  i .  2. 3. 4-  5  substi- 
tutions. Car  son  ordre  est  égal  au  produit  du  nombre  de  positions  distinctes 
que  ses  substitutions  permettent  de  donner  à  la  racine  2,  lequel  est  au  plus 
égal  h  16,  par  l'ordre  du  groupe  partiel  H  formé  par  celles  de  ses  substitu- 
tions qui  ne  déplacent  pas  cette  racine  (44).  Les  substitutions  de  H  permu- 
tent exclusivement  entre  elles  les  cinq  racines  6,  16,  10,  11,  12  qui  se  trou- 
Vent  associées  à  2t  dans  les  termes  de  9.  L'ordre  de  H  est  donc  au  plus  égal 
à  1.2.3.4-50,  0  étant  l'ordre  du  groupe  partiel  I  formé  par  celles  de  ses 
substitutions  qui  laissent  immobiles  les  racines  2,  6,  16,  10,  11,  12.  Mais  la 
racine  i ,  étant  la  seule  qui  soit  associée  a  la  fois  à  6  et  à  16  dans  les  termes 
de  9,  ne  sera  pas  altérée  par  les  substitutions  de  I;  de  même  pour  chacune 
des  autres  racines.  Donc  I  se  réduit  a  la  seule  substitution  i. 

D'autre  part,  on  vérifie  sans  peine  que  G  contient  les  substitutions 

A  =:(2,.i)(io,    7)(ii,8)(iîi,   9),     A.  =  (6,  7)(i4,  ï2)(i3,  ii)(3,  2), 
A,  =  (7,8)(io,ii)(  4,3)(i4,i5),     A3  =  (8,9)(ii,i2)(i3,  i4)(5,4), 

B  =(  9,  i6)(4,  io)(2,  i3)(3,  ii)(5,  0(6,  i2)(  7,  i4)(  8,  i5), 
B.==(i2,  i6)(4,  7)(i,i3.)(3,  8)(5,2)(6,  9)  (10,  i4)(ii,  i5), 
B,  =  (i4,i6)(4,  6)(i,ii)(2,  8)(5,3)(7,  9)(io,  i2)(i3,  i5), 
B,  =  (i5,  i6)(3,   6)(i,io)(2,    7)(5,4)(8,   9)(ii,  i2)(i3,  i4), 

et  leurs  dérivées.  Ces  dérivées  sont  au  nombre  de  16. 2.3.4*5.  En  effet,  la 
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Ibnction  y  est  la  somme  de  dix  fonctions  partielles  a,,  &«;...;  eij,  ftj,  respec- 
tivement formées  par  les  quatre  termes  de  9  qui  correspondent  à  un  même 
faisceau  de  coniques  :  et  Ton  voit  que  les  substitutions  Â»  A«,  Aa»  A3,  B, 
B|,  Es,  B,  permutent  les  unes  dans  les  autres  ces  dix  fonctions  partielles,  et 
leur  font  éprouver  les  déplacements  suivants  : 

.l,  =  (6f,  a,)(ft,  6,)»      <^^'i  =  («a  fla)  (62  fts),      '^o2^={^ia^)(bib^),      0.I.3  =  (/Ï4  ÛTs)  (t«  ^s) 

tfi,  =  («,  h,){ai  6»),     ifl>,  =  (tf,  6,)  {Oi  6j),     ift,,  =  (a,  *s)  («*  ft*),     ift),  =  (a,  b,)  (a^  &s). 

Gela  posé,  les  substitutions  <.i>,  ^i.,  x,,  X3,  combinées  entre  elles,  permet- 
tent de  permuter  d'une  manière  quelconque  les  cinq  couples  de  fonctions 
ai,  &i;..,;  a^,  h^x  et  les  seize  substitutions  de  la  forme  «ub^^ a)l>^/ i^b^^' ^^3  permu- 
teront entre  elles  les  deux  fonctions  de  chaque  couple,  sans  déplacer  ces 
couples.  Donc  Tordre  du  groupe.  J  dérivé  de  «/i»,  .^i,...,  iH.,,  et  a  fortiori 
Tordre  du  groupe  dérivé  de  leurs  correspondantes  A,  A 1,...,  B,  est  au  moins 
égal  à  1.  2.  3.  4*5.  i6. 

434.  Le  groupe  ^  de  Téquation  Y  du  dixième  degré  qui  a  pour  racines 
a^,  &i;...;  a^,  65  ayant  le  même  ordre  que  6,  Téquation  Y  est  équivalente  à 
Téquation  aux  seize  droites.  Donc  les  racines  1,  a,...,  16  sont  des  fonctions 
rationnelles  de  a,,  &i;...;  a,,  b^.  Pour  avoir  la  forme  de  ces  fonctions,  on 
remarquera  que  la  racine.  16  reste  invariable  par  les  substitutions  A,A|, 
Aft,  A3,  respectivement  correspondantes  à  x,  x^^  X^^  A>,.  Donc  cette  racine 
est  une  fonction  symétrique  par  rapport  aux  cinq  couples  a^,  6,;...;  a^,  b^;, 
et  pourra  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  de  la  fonction 

«1  —  fti  H-  a«  —  6j  -h . . .  -h  a»  —  &i, 

invariable  par  les  mêmes  substitutions. 
Soit  donc 

i6r=  <j^  (a,  —  6,  -f-. . .  H-  «$  —  65). 

On  ne  troublera  pas  cette  égalité  en  opérant  ù  la  fois  sur  son  premier 
membre  les  substitutions  dérivées  de  B,  B|,  B,,  Bs  et  sur  son  second  membre  ^ 
les  substitutions  correspondantes  dérivées  de  iA>,all>i,  lil^j,  tA>,;  ce  qui  déter- 
minera les  diverses  racines  1,2,...,  1 6  en  fonction  des  différences  a,  —  6| , . . . , 

«5  — as- 
soient maintenant  X,  une  fonction  symétrique  de  a^,  2»,;  X2,...,  Xj  les 

fonctions  analogues  de  a^,  2^2;...;  a,,  b^.  Toute  fonction  symétrique  des  cinq 

quantités  X  est  invariable  par  les  substitutions  de  ç,  et,  par  suite,  ration- 
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nelic.  bonc  À,,...,  >,  sont  les  racines  d'une  équation  du  cinquième  degré  à 
coefficients  rationnels.  Adjoignons  ces  cinq  quantités  à  l'équation  donnée 
du  dixième  degré.  Cette  équation  sera  décomposée  en<;inq  facteurs  quadra- 
tiques :  car  les  coefficients  de  Téquation  quadratique  qui  détermine  a^^b^^ 
étant  symétriques  en  a^  2^|,  s'expriment  rationnellement  en  X,.  Soient 
9(Xf)f  Ô|(X|)  ces  coefficients  :  les  deux  expressions  nulles 

a|4-0(X.)a,4-e.(i,),     éj-f  e(i.)6. -+- 9.  (X.) 

seront  invariables  par  toutes  les  substitutions  de  G.  Mais  ces  substitutions 
permettent  de  remplacer  a^  6|,  X,  par  a^,  b^,  X2;...;.  as,  b^,  X,.  Donc,  quel 
que  soitTindice  r,  a;,  et  b^  seront  données  par  Téquation  quadratique 

X'  -h  6  (X) a:  -¥-  e^{'kr)  =  o. 

s 

Résolvant  cette  équation,  il  vient 


Or—  br=  V9(^i"), 

^  étant  une  fonction  rationnelle.  Donc  la  racine  16  sera  égale  à 

Les  autres  racines  s'obtiennent  en  opérant  sur  cette  expression  les  substi- 
tutions dérivées  de  iPo,  ift>4,  ift>2»  '^3»  lesquelles  reviennent  à  exécuter  sur  les 
radicaux  des  changements  de  signe  en  nombre  pair. 

Cette  expression  des  racines,  plus  symétrique  que  celle  de  M.  Clebsch, 
contient  une  irrationnelle  de  trop;  car  a^^  b^,  et,  par  suite,  leur  différence 

Vf(Xs),  s'expriment  rationnellement  en  fonction  de  ai,  6|;...;  a^,  b^,  qui 

s'expriment  eux-mêmes  en  fonction  de  X,,...,  X4,  Vy{XJ,...,  V?(^4)« 

435.  Soient  en  général  G  un  groupe  de  substitutions  échangeables  entre 
elles  opérées  sur  p  lettres  a?,  j,...;  Â,  B,  C...  ses  substitutions;  Af,B,, 
C|. ...;...;  A^,  B^,  C^,...  des  substitutions  analogues  respectivement  opérées 
sur  ^r  systèmes  analogues  de  p  lettres,  a?,,  j,, ...;....;  a?^,  j^,....  Soient  en 
outre  A,  B,...  des  substitutions  en  nombre  q,  choisies  arbitrairement  dans 
le  groupe  G,  de  telle  sorte  pourtant  que  leur  produit  donne  l'unité  :  et  for- 
mons la  substitution  A^  B2 JLes  diverses  substitutions  ainsi  construites 

forment  un  groupe  H;  car,  soient  A,  Bj...  et  A\  B^...  deux  de  ces  substitu- 
tions :  leur  produit  fait  subir  aux  lettres  des  divers  systèmes  les  déplace- 
ments représentés  par  A,  A'j,  BjB'a,...,  qui,  effectués  successivement  sur 
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le  système  x^y,...,  donneraient  pour  résultat 

AA'BB'...  =  AB...A'B'...=:i. 

Donc  le  produit  est  Tune  des  substitutions  de  H. 

Si  le  groupe  G  est  transitif,  son  ordre  est  égal  à  p  :  celui  de  H  sera  donc 
égal  à/^^"*.  Car  l'une  des  q  substitutions  partielles  qui  forment  ses  substitu- 
tions est  déterminée  par  les  9  —  i  autres,  qui  peuvent  être  choisies  chacune 
de/>  manières  différentes.  D'ailleurs,  il  est  clair  que  H  est  permutable  aux 
1.2... 9  substitutions  qui  permutent  les  systèmes  a?,, /«, •••;•••'«  ^99  J?»-* 
entre  eux,  en  remplaçant  les  unes  par  les  autres  les  lettres  correspondantes. 
CessubstitutionsJointesàH,  fourniront  donc  un  groupe  I  d'ordre  \.%,..qp^'~\ 

L'équation  de  degré  pq  qui  a  pour  groupe  I  se  décomposera  évidemment 
par  la  résolution  d'une  équation  de  degré  q  en  p  équations  abéliennes, 
telles,  que  la  résolution  de/?  —  i  d'entre  elles  entraînera  celle  de  la  dernière, 
et  par  suite  la  résolution  de  la  proposée.  D'ailleurs  une  fonction  des  racines 
de  la  proposée,  invariable  par  les  1.2... 9  substitutions  que  nous  avons 
jointes  à  H,  dépendra  d'une  équation  du  degré  /)^'*,  équivalente  k  la  pro- 
posée. 

Si  /?  =  2,  y=  5,  on  aura  l'équation  de  M.  Clebsch.  Si  /?  =  2,  y  =  7,  on 
aura,  d'après  le  même  géomètre,  l'équation  qui  donne  les  cent-vingt-huît 
coniques  situées  sur  les  surfaces  du  quatrième  ordre  à  droite  double. 


§  IV.  —  Points  singuliers  de  la  surface  de  M.  Kummer. 

436.  M.  Kummer  a  montré  {Monatsberichte  der  BerUner  Akademie  :  i864), 
qu'iZ  existe  des  surfaces  du  quatrième  degré  à  seize  points  singuliers;  2®  que 
ces  points  sont  situés  six  à  six  sur  seize  plans  tangents  singuliers  y  qui  récipro- 
quement se  coupent  six  à  six  aux  points  considérés. 

Soient 

a    b    c    d 

^    f    g    b 

i     k    l     m 

n    p     q     r 

les  seize  plans.  Prenons  arbitrairement  dans  le  tableau  ci-dessus  une  ligne 
horizontale,  telle  que  efgh,  et  une  colonne  verticale,  telle  que  cglq  :  sup- 
primons le  plan  g  commun  à  cette  ligne  et  à  cette  colonne;  les  six  plans 
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restants  e,/,  h^  c,  l,  q^  formeront  Tune  des  seize  combinaisons  de  six  plans 
concourants. 

Ces  résultats  admis,  ajoutons  ensemble  les  seize  produits,  tels  que  efhdq^ 
respectivement  correspondants  aux  seize  combinaisons  de  plans  :  nous  ob- 
tiendrons une  fonction  du  sixième  degré  : 

<p  =  bcdein  4-  cdafkp  -+-  dabglq  -h  abchmr  -h  fghina  -h  ghekpb 
■+■  heflqc  -4-  efgmrd  -4-  kimnae  -+-  Imipbf  -h  mikqcg-h  iklrdh 
pqraei  4-  qmbfk  -f-  rnpcgl  -h  npqdhm. 


Considérons  maintenant  l'équation  du  seizième  degré  dont  dépendent  les 
plans  singuliers;  et  soient  a,  6,  c>...  ses  racines.  Le  groupe  G  de  Téquation 
ne  contiendra  d'autres  substitutions  que  celles  qui  laissent  invariable  l'ex- 
pression 9  (421  ). 

437.  Ce  groupe  ne  peut  contenir  plus  de  i6.  i5.8.6  substitutions.  En 
effet,  le  nombre  des  systèmes  de  places  différents  où  ses  substitutions  permet- 
tent d'amener  a  et  6  ne  dépasse  pas  [6.  i5.  D'autre  part,  celles  de  ses  sub- 
stitutions qui  laissent  a  et  6  immobiles  laissent  évidemment  invariable  la 
fonction  partielle  ab[chmr-^dglq)  formée  par  ceux  des  termes  de  f  qui 

.  contiennent  ab  en  facteur.  Elles  ne  permettent  donc  de  transporter  c  qu'à 
l'une  des  buit  places  actuellement  occupées  par  c,  A,  m,  r,  d^  g,  /,  q.  Celles 
des  substitutions  de  G  qui  laissent  a,  b,  c  immobiles  laissent  invariable  le 
terme  abchmr;  elles  perntulent  donc  entre  elles  les  trois  racines  ^Tsr,  ce 
qui  ne  peut  se  faire  que  de  six  manières.  Entin,  on  vérifie  immédiatement 
que  toute  substitution  de  6  qui  laisse  a,  6,  c.  A,  m,  r  immobiles  se  réduit  à 
l'unité. 

Mais  G  contient  précisément  i6.  i5.  8.6  substitutions.  Car  on  peut  vérifier 
qu'il  contient  les  suivantes  : 

A  =  {ei){fk){gl)(hm),     B=:(ch)(dg){kn){ip),    C  ={bc)(fg)(kl)(pq), 
D  =  {in){kp)(lq){mr),     E  =  {cd)(gh)(lm){qr),     F  =  {ab){ef){ik){np), 

qui  permettent  d'amener  a  à  une  place  quelconque,  puisfrà  l'une  quelconque 
des  quinze  places  restantes,  puis  c  a  l'une  quelconque  des  huit  places  pré- 
cédemment occupées  par  c,  h,  m,  r,  d,  g^  /,  y,  et  enfin  de  permuter  entre 
elles  d'une  manière  quelconque  les  trois  racines  A,  m,  r. 

438.  Supposons  que  les  seize  racines  actuellement  désignées  par  a,  b, 
c,...  soient  représentées  à  l'avenir  par  une  même  lettre,  affectée  de  quatre 
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indices  x^y^  z,  u,  variables  chacun  de  o  à  i.  On  peut  donner  à  la  racine  a 
les  indices  o,  o,  o,  o,  puis  choisir  lés  indices  correspondants  aux  autres  ra- 
cines de  telle  sorte  que  les  substitutions  A,  B,  C,  D,  E,  F  prennent  les  formes 
suivantes  : 

X=\x,XfS,u    x,y\u,z  |,     B=\x,y,z,u    a: -f- r  "♦- ">  7»  / -♦- ^  "*■  "' **  I  ' 

C  =  \x,x,ZfU    XyX.ZyU  I,     D=|j:,7,«,  M    Xyy^z-\-u,u  |, 

Ces  substitutions  sont  évidemment  contenues  dans  le  groupe  F  dérivé  de  la 
combinaison  du  groupe  abélien  avec  le  groupe  H  formé  des  substitutions 

\  X,  y,  z,  u    X  -^  a,  y  -h  ^,  z  -^  y,  u  -{-  d  \. 

D'ailleurs  l'ordre  de  F  est  égal  à  i6(!î*  — 1)2'(2*  — 1)2;  il  est  donc  égal  a 
l'ordre  de  6;  donc  ces  deux  groupes  sont  identiques. 

439.  Considérons  maintenant  la  fonction 

^        da       do  dr 

« 

Elle  est  évidemment  invariable,  ainsi  que  7,  par  toutes  les  substitutions 
de  6.  D'ailleurs  chaque  terme  de  9  fournissant  six  termes  par  la  différentia- 
tion,  f  '  en  contiendra  quatre-vingt-seize.  Mais  ces  termes  peuvent  être  grou- 
pés seize  à  seize  en  six  systèmes,  en  réunissant  ensemble  ceux  que  les  sub- 
stitutions de  H  permutent  entre  eux.  Et  l'on  vérifie  immédiatement  que 
chacune  des  substitutions  A,  B,  C,  D,  E,  F  dont  G  est  dérivé  remplace  les 
termes  de  chaque  système  par  ceux  d'un  même  système.  Ces  systèmes  sont 
donc  les  racines  d'une  équation  X  du  sixième  degré,  dont  les  coefficients 
sont  invariables  par  les  substitutions  de  G,  et  par  suite  rationnels. 

L'équation  X  étant  supposée  résolue,  le  groupe  de  la  proposée  sera  ré- 
duit à  celles  de  ses  substitutions  qui  n'altèrent  pas  les  systèmes,  c'est-à-dire 
à  celles  de  H:  l'équation  sera  donc  abélienne,  et  quatre  racines  carrées 
achèveront  sa  résolution  (407). 

L'équation  X  appartient  au  type  le  plus  général  des  équations  du  sixième 

degré  :  car  son  ordre  est  au  moins  égal  à  —     '       =1.2.3.4.  5.6. 

440.  En  général  une  équation  de  degré  a^"  dont  le  groupe  est  formé  des 

/|0. 
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substitutions 

■ 

(5)  \  X,  jr,  z,  u,. , .     a;  -h  a,  7 -+-  (3,  z  4-  y,  tt  -f-  â, . . .   |, 

jointes  aux  substitutions  du  groupe  abélien,  se  résout  par  une  équation  du 
degré  a^'^*  —  2"""* ,  et  par  2/1  équations  du  second  degré.  Car  soit /une 
fonction  des  racines,  invariable  par  les  substitutions  (5)  et  variable  par 
toute  autre  substitution.  Son  adjonction  réduit  le  groupe  de  la  proposée 
aux  substitutions  (5).  On  pourra  donc  achever  la  résolution  au  moyen  de  2/1 
équations  du  second  degré.  Mais  le  groupe  de  l'équation  X  dont  dépend  / 
est  isomorphe  sans  mériédrie  au  groupe  abélien,  et  par  suite  au  groupe 
steinerien  de  degré  a*"*"*  —  2*~*  qui  est  isomorphe  à  ce  dernier.  Il  existe 
donc  une  certaine  fonction  des  racines  de  Téquation  X  à  laquelle  les  substi- 
tutions du  groupe  de  X  font  prendre  ît'""''  —  2*^'  valeurs  algébriques  dis- 
tinctes, qu'elles  permutent  suivant  le  mode  steinerien  (68-73).  L'équation 
Y  d'où  dépend  cette  fonction  sera  du  degré  2^"^*  —  2""*,  et  équivalente  à  X. 


§  V.  —  Droites  situées  sur  les  surf^lces  dp  troisikme  degré. 

441.  Steiner  a  fait  connaître  {Journal  de  M,  Borchardt^  t.  LUI)  les  théo- 
rèmes suivants  : 

Toute  surface  du  troisième  degré  contient  vingt-sept  droites; 

Vune  quelconque  d'entre  elles  y  a,  en  rencontre  dix  autres^  se  coupant  elles- 
mêmes  deux  à  deux,  et  formant  ainsi  avec  a  cirhq  triangles.  Le  nombre  total 
des  triangles  ainsi  formés  sur  la  surface  par  les  vingt-sept  droites  est  dé  qua- 
rante-cinq; 

Si  deux  triangles  abc^  a'b'd  n'ont  aucun  côté  commun^  on  peut  leur  en  as- 
socier un  troisième  a"  b''  c"  tel^  que  les  côtés  correspondants  de  ces  trois  trian- 
gles se  coupent j  et  forment  trois  nouveaux  triangles  aaa",  bVb" ,  cc'c'\ 

D'après  cela,  désignons  par  les  lettres  a,  6,  c,  d,  e,/,  g,  hy  1,  A,  l,m  ,  w, 
/?,  q^  r,  Sy  t,  Uy  ml  y  n\p\  q\  r\  s\  t\  uf  les  vingt-sept  droites  :  on  formera 
sans  peine  le  tableau  suivant  des  quarante-cinq  triangles»  où  la  désignation 
des  droites  reste  seule  arbitraire  : 

abc,    ade,      afg,     ahi,    ahl,  bnin,   bpq,    brs,     blu,    cm'n,  cp'q\  er's', 

ct'u',  dmm!,  dpp',   drr',  dtt*,  enn',  eqq\   ess',    euu^,  fmq',  fpn*,  fsl', 

fur',    gnp',    gqm',  gru',  gis',  hms',  hrn\   hqt',  liup',  inr',     ism',    itq', 

ipu,   kmu',    htn',    kqr' ,  hsp',  Int',     lum',  Irq^,   Ips^. 
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Cela  posé,  le  groupe  de  l'équation  aux  vingt-sept  droites  est  contenu  (421) 
dans  le  groupe  G  de  la  fonction 

<p  =  abc  4-  ade-h* . .  -h  (p*'. 

442.  Le  nombre  des  places  distinctes  où  les  substitutions  de  G  permet- 
tent d'amener  a  est  au  plus  égal  à  vingt-sept.  Celles  de  ces  substitutions  qui 
ne  déplacent  pas  à  permutent  les  uns  dans  les  autres  les  cinq  termes  de  f 
qui  contiennent  a  :  elles  amènent  donc  6,  qui  figure  dans  ces  termes,  à  la 
place  de  Tune  des  dix  racines  6,  c^  d,  e,/,  g^  A,  U  ^»  /•  Celles  de  ces  substi- 
tutions qui  ne  déplacent  ni  a  ni  6  n'altéreront  pas  le  terme  abc  qui  contient 
ces  deux  racines;  donc  elles  laissent  c  immobile,  et  font  succéder  d  à  Tune 
des  huit  autres  racines  d,  6,/,  g.  A,  i,  ^,  /  qui  figurent  dans  les  quatre  au- 
tres termes  de  9  qui  contiennent  a.  Celles  de  ces  substitutions  qui  ne  dé- 
placent pas  a,  &,  c,  d  n'altèrent  pas  les  coefficients  de  leurs  diverses  puis- 
sances dans  la  fonctitin  9.  Elles  laissent  donc  invariables  6,  y^+At-f-  kl^ 
mn -h pq -h  rs -h  tu,  mm^  -{-pp'  -h  rr'  -h^/',....  Elles  permutent  donc  exclu- 
sivement entre  elles  les  quatre  racines  m,/?,  r,  t  communes  aux  deux  der- 
nières expressions  ci-dessus;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  de  vingt-quatre 
manières.  On  voit  de  même  que  celles  des  substitutions  de  G  qui  laissent  a, 
b,  £/,  m,  p,  r,  /  immobiles  se  réduisent  à  la  seule  substitution  i . 

L'ordre  de  G  ne  peut  donc  dépasser  27.io.8.:24.  Mais  il  est  égal  à  ce 
chiffre,  car  on  vérifie  de  suite  que  G  contient  lea  substitutions 

\=(amu){cnt){gq'r')  (is'p')    (u'id)    (m'ek), 
B={bhk){cil)   ipi'r')    (115V)  (p7r)     (n'su), 
C  =(rfM)  [eil)   {m's'u')  (pus)     (nV/')  (ç/r), 
D  =:  (ghk)  {fil)  {u'mV)  {mtr)     (m'/V)  {nus), 

E  =  (/A/r)  {gil)   {p'r't'){prt)      {q'sW){qsu), 
F  =  {hk){il){r'r){s'u'){rt){su), 

dont  les  cinq  premières,  combinées  entre  elles,  permettent  évidemment  de 
faire  succéder  a  à  l'Une  quelconque  des  vingt-sept  racines.  Les  substitutions 
B,  C,  D,  E  permettent  ensuite,  sans  déplacera,  d'amener  6  à  la  place  de 
l'une  quelconque  des  dix  racines  b,  c,  d,  e,/,  g.  A,  i,  k,  L  Puis  les  substi- 
tutions C,  D,  E  permettent,  sans  déplacer  a,  6,  de  faire  succéder  d  à  l'une 
quelconque  des  huit  racines  d,  e,  /,  g.  A,  1,  k,  /.  Les  substitutions  D,  E,  qui 
ne  déplacent  pas  a,  6,  </,  permettent  de  faire  succéder  m  etp  a  deux  queK 
conques  des  quatre  racines  m,  p,  r,  /,  ce  qui  donne  pour  ces  racines  douze 
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systèmes  de  places  distincts.  Enfin  la  dernière  substitution  permet  de  per- 
muter entre  elles  les  deux  racines  restantes  r  et  U  sans  déplacer  a,  b^  d, 
/n,  p. 

Donc  G  ne  contient  pas  moins  de  27.10.8.12.21  substitutions;  en  outre,  le 
groupe  partiel  H  dérivé  des  seules  substitutions  A,  B,  G,  D,  E  en  contient 
au  moins  27. 10.8. 12.  Nous  allons  prouver:  i*' qu'il  en  contient  précisé- 
ment ce  nombre;  2^  qu'il  est  permutable  à  toutes  les  substitutions  de  G. 

443.  Chacune  des  substitutions  de  G»  transformant  les  uns  dans  les  au- 
tres les  divers  termes  de  (f^  équivaut  à  un  certain  déplacement  opéré  entre 
ces  termes.  Les  divers  déplacements  ainsi  équivalents  aux  diverses  substi- 
tutions de  G  forment  un  groupe  G^  dont  les  substitutions  correspondent 
une  à  une  à  celles  de  G.  Celles  des  substitutions  de  G|  qui  résultent  d'un 
nombre  pair  de  transpositions  entre  les  termes  abc^  ade^...  forment  un 
groupe  partiel  5,  permutable  aux  substitutions  de  G,. .Les  substitutions  cor- 
respondantes du  groupe  G  forment  un  groupe  5»  permutable  aux  substitu- 
tions de  G.  En  effet,  soient  S,  S'  deux  substitutions  de  £;  S,,  S'^  les  substi- 
tutions correspondantes  de  5i  :  S,  S'j  faisant  partie  de  5i,  sa  correspon- 
dante SS'  fera  partie  de  la  suite  5»  laquelle- formera  ainsi  un  groupe.  D'autre 
part,  soient  T  une  substitution  quelconque  de  G,  T|  sa  correspondante  : 
Tr*S,T<  faisant  partie  de  5o  sa  correspondante  T"*  ST  fera  partie  de  5; 
donc  T  sera  permutable  à  5. 

Or  on  vérifie  sans  difficulté  que  chacune  des  substitutions  A,  B,  C,  D,  E 
équivaut  à  un  nombre  pair  de  transpositions  entre  les  termes  abc^  adcy.... 
Donc  H,  qui  en  dérive,  est  contenu  dans  ^.  Au  contraire,  la  substitution  F, 
équivalant  à  un  nombre  impair  de  transpositions,  n'est  pas  contenue  dans 
ce  groupe.  Donc  5,  dont  l'ordre  est  un  diviseur  de  celui  de  G,  renferme  au 
plus  la  moitié  des  substitutions  de  ce  dernier  groupe.  Mais  il  contient  H, 
qui  en  renferme  la  moitié  :  ces  deux  groupes  sont  donc  identiques. 

444.  Les  facteurs  de  composition  de  G  sont  évidemment  2  et  les  facteurs 
de  composition  de  H.  Mais  ce  dernier  groupe  est  simple.  Soit  en  effet  I  un 
groupe  contenu  dans  H  et  permutable  à  ses  substitutions  :  on  prouvera  par 
des  considérations  analogues  à  celles  des  n^'  268  et  283  que  I  contient  : 
1^  une  substitution  qui  ne  déplace  pas  a;  2^  une  substitution  qui  ne  dé- 
place pas  a,  6;  3^  une  substitution  qui  ne  déplace  pas  a,  6,  d\  4^  la  substi- 
tution E;  5°  les  substitutions  A,  B,  C,  D,  E,  transformées  des  puissances 
de  E  par  les  substitutions  de  H. 
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Nous  nous  bornons  à  indiquer  ce  procédé  direct  de  démonstration,  la  pro- 
position à  établir  devant  se  retrouver  plus  loin  (502). 

445.  L'équation  aux  vingt-sept  droites  a  plusieurs  réduites  remarquables» 
signalées  par  divers  géomètres. 

i''  Prenons»  par  exemple,  pour  inconnue  de  la  question  le  plan  du  triangle 
formé  par  trois  droites  qui  se  coupent  :  ces  triangles  étant  au  nombre  de 
quarante-cinq,  on  aura  une  équation  du  quarante-cinquième  degré,  équiva- 
lente à  1^  proposée. 

a**  On  peut  déterminer  de  ^         manières  différentes  un  système  de  deux 

triangles  qui  n'aient  aucune  droite  commune;  a  chaque  semblable  Système 
correspond  un  triangle  associé  (441).  Réciproquement,  chaque  système  de 
trois  triangles  associés  [trièdre  de  Steiner)  correspond  aux  trois  combinai- 
sons deux  à  deux  des  triangles  qui  les  forment.  Le  nombre  total  des  triè- 

dres  sera  donc      '  ^«  On  peut  d'ailleurs  les  grouper  par  paires  {doubles  trie- 

dres)  en  réunissant  ensemble  ceux  qui  contiennent  les  mêmes  droites.  Enfin 
les  doubles  trièdres  peuvent  être  associés  trois  a  trois,  en  réunissant  en- 
semble ceux  qui  n'ont  aucune  droite  commune.  Prenant  pour  inconbue 
ce  système  de  trois  doubles   trièdres,  on  aura  une  équation  de  degré 

i5  32 
~^'    ^  =  4o,  et  équivalente  à  la  proposée. 

3**  On  peut  déterminer  de  ^'^'^    manières  différentes  une  paire  de  droites 

qui  ne  se  coupent  pas.  On  peut  d'ailleurs  grouper  ces  paires  six  k  six  [dou- 
bles-six  de  Schiâfli),  de  telle  sorte  que  les  droites  d'une  paire  rencontrent 
chacune  une  droite  de  chaque  autre  paire  du  double-six.  Les  doubles-six 

dépendent  donc  d'une  équation  du  degré    ^'     =  36,  qui  sera  encore  équi- 

valente  à  la  proposée. 

Aucune  réduite  d'un  degré  inférieur  au  vingt-septième  n'ayant  été  ren- 
contrée jusqu'ici,  on  était  fondé  à  penser  qu'il  est  impossible  de  ramener 
la  résolution  de  l'équation  aux  vingt-sept  droites  à  celle  d'une  équation 
d'un  degré  inférieur.  Nous  allons  en  effet  prouver  cette  proposition. 

446.  En  effet,  si  un  semblable  abaissement  de  degré  pouvait  avoir  lieu, 
il  aurait  lieu  a  ybr/ion  après  l'adjonction  de  la  racine  carrée  qui  réduit  le 
groupe  de  la  proposée  à  H.  Supposons  donc  cette  adjonction  opérée  :  soient 
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E27  i'équatioD  aux  vingt-sept  droites,  Ej  celle  des  équations  équivalentes 
dont  le  degré  d  est  minimum  :  cette  dernière  équation  sera  irréductible  et 
primitive.  En'effet,  ses  racines  sont  des  fonctions  rationnelles  de  celles 
de  E27  (380).  Si  donc  Ej  n'était  pas  irréductible,  elle  se  décomposerait 
en  facteurs  irréductibles  de  degré  inférieur  à  d;  et  la  résolution  d'un  seul 
de  ces  facteurs,  faisant  connaître  des  fonctions  des  racines  de  E2T  qui  aupa- 
ravant n'étaient  pas  rationnelles,  abaisserait  le  groupe  de  cette  équation. 
Mais  ce  groupe  H  est  simple  :  donc  Téquation  E37  serait  complètement  ré- 
solue; donc  d  ne  serait  pas  le  minimum  supposé.  D'autre  part,  si  E^  n'était 
pas  primitive,  ses  racines  se  grouperaient  en  systèmes,  dépendant  d'une 
équation  dont  le  degré  divise  d,  et  la  résolution  de  cette  dernière  équa- 
tion, abaissant  le  groupe  de  E27,  la  résoudrait  complètement;  donc,  ici 
encore,  d  ne  serait  pas  minimum. 

Cela  posé,  Tordre  du  groupe  G^  de  E^  est  égal  à  celui  du  groupe  de  E27, 
lequel  est  0  =  27.10.8.6.12  (443);  mais  il  est  divisible  par  d^  et  divise 
1.2...  rf.  Donc  si  rf<  27,  il  sera  l'un  des  nombres  24,20,18,  16,  i5,  12, 
10,9. 

447.  //  n^ existe  aucune  réduite  de  degré  24»  18  ou  12.  Car  soit,  pour  fixer 
les  idées,  é/=  24.  Adjoignons  à  l'équation  E24  une  de  ses  racines,  x  :  l'équa- 
tion E2J  qui  détermine  les  vingt-trois  racines  restantes  a  son  groupe  G23 

formé  des  substitutions  qui  laissent  x  immobile,  et  son  ordre  est  égal  à  -^i 

nombre  divisible  par  les  nombres  premiers  2,  3,  4-  Les  équations  irréduc- 
tibles dont  elle  est  le  produit  ont  donc  leur  ordre  divisible  par  ces  trois 
nombres  premiers,  à  l'exclusion  de  tous  les  autres  (397).  Donc  chacune  de 
ces  équations  est  du  degré  5  au  moins;  en  outre,  aucune  d'elles  n'a  pour 
degré  7,  8  ou  9,  car  son  ordre  ne  pourrait  être  divisible  par  5  sans  l'être 
par  7  (398);  enfin  aucune  d'elles  n'a  son  degré  divisible  par  un  nombre  pre- 
mier autre  que  2,  3,  5,  car  ce  nombre  premier  diviserait  son  ordre.  D'après 
cela,  les  seules  hypothèses  admissibles  pour  les  degrés  de  ces  facteurs  irré- 
ductibles sont  les  suivantes  :  18  et  5;  12,  6  et  5;  6,  6,  6  et  5. 

Mais  ces  hypothèses  elles-mêmes  doivent  être  rejetées.  Considérons,  par 
exemple,  la  première  (les  mêmes  raisonnements  s'appliqueraient  aux  deux 
autres).  Supposons  que  E23  soit  le  produit  de  deux  facteurs  E^,  et  E5  ayant 
respectivement  pour  racines  7,,...,  y^ g  etx^,...,x^.  L'ordre  du  groupe  par- 
tiel n^^  formé  par  celles  des  substitutions  de  Ga*  qui  laissent  immobiles  x 

et  x^  sera  -7-^  et  celui  du  groupe  partiel  A^"^  formé  par  celles  de  ces  substitu- 
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lions  qui*  laissent  immobiles  x  et  Vv  sera  —, — 5-  Soit  maintenant  S  une 

substitution  de  G24»  qui  remplace  x  par  x^y  ^t  soient  z  une  autre  racine 
quelconque  de  E24,  u  la  racine  que  S  lui  fait  succéder.  Le  groupe  formé  par 
les  substitutions  qui  laissent  x^  et  u  immobiles  est  le  transformé  par  S  de 
celui  dont  les  substitutions  laissent  x  el  z  immobiles  :  il  contiendra  donc 

~I~5  ^^  ~J — 8  substitutions,  suivant  que  z  sera  Tune  des  racines  a?^--»  ^s» 

ou  l'une  des  racines y<,...,j, g. 

Or  l'équation  E5  ayant  son  ordre  divisible  par  3,  son  groupe  est  trois  fois 
transitif  (398);  donc  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  G2S  qui 
laissent  immobiles  deux  quelconques  de  ses  racines,  x^  et  x^r,  a  pour  ordre 

-T-^-T*  Le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  G24  qui  jouissent 

de  cette  propriété,  contenant  celui-là,  a  pour  ordre  un  multiple  de  ce 

nombre;  donc  il  ne  peut  avoir  pour  ordre  -7 — g-,  donc  les  cinq  racines  telles, 

que  le  groupe  partiel  formé  par  celles  des  substitutions  de  0^4  qui  laissent 

immobiles  l'une  d'elles  en  même  temps  que  x^  ait  pour  ordre  -/-g»  sont 

a:,  07,,..,,  a7j4-,,  x^^t^....  Mais  S  les  fait  succéder  aux  cinq  racines  a:,,...,  x^, 
qui  jouissent  de  la  même  propriété  par  rapport  à  x.  Donc  S  permute  ex- 
clusivement entre  elles  les  six  racines  x^  o?!,...,  x^;  d'où  l'on  déduirait 
comme  au  n°  396,  que  E24  n'est  pas  primitive^  ce  qui  est  contraire  au  nu- 
méro précédent. 

448.  //  n  existe  aucune  réduite  de  degré  20,  i5  ou  10.  Car  s'il  existait, 
par  exemple,  une  réduite  du  vingtième  degré,  le  groupe  5  formé  par  celles 

des  substitutions  de  H  qui  laissent  sa  racine  invariable  aurait  pour  ordre  —9 
et  le  groupe  K  formé  par  celles  des  substitutions  de  H  qui  laissent  immo- 
bile la  racine  a  ayant  pour  ordre  —  »  l'ordre  du  groupe  dc  formé  par  les  sub- 

stitutions  communes  à  5  et  à  K  serait  »  ou  le  vinglième  de  l'ordre 

,27.20  ^ 

de  K  (393). 

Cela  posé,  les  substitutions  de  K  sont  de  la  forme  k^B^\  A,,  Aat ...  élant 
des  substitutions  partielles  qui  permutent  ensemble  les  dix  racines  b,  c,  d, 
e,y*,  g^  h,  i,  A,  /,  et  Bf ,  B29...  des  substitutions  opérées  en  même  temps  sur 
les  seize  autres  racines  :  d'ailleurs  on  voit  sans  peine  qu'aucune  sub^titu^ 

4i 
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tion  de  K  (à  l'exception  de  l'unité)  ne  laisse  les  dix  premières  racines  im- 
mobiles à  la  fois.  Soient  en  particulier  x^  ip«>|,  <A>2i^2f...  les  substitutions 
de  se  :  le  groupe  DC'  formé  par  les  substitutions  partielles  x^  Jt,2...-  opérées 
sur  les  dix  premières  racines  sera  évidemment  contenu  dans  le  groupe  K' 
formé  par  les  substitutions  partielles  A|,  Àa»'..,  et  contiendra  un  vingtième 
du  nombre  total  de  ses  substitutions. 

Or  on  voit  immédiatement  que  K\  dérivé  des  substitutions 

{bhk)[cil),    {dhh](eil),    {glik)[fH).    (fhk){gil), 

contient  :  i^  les  substitutions  qui  résultent  d*un  nombre  pair  de  transposi- 
tions entre  les  cinq  systèmes  binaires  bc^  de, /g,  hi,  kl:  a^  les  substitutions 
qui  ne  déplacent  pas  les  systèmes,  mais  permutent  ensemble  les  deux  ra- 
cines dans  un  nombre  pair  de  systèmes.  On  reconnaît  en  outre  facilement 
que  tout  groupe  tel  que  9C',  contenu  dans  K'  et  contenant  le  vingtième  de 
ses  substitutions,  contient  le  groupe  L'  formé  par  ces  dernières,  substitu- 
tions. D'ailleurs  L'  est  permutable  aux  substitutions  de  K';  et  réciproque- 
ment tout  groupe  contenu  dans  K'  et  permutable  à  ses  substitutions  est  con- 
tenu dans  L'. 

'  Les  substitutions  de  K  et  de  K'  se  correspondent  évidemment  une  à  une, 
de  telle  sorte  qu'au  produit  de  deux  substitutions  correspond  le  produit  de 
leurs  correspondantes.  Le  groupe  DC ,  formé  des  substitutions  de  K  dont  le  pre- 
mier facteur  appartient  à  dc',.  contiendra  le  groupe  L  formé  des  substitutions 
de  K  dont  le  premier  facteur  appartient  à  L'  :  donc  5,  qui  contient  dc,  con- 
tiendra L.  En  outre,  L  sera  permutable  aux  substitutions  de  K,  et  récipro- 
quement tout  groupe  contenu  dans  K  et  permutable  à  ses  substituions  sera 
contenu  dans  L. 

Soient  maintenant  S  une  substitution  quelconque  de  H;  a;  la  racine  par 
laquelle  elle  remplace  a  :  elle  transformera  K,  L  en  deux  autres  groupes  K|, 
L|,  qui  jouent  par  rapport  à  la  racine  a^  le  même  rôle  que  K,  L  par  rapport 
à  la  racine  a.  Raisonnant  comme  précédemment,  on  voit  que  5  contiendra 
les  transformées  des  substitutions  de  L  par  une  substitution  quelconque 
de  H;  mais  ce  dernier  groupe  étant  simple^  ces  transformées,  combinées 
entre  elles,  le  reproduisent  tout  entier.  Donc  5,  au  lieu  de  contenir,  comme 
il  le  faudrait,  le  vingtième  des  substitutions  de  H,  se  confondrait  avec  lui. 

449.  //  n  existe  aucune  réduite  du  degré  16.  S'il  en  existait  une,  E,ft, 
soient  E15  l'équation  qui  donne  quinze  de  ses  racines  après  l'adjonction  de 
la  seizième,  6,5  son  groupe,  O15  son  ordre  :  on  voit,  comme  au  n**  447,  que 
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si  Ë,5  n-est  pas  irréductible,  elle  se  décompose  en  deux  facteurs  du  dixième 
et  du  cinquième  degré,  ou  en  trois  facteurs  du  cinquième. 

Mais  E|5  ne  peut  se  décomposer  en  trois  facteurs  du  cinquième  degré  : 
car  Tordre  de  £,«  diviserait  (i.2...5)'.i6  et  ne  pourrait  être  égal  à  fî. 

Supposons  maintenant  E|5==EfoE!s*  L'équation  du  cinquième  degré  E5, 
ayant  son  ordre  O5  divisible  par  3,  a  son  groupe  G5  trois  fois  transitif:  d'ail- 
leurs O5,  divisant  -g?  n'est  pas  divisible  par  8;  donc  le  groupe  G5  es^ alterné. 
Cela  posé,  soient  G<o  le  groupe  de  E,o,  Oio  son  ordre  :  ou  aura  évidemment 
—  ==0,5  =  OioP»  P  étant  l'ordre  du  groupe  partiel  T  formé  par  celles  des 

substitutions  de  G15  qui  ne  déplacent  pas  les  racines  de  Ei©.  Ce  dernier 
groupe  est  évidemment  contenu  dans  G5  et  permutable  à  ses  substitutions; 
et  le  groupe  Gj  étant  simple,  r  se  confond  avec  lai  ou  ne  contient  d'autre 
substitution  que  l'unité.  Mais  si  T  se  confondait  avec  G5,  P  serait  divisible 

par  5  et  0,oP  par  25,  tandis  que  -^  ne  Test  pas.  Il  faut  donc  admettre  la  se- 
conde hypothèse,  d'où  P  =  i ,  —  =  O,©- 

Cela  posé,  adjoignons  à  l'équation  E|o  une  de  ses  racines,  &  :  l'équa- 
tion E9  qui  détermine  les  autres  aura  pour  ordre  -g —  =  2.3*.  Il  faut  évi- 
demment pour  cela  qu'elle  soit  irréductible,  mais  que  l'équation  Eg  obtenue 
en  s'adjoignant  une  nouvelle  racine  se  décompose  en  facteurs  irréductibles 
ayant  chacun  pour  degré  i,  2,  3  ou  6.  L'ordre  de  Eg  devant  être  égal  à  2.3^ 
l'un  au  moins  de  ces  facteurs  aura  pour  degré  3  ou  6,  et  il  est  aisé  de  voir 
que,  quelque  hypothèse  qu'on  fasse  sur  les  degrés  de  ces  facteurs,  l'équa- 
tion E9  sera  non  primitive  (395).  Cela  posé,  soient  a,  |3,  7;  a',  /5',  7';  a",  /3'', 
y  ses  racines  :  on  voit  immédiatement  que  l'ordre  de  E^  ne  peut  être  égal  à 
2.3*  que  si  son  groupe  G»  est  dérivé  des  substitutions 

Il  est  facile  maintenant  de  prouver  Timpossibilité  du  groupe  G|o.  Ce 
groupe,  étant  deux  fois  transitif,  contiendrait  une  substitution  S  qui  rem- 
place a,  /3,  7  par  â,  |3,  et  par  une  autre  racine  s  (différente  ou  non  de  a  et 
de  7)  :  et  Gto  contiendrait  la  substitution  (c^jSe),  transformée  de  {oc^y)  par  S. 
Soient  maintenant^  une  autre  racine  quelconque;  T  une  substitution  de  G,o 
qui  remplace  Ç  par  (J;  a,,  jSo  7^  ^t*  «i  'es  racines  que  T  fait  succéder  à  a,. 
p,  7,  (?,  s  :  les  substitutions  (c^i^isO»  (^<P*70»  transformées  de  {^f^s),  (oc^y) 

4f. 
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par  T,  ne  déplaçant  pas  c^,  appartiendraient  à  G9  :  résultat  absurde,  car  le 
groupe  dérivé  de  ces  deux  substitutions,  alterné  par  rapport  à  «m  /^m  7m  ^i» 
ayant  son  ordre  divisible  par  4*  ne  peut  être  contenu  dans  Go»  dont  Tordre 
est  2.3*. 

450.  Supposons  maintenant  Téquation  £«$  irréductible  et  primitive.  Âd- 
joignons-lui  une  de  ses  racines,  x;  Téquation  E|«  qui  donne  les  racines  res- 
tantes atirait  pour  ordre  0^4=  -^ — ^  =  4.27,  et  se  décomposerait  en  fac- 
teurs irréductibles  dont  Tordre  divise  ce  nombre,  et  admet  les  diviseurs 
premiers  2  et  3.  On  aurait  donc  deux  facteurs  du  quatrième  degré  avec  un 
du  sixième,  ou  avec  deux  du  troisième. 

1°  Ces  deux  hypothèses  doivent  être  rejetées.  En  effet,  considérons 
d'abord  la  première.  Soient  E^,  E^,  Ee  les  trois  facteurs  de  E14.  L'ordre 
de  E»  étant  premier  à  5,  Téquation  E5  qui  s'en  déduit  par  l'adjonction 
d'une  de  ses  racines  sera  décomposable  en  plusieurs  facteurs  irréductibles, 
et  de  quelque  manière  qu'on  imagine  que  cette  décomposition  ait  lieu,  on 
arrivera  à  cette  conclusion  que  Ee  n'est  pas  primitive  (395).  Les  racines  se 
grouperont  donc  deux  à  deux  en  trois  systèmes,  ou  trois  à  trois  en  deux 
systèmes. 

Le  premier  cas  est  inadmissible  :  car  O14  serait  divisible  par  8  ou  ne  le 

serait  pas  par  27,  et,  par  suite,  ne  saurait  se  confondre  avec  -tt — ^-  En  ef- 
fet, 0|4  est  égal  au  produit  de  Oo,  ordre  de  E^,  par  P,  ordre  du  groupe  T 
formé  par  celles  des  substitutions  de  G14  qui  ne  déplacent  pas  les  racines 
de  Eo.  Chaque  substitution  de  ce  dernier  groupe  est  le  produit  de  deux  sub- 
stitutions partielles  opérées  respectivement  sur  les  racines  de  E^  et  de  E^  : 
et  son  ordre  est  évidemment  divisible  par  Tordre  P'  du  groupe  V  formé 
par  les  premières  substitutions  partielles.  Mais  F  est  contenu  dans  lé 
groupe  G\  de  Téquation  K4  et  évidemment  permutable  à  ses  substitutions. 
D'ailleurs  G^  ayant  son  ordre  divisible  par  4  et  par  3,  et  non  par  8,  est  al- 
terné; et  Ton  voit  immédiatement  qu'il  y  a  en  tout  trois  groupes  contenus 
dans  G4  et  permutables  à  ses  substitutions,  lesquels  ont  respectivement 
pour  ordre  12,  4  et  i.  Donc  P'  =  i2,  4  ou  i.  Mais  O5  étant  divisible  par  6, 
0,4=  O5P  sera  divisible  par  8  si  P'>  i.  On  doit  donc  admettre  que  F  se 
réduit  à  la  seule  substitution  i.  On  voit  de  même  que  le  groupe  T"  formé 
par  les  secondes  substitutions  partielles  se  réduit  à  la  seule  substitution  i. 
Mais  alors  on  aura  0,4  =  06»  et  ce  nombre  divisant  1.2.3.(1.2)'  ne  sera  pas 
divisible  par  27. 
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Supposons,  au  contraire,  que  les  racines  de  E^  se  groupent  trois  à  trois 
en  deux  systèmes.  On  aura  O^^  =  aR,  R  étant  Tordre  du  groupe  I  formé  par 
celles  des  substitutions  de  Gm  qui  ne  déplacent  pas  ces  deux  systèmes.  Mais 
chaque  substitution  de  I  est  le  produit  de  trois  substitutions  partielles,  opé- 
rées respectivement  sur  les  racines  de  E4,  de  E^  et  de  Eo-  Soit  V  le  groupe 
formé  par  les  premières  substitutions  partielles;  il  est  clair  qu'il  contie*ndra 
au  moins  six  des  douze  substitutions  du  groupe  alterné  G^  :  d'ailleurs  I  étant 
permutable  aux  substitutions  de  G,*,  V  le  sera  a  fortiori  à  celles  de  G4;  donc 
r  contient  les  douze  substitutions  de  G^.  Cela  posé,  R  étant  évidemment  di- 
visible par  l'ordre  de  F,  0,4  le  sera  par  8,  ce  qui  est  inadmissible. 

2^  Il  reste  à  examiner  le  cas  où  E^  se  décomposerait  en  deux  facteurs  du 
quatrième  et  deux  du  troisième  degré.  Mais  l'impossibilité  de  cette  hypo- 
thèse (l'équation  E<5  étant  supposée  primitive)  se  démontre  par  des  consi- 
dérations toutes  semblables  à  celles  du  n®  447. 

451 .  Il  nous  reste  à  démontrer  que  E45  ne  peut  être  à  la  fois  irréductible 
et  non  primitive.  Si  cela  avait  lieu,  ses  racines  se  grouperaient  cinq  à  cinq 
en  trois  systèmes,  ou  trois  à  trois  en  cinq  systèmes.  Examinons  successive- 
ment ces  deux  cas. 

I**  Si  les  racines  de  E,5  formaient  trois  systèmes,  son  groupe  G, 5  aurait 
pour  ordre  mP,  m  étant  le  nombre  de  positions  différentes  que  ses  substitu- 
tions donnent  aux  systèmes,  et  P  l'ordre  du  groupe  I  formé  par  celles  des 
substitutions  de  G15  qui  ne  déplacent  pas  ces  systèmes.  Ces  dernières  sub- 
stitutions sont  de  la  forme  A^!^^ A^^^ A^^^ ;  A'j,  A",,...  étant  des  substitutions 
partielles  opérées  sur  les  racines  du  premier  système;  Aj,  Ag,...»  et  A3, 
A3,...  d'autres  substitutions  partielles  opérées  en  même  temps  sur  les  ra- 
cines du  second  et  du  troisième  système. 

Soient  respectivement  I,,  la,  Ij  les  groupes  formés  par  (es  substitutions 
partielles  A'j,  A'^,^.;  A\,A\,...;  A3,  A3,...;  B'aBg,  B2B3....  celles  des  sub- 
stitutions de  I  qui  ne  déplacent  que  les  racines  des  deux  derniers  systèmes; 
K  le  groupe  formé  par  ces  substitutions;  K2  le  groupe  formé  par  les  substi- 
tutions partielles  B'^,  Bj,...;  soit  enfin  L  le  groupe  formé  par  celles  des  sub- 
stitutions de  I  qui  ne  déplacent  que  les  racines  du  troisième  système.  Il  est 
clair  que  K  est  contenu  dans  I  et  permutable  à  ses  substitutions  :  donc  a 
fortiori  Kj  est  contenu  dans  la  et  permutable  a  ses  substitutions.  De  même 
L  est  contenu  dans  I,,  et  permutable  à  ses  substitutions. 

Les  groupes  !<,  la,  I,  ont  leur  ordre  divisible  par  5.  En  effet,  l'ordre  de  I 
est  évidemment  égal  au  produit  dés  ordres  /?,  9,  r  des  groupes  I»,  Ka,  L. 
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Mais  E, 5  a  pour  ordre  0,5=  -g  =  2*.3\5  =  mpqr.  D'ailleurs '/w'dîvise  1.2. 3; 

donc  un  des  nombres  p,  q,  r,  et  un  seul,  est  divisible  par  5.  Supposons 

que  y,  par  exenf)ple,  soit  divisible  par  5  :  I2,  contenant  K2,  aura  a  fortiori 
son  ordre  divisible  par  5.  D'ailleurs  G,s  contient  une  substitution  S  qui  rem- 
placT3  les  racines  du  second  système  par  celles  du  premier:  cette  substitu- 
tion transforme  I2  en  !«;  donc  p^  ordre  de  I|,  est  divisible  par  5.  De  même 
pour  Tordre  de  I,. 

Le  nombre  p  étant  divisible  par  5,  comme  on  vient  de  le  voir,  çr  et  r  ne 
léseront  pas.  Ils  se  réduiront  donc  à  runité;car  si^,  par  exemple,  était  >  i, 
les  racines  du  second  système  pourraient  être  partagées  en  classes,  en  réu- 
nissant ensemble  celles  que  les  substitutions  de  K2  permutent  cQtre  elles  : 
cela  posé,  les  substitutions  de  I2»  étant  permutables  à  K2,  permuteraient 
exclusivement  entre  elles  les  racines  appartenant  aux  classes  les  moins  nom- 
breuses; donc  I2  ne  serait  pas  transitif,  et  son  ordre  ne  pourrait  être  divi- 
sible par  5. 

Soit  donc  9  =  r  =  f  :  0|$,  se  réduisant  à  m/7,  divisera  i!2.3.  i.a.3.4.5  et 

ne  pourra  être  égal  à  -g»  comme  cela  devrait  être. 

452.  2*^  Si  les  racines  de  E15  formaient  cinq  systèmes,  -g  =0,5  serait 

encore  égal  à  mP,  m  étant  le  nombre  de  positions  différentes  que  les  sub- 
stitutions de  G, 5  donnent  aux  systèmes,  et  P  l'ordre  du  groupe  I. 

Supposons  d'abord  que  m  soit  divisible  par  3  :  les  déplacements  des  sys- 
t.èmes  formeront  un  groupe  de  degré  5,  transitif  et  dont  l'ordre  est  divisible 
par  3  :  ce  groupe  sera  donc  trois  fois  transitif  :  et  son  ordre  n'étant  pas  divi- 
sible par  8,  il  sera  alterné.  On  aura  donc  m  =  5.4.3,  d'où  P  =  27.  Ce  résul- 
tat est  impossible.  En  effet  chaque  substitution  de  I  devrait  être  de  la  forme 
A**A2'A3'A4*A^»;  A|,...,  A5  désignant  des  substitutioi\3  circulaires  effec- 
tuées respectivement  entre  les  racines  du  premier,...,  du  cinquième  sys- 
tème, et  «<,...,  «5  des  entiers  nuls  ou  positifs;  et  Ton  aurait  P=:/iO»  /»  étant 
le  nombre  de  systèmes  de  valeurs  non  congrues  suivant  le  module  3  que 
prennent,  dans  les  substitutions  de  I,  les  entiers  ««,  0^2,  lequel  divise  9,  et  Q 
le  nombre  des  substitutions  de  I  qui  se  réduisent  à  la  forme  Aj"  A^'A^*.  Donc 
Q  >  I,  et  I  contient  une  substitution  S  de  cette  dernière  forme,  autre  que 
l'unité.  Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  dans  S  les  valeurs  de  oc^, 
«4  diffèrent  de  o(mod.  3).  Transformons  cette  substitution  par  celles  de  0,5 
qui  laissent  immobiles  les  troisième  et  quatrième  systèmes»  en  remplaçant 
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le  cinquième  par  le  premier  et  par  le  second.  On  obtiendra  deux  transformées 
telles  que  A^3*A';A%  A^i  A\*  A^a';  |3,,  ^^,  7,,  y^  étant  des  entiers  différents  de 

o(mod.  3).  Cela  posé,  deux  des  trois  rapports  -  »  ^>  ^  seront  nécessairement 
congrus  par  rapport  à  3.  Soit,  par  exemple*  ê^^—-.  Les  deux  dernières  sub- 


2     ' 


stitutions  ci-dessus,  combinées  entre  elles,  donneront  la  suivante  :  A^'A 
qui  ne  déplace  plus  que  les  racines  de  deux  systèmes.  Cette  substitution,  trans- 
formée par  celles  de  G«5,  donnera  des  substitutiotis  déplaçant  les  racines 
de  deux  systèmes  quelconques.  Cela  posé,  soient  respectivement  P,,  P2,..., 
les  ordres  des  groupes  I,,  I2,...»  formés  par  celles  des  substitutions  de  I  qui 
laissent  immobiles  les  racines  du  premier  système,  celles  des  deux  premiers 
systèmes,  etc.,  on  aura 

P  =  3P.=:3»P,  =  3»P,  =  3*P4>?7. 
Supposons  enfin  m  non  divisible  par  3.  On  a 

P  =  6,  P,  =  e,  e,  P,  =  e,  Cj  £3  P3, 

£,,€2.  €«  étant  des  diviseurs  de  1.2. 3.  Mais  P=  -rr-  est  divisible  par  3*  : 

donc  P3  est  divisible  par  3,  et  I3  contient  une  substitution  S,  autre  que 
l'unité,  de  la  forme  A^A*».  Les  entiers  «4,  «$  différeront  de  o(mod.  3);  car 
si  l'on  avait  a^^o,  I  contiendrait  les  transformées  de  S  par  les  substitu- 
tions de  Gis,"  transformées  dont  les  puissances,  combinées  entre  elles,  re- 
produisent les  3*  substitutions  de  la  forme  A**...  A*'.  Donc  P,  et,  par  suite^ 

-g  serait  divisible  par  3^,  ce  qui  n'a  pas  lieu. 

r 

On  peut  supposer  ««^i,  «5^2,  les  autres  cas  se  ramenant  à  celui-là 
en  écrivant  au  besoin  A^,  A^  à  la  place  de  A4,  A5.  On  voit  de  même  que  1 
contient  une  substitution  de  la  forme  A^^*  A^;,  ^5  et  |3|  différant  de  o(mod.  3). 
Cette  substitution  (ou  son  carré  si  ^3^2)  sera  de  la  forme  A^A^;,  et  l'on 
peut  supposer  7,^2.00  voit  de  même  que  I  contient  les  substitutions 
A|A|,  A,A%  ^4  étant^ofmod.  3).  Mais  ces  substitutions,  combinées  entre 
elles,  donnent  la  substitution  A^^%  que  I  doit  contenir,  ce  qui  ne  serait  pas 
possible,  d'après  ce  qui  précède,  si  (^4  ne  se  réduisait  pas  à  2.  Donc  I  con- 
tient les  substitutions  A,  AJ,  A2 Aâ,...,  A,  AJ,  et  en  général  toutes  celles  de 
la  forme  A*'...  A"^'  pour  lesquelles  a^  -+-...  -f-  «5^0,  lesquelles  dérivent  de 
celles-là. 
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Le  groupe  Gfs  ne  peut  contenir  aucune  autre  substitution  d'ordre  3.  Car 
cette  substitution,  ne  déplaçant  pas  les  systèmes,  par  hypothèse,  serait  de 
la  forme  A*'...Aî',  a, +...-f-  «5  étant  ^o(mod.  3);  et  en  la  combinant  aux 
précédentes,  on  aurait  un  groupe  d'ordre  3'  contenu  dans  G^s,  ce  qui  est 
impossible. 

Soient  maintenant  a,,  è^,  C|,...,  «5,  éj,  c^  les  racines  de  Ei»;  x  la  der- 
nière racine  de  Eie.  Le  groupe  &««  de  Eie»  étant  deux  fois  transitif,  contient 
une  substitution  S  qui  remplace  a^  et  b\  para?  et  ai  :  et  la  transformée  de 
AiAl  =  {atbiCt)  {a^c^b^)  par  S  sera  de  la  forme  T  =  (oja^j)  {zus^),y^  s,  1/, 
if  étant  les  racines  que  S  fait  succéder  à  c,,  a^,  Cj,  b^. 

Supposons  d'abord  que  j"  soit  une  des  racines  60  ^n  p^i*  exemple,  &«.  Les 
substitutions  A 2"...  A**  d'ordre  3  contenues  dans  I  et  qui  laissent  a?,  a^  &« 
immobiles  forment  un  groupe  évidemment  permutable  à  T,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  à  la  substitution  partielle  {zuv).  Il  faut  pour  cela  que  [zuv] 
soit  une  puissance  de  l'une  des  substitutions  A2»...,  A5,  de  A2  par  exemple. 
Cela  posé,  la  substitution  A^  A^,  multipliée  par  T  ou  par  T*,  donnera  une 
substitution  U  qui  laisse  immobiles  toutes  les  racines  autres  que  af,  &«, 

Cl  ,     oc  m 

Supposons,  au  contraire,  que/  soit  une  autre  racine,  telle  que  aj;  les 
substitutions  A^A^'Ag'  contenues  dans  I  forment  un  groupe  permutable 
à  [zus^)^  [zuv)  sera  une  puissance  de  l'une  des  substitutions  A3,  A4,  A^,  ou 
permutera  entre  elles  trois  des  racines  b^,  C|,  62,  Cj.  Mais  dans  ce  dernier 
cas,  le  produit  de  S  par  A4A2  ou  par  son  carré  donne  une  substitution 
d'ordre  7,  ce  qui  est  inadmissible,  ù  n'étant  pas  divisible  par  7.  Admettons 
donc  que  [zuv)  soit  une  puissance  de  A,  :  S,  combinée  avec  A2  A3,  donne  une 
substitution  U  qui  laisse  immobiles  toutes  les  racines,  sauf  ai ,  a2,  63,  c,,  x. 

Donc  Gie  contiendra  dans  tous  les  cas  une  substitution  U  qui  déplace 
cinq  racines  au  plus.  Soit  x'  une  des  racines  que  U  laisse  immobiles  : 
G|5  contient  une  substitution  V  qui  remplace  a?'  par  x\  V"*UV=W  ne  dé- 
place encore  que  cinq  racines,  et  laissant  x  immobile,  appartient  à  G15. 
Mais  toute  substitution  qui  déplace  les  systèmes  déplace  au  moins  deux 
d'entre  eux,  soit  six  racines  :  donc  W  appartient  à  I  et  remplace  les  lettres 
de  chaque  système  les  unes  par  les  autres.  Mais  si  W  déplace  les  trois  let- 
tres d'un  même  système,  le  premier,  par  exemple,  son  carré  sera  une  puis- 
sance de  A|,  qui  ne  peut  être  contenue  dans  I,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  vu.  Si, 
au  contraire,  W  laisse  dans  chaque  système  une  racine  au  moins  immobile, 
on  pourra  supposer 
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Dans  les  trois  cas,  cette  substitution,  jointe  à  celles  de  la  forme  Â^...A5% 
que  contient  I,  et  à  ses  transformées  par  celles-ci,  permettra  de  permuter 
ensemble  d'une  manière  quelconque  les  trois  racines  ai,  6|,  <;,,  puis,  en  lais- 
sant celles-là  immobiles,  de  permuter  ensemble  aa,  ^2»  ^2*  puis  de  permuter 
entre  elles  a,,  6,,  c^.  Donc  P  serait  égal  à  (i.a.3)*P,,  et  divisible  par  8,  ce 
qui  est  inadmissible. 

453.  Supposons  que  Ton  s'adjoigne  une  des  racines  de  l'équation  aux 
vingt-sept  droites,  telle  que  a.  Il  restera  une  équation  de  degré  26,  dont  le 
groupe  est  dérivé  des  substitutions  B,  C,  D,  E,  F.  Ce  groupe  n'étant  pas 
transitif,  l'équation  se  décompose  en  deux  facteurs  rationnels,  du  seizième 
et  du  dixième  degré.  On  voit  sans  peine  que  ces  équations  partielles  ont 
les  mêmes  groupes  que  les  équations  X  et  Y  du  §  III. 

§  VI.  ~  Problèmes  de  contacts, 

454.  D'après  les  recherches  déjà  citées  de  M.  Clebsch  (427),  la  détermi- 

nation  des  courbes  de  l'ordre  n  —  3  qui  touchent  en  ^      ~"      points  une 

courbe  donnée  C  d'ordre  n  dépend  d'une  équation  de  degré  2^^^*  —  2^"*, 

en  posant  pour  abréger  ^^""'^ — "^^—^  =p.  Les  racines  de  cette  équation 

étant  représentées  par  le  symbole  (^i7«...^/>J7,),  oii  a?!,  ji,...,  a?^,  y^  sont 
des  indices  variables  chacun  de  o  à  i,  et  satisfaisant  à  la  condition 

^,  ri  -f-- .  '"^^pXp  ^*     (mod.  2), 
on  aura  le  théorème  suivant  (Mémoire  cité,  §  YIII)  : 

Soit  jUL  un  entier  quelconque  tel,  quç  (i soit  entier  :  les  points  de  con- 

touct  de  C  avec  les  fx  courbes  correspondantes  aux  /jl  racines  {x\  j'j . . .  a?^  j^  ) , . . . , 

{x'f^yf^'^'X^p^yp^)  seront  sur  une  même  courbe  du  degréft j  lorsque  les  2p 

congruences  contenues  dans  les  formules  suivantes  : 

(6)  J7^ -+-... +  j:('*^=7; -h... -t-z^s'î^o    (mod.  2) 

sont  satisfaites  à  la  fois. 

Soit  f^  la  fonction  formée  par  tous  les  systèmes  de  p.  racines  dont  les  in-» 

42 
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dices  satisfont  aux  relations  (6).  On  voit  comme  au  n^421  que  les  substi- 
tutions du  groupe  de  Téquation  appartiennent  toutes  au  groupe  de  la  fonc- 
tion fy,. 

Si  n  est  pair,  on  ne  pourra  assigner  h  fi  que  des  valeurs  paires»  et  les 
substitutions  du  groupe  cbercbéjaissant  invariables  les  fonctîonsf4,fe,..., 
appartiendront  au  groupe  6  (319-335). 

Si  n  est  impair,  on  pourra  assigner  à  fx  une  valeur  entière  quelconque, 
et  le  groupe  cherché  sera  contenu  dans  le  groupe  G^  (336-346). 

455.  Posons  n  =  ^:  on  aura  l'équation  aux  vingt-huit  doubles  tangentes 
des  courbes  du  quatrième  ordre.  Si  Ton  adjoint  à  Téquation  une  de  ses  ra- 
cines, telle  que  (r  loooo),  les  autres  racines  seront  déterminées  par  une  équa- 
tion du  vingt-septième  degré,  dont  le  groupe  H  est  formé  par  celles  des  sub- 
stitutions de  G  qui  ne  déplacent  pas  (i  loooo).  Ces  substitutions  laissent  évi- 
demment invariable  la  fonction  partielle  (p\  formée  par  ceux  des  termes  de  94 
qui  contiennent  (iioooo)  en  facteur.  Supprimant  ce  facteur  commun,  que 
les  substitutions  cherchées  laissent  invariable,  on  aura  une  nouvelle  fonc- 
tion (|;,  que  ces  substitutions  laissent  également  invariable,  et  qui  sera 
formée  de  la  somme  des  produits  de  trois  racines  (07,71  o^sjs  ^sj^s}» 
{x\y\  oc\y\x^y\),  {x\y\  ^\y\^\y\)*  dont  les  indices  satisfont  aux  rela- 
tions 

^r«  -♦"  r\  -t-r'iŒ^s  h-  a/,  4-  j;*  =/,  -1-/3  -♦-r' =<>• 

Cela  posé,  il  est  aisé  de  voir  que  la  fonction  if  contient  quarante-cinq 
termes,  et  ne  diiïère  que  par  la  notation  de  la  fonction  9  du  n^  441.  Donc 
le  groupe  de  Téquation  aux  vingt-sept  doubles  tangentes  est  contenu  dans 
celui  de  l'équation  aux  vingt-sept  droites  des  surfaces  du  troisième  or- 
dre. D'ailleurs  les  ordres  de  ces  groupes,  étant  égaux  respectivement  à 

"5  («^s  —  i)  2*.i.îi.3.4.5  (327)  et  à  27. 10. 8. 6. 4f  sont  égaux  entre  eux  : 

donc  ces  groupes  sont  identiques.  Ainsi  se  retrouve  entre  le  problème  des 
vingt-sept  droites  et  celui  des  doubles  tangentes,  le  lien  remarquable  si- 
gnalé par  M.  Geiser  {Malhematische  Annalen,  t.  I^). 

456.  La  résolution  de  l'équation  aux  doubles  tangentes  ne  peut  être  ra- 
menée k  celle  d'équations  de  degrés  inférieurs.  En  effet,  si  l'on  pouvait  la 
résoudre  a  l'aide  d'équations  d'un  degré  inférieur  à  27,  il  en  serait  de  même 
a  fortiori  après  l'adjonction  d'une  racine,  ce  qui  n'a  pas  lieu  (446-452). 
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D'autre  part,  s'il  existait  une  réduite  de  degré  97,  adjoignons-nous  une  de 
ses  racines  :  Téq^uation  restante  Ese  se  décomposerait  en  équations  irréduc- 
tibles dont  les  ordres  diviseraient  0  =  38.10.8.6.4»  et  contiendraient  les 
facteurs  premiers  7,  5»  3,  2  (397).  Ces  équations  seraient  donc  chacune  du 
degré  7  au  moins;  d'ailleurs  aucune  d'elles  ne  peut  être  d'un  degré  supé- 
rieur à  8  et  inférieur  à  i4;  car  son  ordre,  étant  divisible  par  9  (398),  ne 
diviserait  pas  0.  Mais  ces  conditions  sont  évidemment  incompatibles. 

457.  Les  résultats  généraux  du  n^454  se  modifient  lorsque  la  courbe  G 

n.(  wk.  —.  ^  \ 

a  des  points  doubles.  Le  cas  où  C  a  -^ *  points  doubles,  dont  x  de  re- 

broussement,  a  été  traité  par  M.  Clebsch  [Uher  dîejenigen  Curven,  eic.j 
Journal  de  M.  Borchardt,  t.  LXIV).  Il  montre  (§  XVI  du  Mémoire  cité),  que 
les  courbes  cherchées  du  degré  /i  —  3  dépendent  d'une  équation  X  de  de- 
gré 2*",  en  posant  m  =    ^^"~   ^  -+•  i  —  x,  et  peuvent  être  représentées  par 

le  symbole  {xyzu...)  où  les  indices  a?,  y,  jz,  w,...,  en  nombre  m  -4-  i,  et  va- 
riables de  o  à  I,  satisfont  à  la  relation 

(7)  jcy-f- -»-^  tt-h. .  .^o    (mod.  2]. 

En  outre,  les  points  de  contact  de  quatre  de  ces  courbes  (a?ij^iZ|  i/|... ),..., 
(^4^4  ^4  W4»-')  seront  sur  une  courbe  de^  degré  2(71  —  3),  si  l'on  a 

(8)  Xt  4-^a-»-ar,-f-ar4^7*i-t-7»-Hj^j-h7«^-8i-f-Z2H-  z^-^z^^..  .^o    (mod.  2), 

d'où 

XiXi  -h  Xi  Xi  +  x,/,  -f-  x^y^^o    (mod.  2). 
Nous  représentons,  pour  abréger,  para7,y,js,  i/,...  les  quantités  désignées 

à  l'endroit  cité  par/>-H  i,  y  -m.  A,  -h  ^ ""^  >  Aj,...  I- 

Les  substitutions  du  groupe  de  l'équation  qui  donne  les  courbes  cher- 
chées laisseront  invariable  la  fonction  9,  formée  de  la  somme  des  produits 
de  quatre  racines  dont  les  indices  satisfont  aux  relations  (8).  Or  le  groupe  G 
de  cette  fonction  contient  les  substitutions  de  la  forme 


S=: 


X,  y    ax  -h  by  -^  a,    a'x  -h  b'y  H-  a' 

z  z  -h  xy-i-  u-h, ..—  ({ix  4-  éj  -h  a){a^x  •+-  b'y  -f-  «') 

—  (cxy-hdx-^  €•/+/« -h... -4-  (3)—  . . . 

a,...     cxy'i^dx-^ey'^fu-^.,.-^^,... 


comme  il  est  aisé  de  le  vérifier,  en  remarquant  que  x^^x,  y^^y{moà.  2). 

^2. 
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458.  Réciproquement,  nous  allons  prouver  que  G  est  exclusivement  formé 
des  substitutions  S. 

Soient  (^<  j<  Zt  M|...),  ((r^y^ZaMa...)  deux  racines  quelconques.  Le  nom- 
bre des  termes  de  cp  divisibles  par  leur  produit  est  égal  à  la  moitié  du  nom- 
bre total  des  solutions  des  congruences 

l  XiXi  H-  Za  -i-  Ms  -f-. .  .^o,     XtXi  -4-  ^4  -f  «4  -^'  •  •  ^o     (mod.  2), 

car  chaque  système  de  solutions  donne  les  deux  autres  facteurs  de  l'un  des 
termes  cherchés;  et  chaque  terme  correspond  aux  deux  systèmes  de  so- 
lutions qui  se  déduisent  l'un  de  l'autre  en  permutant  a?,, y,,...  avec  x^, 

y  h  »  •  •  •  • 

Cela  posé,  si  l'on  a 

Xx^Xij    7, ^y,,    d'où    ^, -h  a,  H-. .  .sz,  4- «t-f-. . ., 

la  dernière  des  relations  (9)  sera  une  conséquence  des  autres,  qui  déter- 
mineront j3,,  ^4,^4,  Z4,  U4,...  en  fonction  de  a?,,  j,,  e^3,...  qui  restent  arbi- 
traires :  on  aura  donc  2'"  systèmes  de  solutions.  Si  au  contraire  a?,,  y,  ne 
se  confondent  pas  avec  X29  y^^  la  dernière  des  relations  (9)  ne  résulte  pas 
des  précédentes,  et  le  nombre  des  solutions  est  inférieur  à  a*"* 

Partageons  les  racines  en  quatre  systèmes,  en  groupant  ensemble  celles 
pour  lesquelles  les  deux  premiers  indices  ont  la  même  valeur.  D'après  ce 
qui  précède,  pour  que  deux  racines  se  trouvent  associées  dans  a*""*  termes 
de  7 ,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  qu'elles  appartiennent  au  même  système. 
Cela  posé,  soit  T  une  substitution  quelconque  de  G;  n'altérant  pas  f,  elle 
remplacera  les  racines  d'un  même  système,  qui,  prises  deux  à  deux,  se  trou- 
vent associées  dans  a'"**  termes  de  y,  par  d'autres  racines  qui  jouissent  de 
la  même  propriété,  et  qui  par  suite  appartiendront  à  un  même  système. 

Or  les  substitutions  de  la  forme  S  permettent,  en  y  faisant  varier  les  coef- 
ficients a,  b,  a,  a',  b\  a',  de  permuter  les  systèmes  entre  eux  d'une  ma- 
nière quelconque  :  on  aura  doncT  =  T<S,,  S|  étant  de  la  forme  S,  et  T, 
une  nouvelle  substitution  de  G,  qui  ne  déplace  pas  les  systèmes. 

459.  Désignons  par  ^^  la  fonction  partielle  formée  par  ceux  des  termes 
de  f  exclusivement  formés  de  racines  du  système  o,  o.  Il  est  clair  que  T« 
laissera  (f^  invariable. 

Des  considérations  analogues  à  celles  du  n°  428  montrent  que  pour  laisser 


m^^^^^^ 
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invariable  la  fonction  ç^o,  T«  doit  remplacer  les  racines  {oozu.,.)  du  pre^ 
mier  système  par  des  racines  de  la  forme  (o,  o,  z',  ea-H...-»-  /3, ...),  s' étant 
d'ailleurs  congru  à  z -i-a-i-...  —  (ewH-...-i- j3)  —  ..•  a  cause  delà  rela- 
tion (7).  On  aura  donc  T<  =  Tj  Sa,  Sa  étant  une  substitution  de  la  forme  S, 
dans  laquelle  a^6'^i,  a'^i^a^a'^o,  c^rf^...^o,  et  Tj  une 
nouvelle  substitution  de  G,  qui  ne  déplace  ni  les  systèmes,  ni  les  racines  du 
premier  système. 

460.  Soient 

les  racines  que  Ta  fait  succéder  à  (1000. ..),  (0100...),  (11  10...);  on 
aura  Ta  =  TtSj,  Sa  étant  la  substitution 

laquelle  est  de  la  forme  S,  et  Ts  une  substitution  de  6  analogue  à  Ta»  mais 
qui  ne  déplace  plus  (looo...),  (0100...),  (1,110...).  D'ailleurs  T3  se  ré- 
duit k  l'unité  :  car  soit  {xyzu..,)  une  racine  quelconque;  f  contient  le 
terme 

{xx^u. .  .)(x,  jr,  xyy  o. .  .)(o,  o,  z',  w',. .  .)(o,  o,  z  -^xy-^-  z\  u-h  u',. .  .)> 

où  z\  u\...  sont  des  entiers  quelconques  dont  la  somme  soit  congrue  à 
zéro  :  et  T»,  laissant  invariables  les  trois  derniers  facteurs  de  ce  terme,  lais- 
sera invariable  le  premier;  donc  T3  ne  déplacera  aucune  racine. 

461.  Pour  résoudre  l'équation  X,  il  faudra,  d'après  ce  qui  précède  : 
i^  résoudre  l'équation  du  quatrième  degré  qui  donne  les  systèmes;  cela 
fait»  X  se  décomposera  en  quatre  équations  partielles  de  degré  2'""^;  a^  ré- 
soudre l'équation  partielle  qui  donne  les  racines  du  premier  système,  équa- 
tion dont  le  groupe  sera  formé  de  l'ensemble  des  substitutions  linéaires 
(avec  termes  constants)  du  degré  a*""*;  3®  résoudre  les  trois  autres  équa- 
tions partielles,  qui  seront  devenues  abéliennes  par  la  résolution  de  la  pre- 
mière; leur  résolution  exigera  en  tout  3(/n  —  a)  racines  carrées. 
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CHAPITRE  IV. 

APPLICATIONS  A  LA  THÉORIE  DES  TRANSCENDANTES. 


§  I.  —  Fonctions  circulaires. 


462.  Soit  n  un  entier  quelconque;  on  sait  que  cos  —  est  lié  à  cosor  par 

une  équation  Z  du  degré   /i,  dont  les  racines,   cos—»  cos ^>--» 

cos ^ ^  sont  généralement  inégales.  Cherchons  le  groupe  de  mo- 

nodromie  de  cette  équation  par  rapport  a  cosx. 

Posons  pour  abréger  cosa?  ^y  et  cos f  "^^P^  =;  (^) ;  et  faisons  varier^ 

suivant  une  loi  arbitraire»  de  manière  à  ce  qu'il  reprenne  finalement  sa  va- 
leur initiale.  La  valeur  initiale  de  arccosy  étant  a?,  sa  valeur  finale  sera, 
comme  on  sait,  égale  à  a?  +  2mn  ou  a  —  0?+  am^r,  m  étant  un  entier; 
d'ailleurs,  en  choisissant  convenablement  la  loi  de  variation  dey,  on  pourra 
obtenir  une  quelconque  de  ces  valeurs  finales.  La  racine  f/))  se  trouvera 
par  Ik  transformée  en  {p -h  m)  ou  en  (— /?  — m).  Le  groupe  de  mono- 
dromie  de  l'équation  Z  sera  donc  formé  des  substitutions 

(i)  •        ^     \P    =i=[p-+-'w]  1, 

et  son  ordre  sera  égal  a  2/i,  m  étant  susceptible  des  n  valeurs r>,  i,..., 
n  —  ï  (mpd.  n). 

463.  On  obtiendra  le  groupe  de  monodromîe  de  la  même  équation  par 
rapport  k  coso?  et  sino?  en  supposant  que  la  loi  de  variation  de  coso?  soit 
telle,  que  sino?  reprenne  à  la  fin  de  l'opération  sa  valeur  initiale.  Sous  cette 
restriction,  la  valeur  finale  de  l'arc  ne  pourra  être  que  de  la  forme  x  h-  nmn  : 
par  suite,  le  groupe  cherché  ne  contiendra  plus  que  les  substitutions 

(2)  \  p    p  -^m  \. 


DES  IRRATIONNELLES.  338 

464.  Le  groupe  algébrique  de  TéquatioD  ayant  ses  substitutions  perrau^ 
tables  au  groupe  précédent  (391  ),  elles  seront  (416)  de  la  forme 

\  p    ap  -\-h  \. 

465.  L'adjonction  de  l'irrationnelle  numérique  cos  —  le  réduira  aux 
substitutions  (i).  Car,  si  dans  les  formules  connues 

cos(a  -h  i)  +-  cos(fl  —  b)z=.  acosacosfr» 

cos(aH-  é)cos(a  —  é)  =  cos*flCOs*6  — sin»asin*6  =  cos'a-f-  cos*6  —  i 

on  pose  a  = ^—^  b  =  — >  on  voit  que  {p  —  i)^i{p-^^)  sont  les  deux 

racines  d'une  équation  du  second  degré  F[X,  {p)]  =  Of  dont  les  coeifi- 
cients  sont  rationnels  en  cos — •  Les»racines  (o),...,  (/i  —  i)  étant  inégales, 

{p  —  ^)  et  {p  -h  i)  satisfont  seules  à  ladite  équation. 

Or  soit  S  =  I  /^    f  [p]  I  une  substitution  du  groupe  de  l'équation  pro- 
posée f  après  l'adjonction  de  cos  —  )  -{f[p--  i])  et  ?[/>-Hi)]  satisferont 

à  l'équation 

F[X,(<p[/>l)]==o, 

et,  par  suite,  se  confondront  avec  (y  [p]  —  i)  et  (y  [p]  -+■  i).  Donc 

(p  [/?]  =  ±:/>  +  const. 

466.  L'adjonction  ultérieure  de  sin^;  et  de  sin  —  réduira  le  groupe  aux 
seules  substitutions  {2).  On  a  effet 


n 


(/?-+- O  =  (p)cos  —  -sm ^  sm  — 


Mais  on  a 

sinx  =  sln(^-h  2p7r}  =  sin —  f[[p)]i 


n 


/étant  une  fonction  rationnelle.  Eliminant ^—  à  l'aide  de  celte  rela- 

lion,  il  viendra  une  relation  de  la  forme 

(P'¥i)z=^^[[p)]. 

^  étant  une  fonction  rationnelle.  Soit  actuellement  S=  [;>    ?[/']  I  ^^^ 
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wjbstitutioQ  du  groupe  de  l'équatiou  proposée  :  on  aura 

{^[p-^i])=^[{(f[p])],    d'où     (^[p]=zp'hm. 

467.  Considérons  maintenant  Tirrationnelle  numérique  cos  — ^-  Soit 
f[u)  =  o  l'équation  de  degré  n  —  i  qui  a  pour  racines  cos— ^5"m 
cos  ^15——^.  Si  n  est  impair,  son  premier  membre  est  un  carré  parfait; 

car  à  chaque  racine  cos  —  correspond  une  autre  racine  égale  cos-^ ^• 

Si  n  est  pair,  l'équation  a  la  racine  cosrr  =  —  i,  et  après  la  suppression  du 
facteur  w-f- 1,  son  premier  membre  sera  un  carré  parfait.  Soit  U  le  poly- 
nôme obtenu  en  extrayant  la  racine  carrée  de  F(i^)  (après  la  suppression 
du  facteur  u-hi,  si  n  est  pair).  L'équation  U  =  o  est  intimement  liée  à 
l'équation  X  =  o,  déduite  de  l'équation  af—i  =  o  par  la  suppression  de 

ses  racines  réelles.  Soient  en  effet  œ  =  cos  — ^  -*-  «  sin  —^  l'une  des  racines 

n  n 

de  X,  x"*  sa  conjuguée  :  on  aura  -  (a?  h-  a?""*)  =  cos  — ^  • 

Décomposons  maintenant  X  en  facteurs  irréductibles.  Soient  F  l'un  de 
ces  facteurs;  2/xson  degré;  ^Tq,  a?^***  ses  racines»  qui  pourront  se  grouper 
par  couples  de   racines  conjuguées,  et  réciproques  l'une. de  l'autre  : 

-  {xo  -h  ^r)»  -  (^1  +  ^r)»---  seront  les  racines  d'une  équation  de  degré  fx, 

dont  le  premier  membre  sera  évidemment  un  facteur  de  U.  Ce  facteur  sera 
irréductible  :  car  s'il  était  divisible  par  un  polynôme  ^{u)  de  degré  |x'</x, 
l'équation  i|^(a? -ha?"*)  =  o,  de  degré  2]x',  aurait  pour  racines  une  partie 
de  celles  de  F,  qui  ne  serait  pas  irréductible. 

Il  sera  aisé,  en  partant  de  là,  de  déterminer  le  groupe  de  l'équation 
U  =  o.  Nous  nous  bornerons  au  cas  où  n  est  premier.  Soient  Uq,..., 
Up  :=  Xp  -+-  x'^\,.,  les  racines  de  U. 

Pour  qu'une  fonction  des  quantités  u  soit  rationnelle,  il  faut  et  il  suffit 
qu'elle  soit  invariable  par  les  substitutions 

du  groupe  X,  lesquelles  reviennent  aux  substitutions 

I    Up      Up^^   |, 

effectuées  sur  les  u.  Donc  le  groupe  de  U  est  formé  par  ces  dernières  sub- 
stitutions. 
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§  II.  —  Fonctions    elliptiques. 

m 

Division  des  fonctions  elliptiques. 

468..  Division  d'un  arc  quelconque.  —  Soient  u  =  ^{op)  la  fonction  inverse 
de  rintégrale 

'^^  r  du 


9...) 


)/(a7)  =  v'îi  —  X*(a?)]  [i  —  A;*X^(a?j]  sa  dérivée;  n  un  entier  quelconque. 
On  sait  queXl— j  est  déterminé  en  fonction  de  \[x)^  X'(a?),  k  par  une 

équation  de  degré  n*,  dont  les  racines  seront  X  (  —  )  vj  X  /  fLlLZ^LLi^  j 

G)  et  0)'  étant  les  périodes  de  la  fonction  \{x)^  et/?,  9  des  entiers  variables 
de  o  à  /i  —  I  (mod.  n).  (Briot  et  Bouquet,  Théorie  des  Fonctions  double- 
ment périodiques^  n**  187.)  Nous  conviendrons  de  représenter. ces  racines 
par  le  symbole  général  [pq). 

Si  n  est  un  entier  composé,  tel  que  rs^  la  résolution  de  l'équation  de  de- 
gré n'  qui  donne  ^(^)  revient  à  celle  de  deux  équations  successives  de 

degrés  r*et  5*.  Car  on  pourra  déterminer  X  f- )  par  une  équation  de  degré  r'  : 

d*autre  part,  en  différentiant  cette  équation,  on  obtiendra  ^'(^)  exprimé 

en  fonction  rationnelle  de  X(- )vX(a?),  X'(a?),  y{x)  et  *,  ou,  par  suite  de- 
la  relation  évidente 

(4)  r(x)=:  -  l(x)[\  -  k^y}[x)\  -  A-X(ar)  [i  -  >>(:r)], 

en  fonction  de  ^(-)>  3^(^)»  ^'(^)  et*.  Connaissant  ainsi  ^(^)  et  sa  dérivée, 

on  obtiendra  ^  ( ^)  psir  une  équation  de  degré  5^. 

On  peut  donc  supposer  n  premier,  sans  nuire  à  la  généralité  de  la  ques- 
tion. 

469.  Cherchons  d'abord  le  groupe  de  monodromie  de  l'équation  par  rap- 
port à  X(a;)  et  V[x).  Pour  cela,  faisons  varier  \[x)  suivant  une  loi  quelcon- 

43 
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que»  mais  de  telle  sorte  que  cette  fonction  ainsi  que  sa  dérivée  repren- 
nent finalement  leurs  valeurs  initiales  :  la  valeur  initiale  de  x  étant  x^  sa 
valeur  finale  sera,  comme  on  sait^  éjçale  à  x  -\-  mtù  -\-  /n'o',  m  et  m'  étant 
des  entier^,  qui  dépendent  de  la  loi  de  variation  de  \[x)^  et  peuvent  être 
supposés  quelconques.  Substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  la  ra- 
cine {pq)^  on  la  changera  en  (/?  -i-  m,  y  -h  m').  Le  groupe  cherché  sera 
donc  formé  des  substitutions 

(5)  \  P^q    p-^m,  q-^-m!  \. 

470.  Supposons  maintenant  qu'on  adjoigne  a  Téquation  l'une  dî  ses  ra- 
cines, telle  que  X(  — )  ;  les  racines  restantes  dépendront  d'une  équation  de 

degré  n*  —  i .  Cherchons  son  groupe  de  monodromie  relatif  à  k.    ^ 

Si  Ton  fait  varier  *,  «  et  w'  varieront  avec  lui,  et  pourront  ne  pas  repren- 
dre leurs  valeurs  initiales  en  même  temps  que  lui.  Mais  ck>  et  ta!  sont  un  sys- 
tème de  périodes  élémentaires,  c'est-k-dire  telles,  que  toute  période  nou- 
velle de  \[x)  est  de  la  forme  aw  -h  a'w',  a  et  a!  étant  entiers.  Cette  propriété 
subsistera  évidemment  pendant  que  *  varie.  Donc  û  et  fi',  valeurs  finales 
de  *i)  et  0)',  seront  un  système  de  périodes  élémentaires  de  la  fonction  X(a:)  : 
on  aura  donc 

ilrraw -ha'»',    û'  — 6w-i-6V,     avec    aft'  — 6a'=:i, 

cette,  dernière  condition  étant  nécessaire  pour  que  co,  o'  soient  des  fonctions 
linéaires  à  coefficients  entiers  de  0,  Q,\ 

Remplaçant  co  et  b>'  par  û  et  Q!  dans  l'expression  [pq)^  on  la  change  en 
[ap  +  bq^  a'p  -h  b'q).  Le  groupe  cherché  a  donc  toutes  ses  substitutions  de 
la  forme 

(6)  \  p,  q    ap+  hq,  a'p  4-  h'q  |, 

avec  la  condition  ab'  —  ba'  =>  i,  laquelle  peut  être  remplacée  par  la  sui- 
vante afc'—  ba!^\  (nîod.  /i),  en  remarquant  que  l'on  peut,  sans  altérer  en 
rien  la  substitution,  accroître  ou  diminuer  a,  b,  a\  b'  de  multiples  arbi- 
traires de  n. 

471.  Réciproquement,  si  n  est  impair,  toute  substitution  de  cette  forme 
fera  partie  du  groupe  cherché.  Pour  le  dényintrer,  nous  emploierons  une 
méthode  élégante,  due  à  M.  E.  Mathieu. 

Représentons,  suivant  l'usage  reçu,  une  quantité  imaginaire  a  -i-  /3i  par 
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un  point  ayant  pour  abscisse  a,  et  pour  ordonnée  /3.  Soient  C,  €«  des  con- 
tours élémentaires  passant  par  l'origine  des  coordonnées,  et  enveloppant 

respectivement  les  deux  points  critiques  i  et  tî  C,  C,  les  deux  contours  élé- 
mentaires symétriques  de  ces  deux-là  par  rapport  à  l'origine,  et  envelop- 
pant les  deux  points  —  i  et  —  ,  ;  A,  Ao  —  A,  —  A,  les  valeurs  de  l'inté- 
grale (3)  prise  le  long  de  ces  contours,  en  supposant  que  le  radical  soit  égal 
à  I  pour  M  =  o.  On  sait  :  i*^  que  l'on  n'altère  pas  la  valeur  de  ces  inté- 
grales en  déformant  les  contours  C,  C*,  C,  C, ,  pourvu  qu'on  ne  leur  fasse 
traverser  aucun  point  critique;  2^  que  les  périodes  a>,  co'  sont  respective- 
ment égales  à  a  A  et  à  A,  —  A. 

472.  Supposons  maintenant  qu'on  fasse  varier  k  suivant  une  loi  quelcon- 
que. Les  intégrales  A,  A^  varieront  d'une  manière  continue,  pourvu  qu'on 
ait  le  soin  de  déformer  progressivement  les  contours  élémentaires,  lorsque 
cela  sera  nécessaire,  de  telle  sorte  qu'ils  ne  soient  jamais  traversés  par  les 
points  critiques. 

Supposons  d'abord  que  l'on  fasse  varier  k  de  telle  sorte  que  le  point  t 

décrive  dans  le  sens  direct  un  contour  fermé  enveloppant  les  points  i  et 
—  I  {fig.  1).  Lorsque  A  aura  repris  sa  valeur  initiale,  le  contour  C  n'aura 

a 

Fig.  I.  * 


pas  varié,  et,  par  suite,  l'intégrale  A  reprendra  sa  valeur  initiale.  Au  con- 
traire, le  contour  C,,  se  déformant  progressivement,  se  sera  changé  en  un 
contour  tel  que  K  (pointillé  sur  la  figure).  Or  le  contour  K  peut  évidem- 
ment se  ramener  par  une  déformation  convenable  à  la  somme  des  cinq  con- 
tours C,  C,  C,,  C,  C;  mais  l'intégrale  suivant  C  est  A;  celle  suivant  C  est 
également  A,  le  radical  ayant  au  commencement  de  ce  second  contour  la 

43. 
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valeur  —  i;  l'intégrale  suivante,  est  A,,  etc.  Donc  Tintégrale  suivant  K  ^ra 
4A  +  A,.   • 

Les  intégrales  A,  A,  étant  ainsi  changées  en  A,  4A  +  A^  <^f  ^'  lo  seront 
en  co,  ot>'  +  2oj;  et  la  substitution  correspondante  du  groupe  ôherché  sera 

(7)  \  Pf  Ç    P'^'^^f  9  \' 

473.  Faisons  maintenant  varier  k  de  telle  sorte  que  le  point  t  décrive, 

toujours  dans  le  sens  direct»  un  contour  fermé  entourant  seulement  le 
point  I.  Les  deux  contours  G,  G,  auront  été  changés  progressivement  en  H, 
H.  f/s'.  Cl). 

Fîg.  2. 


Mais  H  se  réduit  à  la  somme  des  trois  contours  G,,  G,  G,,  et  H,  à  la  somme 
des  contours  G^,  G,  G,,  G,  G,  :  A,  A,  seront  donc  changées  en  2A,  — A  et 
3A<—  2A;  et  par  suite  co»  co'  le  seront  en  o)  +  4c>>'»  («>'»  ce  qui  équivaut  à  la 
substitution 

(8)  \Pf  q  p>  ip-^g  \' 

VI k.  Gela  posé,  si  n  est  impair»  les  substitutions  (7)  et  (8),  élevées  à  des 
puissances  convenables»  reproduiront  les  substitutions 

\Py  <l    P-»-?»  ?  I»    I  P»  ?   P^  p-^<ll' 

• 

desquelles  dérivent  toutes  les  substitutions  linéaires  de  déterminant  i  (121 
et  137). 

Au  contraire,  si  n  est  égal  à  2»  les  substitutions  ci-dessus  se  réduisent  à 
l'unité.  Il  est  clair  d'ailleurs  que  l'on  peut  obtenir  un  déplacement  quel- 
conque (suivant  un  contour  fermé)  des  points  7  et  —  r  en  combinant  des 

déplacements  suivant  les  deux  sortes  de  contours  étudiés  ci-dessus  avec 
des  déplacements  suivant  d'autres  contours  n'enveloppant  aucun  des  deux 
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points  +  I  et  —  I»  lesquels  déplacements  n'altéreront  pas  les  périodes.  Donc 
dans  ce  cas  particulier  les  racines  de  Téquation  sont  des  fonctions  mono- 
dromes  de  k. 

475.  Cherchons  maintenant  te  groupe  algébrique  de  l'équation,  les  quan- 
tités k^  \{x)^  ^[^)  étant  supposées  connues.  Le  groupe  cherché  étant  per- 
mutable au  groupe  de  monodromie  relatif  à  \{x)  et  X'(a7),  ses  substitutions 
seront  (119)  de  la  forme 

\  Pi  q    ap  -h  bq  -h  nif  a'p  -4-  h'q  +  m'  |. 

Mais  si  l'on  adjoint  à  l'équation  les  constantes  \  (- j)  X  (^  )  t  ce  groupe  se 
réduira  aux  substitutions  (5).  En  effet,  on  connaît  la  formule  fondamentale 

DifTérentions-la  par  rapport  à  z^  et  remplaçons  X''(z)  par  sa  valeur  en 
fonction  deX(2),  déduite  de  l'équation  (4)-  On  aura  la  valeur  de  V(jz  +  /) 
exprimée  rationnellement  en  X(jz;),  X'(j5),  X(/),  X'(^)  et  k. 

Posons  maintenant  js= ^ ^— »  (= dans  la  formule  (o). 

Elle  donnera  la  valeur  de  la  racine  (/>  +  a,  ^  +  6)  en  fonction  rationnelle  de 

{pq)f  X  l— ^  )  »  de  leurs  dérivées,  et  de  ^.Mais  la  dérivée  de  {pq)  s'exprime 

rationnellement  (468)  en  fonction  de  {pq)  et  des  quantités  X(a7  H-/?w  -h  y  w'), 
X'(a7-4-/iw  -+-  qtù')^  respectivement  égales  a  X(j?),  \'[x).  D'autre  part,  d'après 

ce  qui  précède,  X  /£[^Î__2L  j  et  sa  dérivée  s'expriment  rationnellement  en 
fonction  de  x(- UX'f- j»  X(  — j»X'(  — )»  k.  En  outre,  X'( -)  s'exprime  ra- 
tionnellement en  fonction  deX  f  ~  ]  9  ^  et  des  constantes  rationnelles X(co)  =  o, 

X'(w)  =  1  (468).  De  même,  X'(— j  s'exprime  rationnellement  en  xT—)  et>t. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  (z'  +  a,  q-^h)  il  vient  une 
relation  de  la  forme 

(p^a,  ?-+-6)  =  +[(p?),  X^^^,  >(^^,  X(j;),  V{x),  ArJ, 

^  étant  une  fonction  rationnelle,  dont  les  coefficients  sont  indépendants 
de/» et  de  q. 
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Soit  maintenant 

S==  \  PfÇ   f[P'  Çl  f[p>9]  I 

m 

une  quelconque  des  substitutions  du  groupe  cherché.  Elle  remplace  les  ra- 
cines {p-\-a,  q-^b),  [pq]  par  {f[p-^a,  y -4-6],  F[/>-f-a,  q  +  h]), 
{/[p*  9]^  ^[P^  9])'  M^*s  ^^^  deux  nouvelles  racines  doivent  être  liées  entre 
elles  par  la  même  relation  que  celles  qu'elles  remplacent  :  on  aura  donc 

/[/?-!-«,  Î-+- 6]  =/[/?,  9]-+- fl,    F[/)-hû,  î-f-A]  =  F(/>,  9)4-6, 
d'où 

/[/?,  q]  =  p-^m,     F  [/),  7]  =  9  -4-  m', 

m,  m'  étant  des  entiers  constants. 

Donc  l'équation  est  abélienne^  et  se  résout  au  moyen  de  deux  équations 
abéliennes  de  degré  n  (407). 

476.  Division  des  périodes.  —  Considérons  maintenant  les  irrationnelles 
X  f -V  X'(  -  ]•  L'équation  de  degré  n*  dont  elles  dépendent  se  réduit  au  de- 
gré n^—  I  par  la  suppression  de  la  radue  nulle 'Xf-V,  ses  autres  racines 

sont  de  la  forme  X  i^ — ^  |»  et  nous  les  désignerons  par  {pq).  Le  groupe 

de  monodromie  de  l'équation  par  rapport  à  k  sera  formé  des  substitu- 
tions (6). 
Pour  déterminer  son  groupe  algébrique,  nous  partirons  encore  de  la  for- 

mule  (9),  ou  nous  poserons  z  =  ^ — 5  t  =  ^- —  Nous  remplace- 
rons en  outre  dans  le  second  membre  de  cette  formule  la  quantité X'(^"  "^  ^^'  ] 
par  sa  valeur  en  fonction  de  ^,  de  (pq)  et  dés  constantes  rationnelles 
X(/i  w  H-  y  w')= o,  \'{p(ù  -f-  y  «')=  '  î  ^^^^  remplacerons  de  même  X'  l^ — ^  j 

par  sa  valeur  en  fonction  de  k  et  de  [p'q')'  Nous  obtiendrons  ainsi  une  re- 
lation de  la  forme 

('^)  (/>-+-/>'.  q^qn  =  npq)>  ip'q'% 

^  étant  une  fonction  rationnelle,  dont  les  coefficients  ne  dépendent  que 
de  k. 


\ 
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Soit  maintenant 

I  P'  9  f[Pf  ?L  f [^.îll 

une  substitution  quelconque  du  groupe  de  l'équation  proposée  :  opérons 
cette  substitution  sur  Tégalité  (lo)»  ce  qui  ne  doit  pas  la  troubler;  il  viendra 

(/[/;+ />^  ?  + g'],  F[;>  +  />^  9  ^-9^)  =  *[(/[/>,  9],  F[/>,  9]),  (/[y>Sg^ 

d'où 

f[p-^p\q-^-q']^f[p,q]^f[p',q%    F[p -♦-/.',  g  +  î']  =  F[p,  ^1 -f- F[p',  9'], 

d'où  enfin 

f[p>q]  =  ap'¥bq,     V[p,  q]  =  a'p -^Vq, 

Donc  les  substitutions  du  groupe  cherché  sont  toutes  linéaires.  Ce  groupe 
contient  d'ailleurs  le  groupe  de  monodromie,  formé  de  l'ensemble  des  sub- 
stitutions linéaires  de  déterminant  i.  Il  contient  en  outre  une  substitution 
linéaire  dont  le  déterminant  est  un  non  résidu  quadratique  de  n  :  car 
M.  Hermite  a  montré  {^Mémoire  sur  les  Équations  modulaires)  que  le  produit 
des  différences  des  racines  de  l'équation  modulaire  pour  lés  transfornîa- 
tions  de  degré  n,  lequel  produit  est  une  fonction  des  racines  de  l'équation 
proposée,  invariable  par  toute  substitution  linéaire  dont  le  déterminant  est 
résidu  quadratique,  n'est  rationnellement  exprimable  qu'après  l'adjonction 

/         ?~ 
du  radical  y  (—1)  *  /i. 

De  nouvelles  recherches  seraient  nécessaires  pour  s'assurer  si  le  groupe, 
ainsi  réduit  par  l'adjonction  d'un  radical  carré,  contient  toutes  les  substitu- 
tions linéaires  dont  le  déterminant  est  résidu  quadratique.  Mais  nous  laisse- 
rons de  côté  ce  sujet,  qui  sort  du  plan  de  cet  ouvrage,  et  n'offre  d'ailleurs 
que  peu  d'intérêt  :  car  les  résultats  qu'il  nous  reste  à  indiquer,  et  qu'Abel 
a  obtenus  en  supposant  que  le  groupe  contienne  toutes  ces  substitutions  li- 
néaires, subsisteraient,  lors  même  qu'il  serait  plus  particulier. 

477.  L'ordre  de  ce  groupe  est  égal  à  t^  ""'M^  -"^)  (124),  et  l'équation 

qu'il  définit  n'est  pas  primitive;  car  en  groupant  dans  un  même  système  les 
n  —  I  racines  dont  les  indices  ne  diffèrent  que  par  un  facteur  constant,  les  sub- 
stitutions du  groupe  remplaceront  les  racines  de  chaque  système  par  celles 
d'un  même  système.  Ces  systènxes  dépendront  d'une  équation  de  degré  n  +  i . 
Cette  équation  auxiliaire  résolue,  le  groupe  de  la  proposée  se  trouvera  ré- 
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(luit  il  celles  de  ses  substitutions  qui  ne  déplacent  pas  les  systèmes,  lesquelles 
se  réduisent  évidemment  a  celles  qui  multiplient  tous  les  indices  par  un 
même  facteur  constant  :  ces  substitutions,  en  nombre  n  — i,  sont  les  puis- 
sances d'une  seule  d'entre  elles,  qui  multiplie  les  indices  par  une  racine 
primitive  a  de  la  congruence  c^'^^i  (mod,  n)  L'équation  sera  donc  abé- 
lienne;  il  est  clair  enfin  que  son  premier  membre  se  décompose  en  n  +  i 
facteurs  rationnels  ayant  chacun  pour  racines  les  n  —  i  racines  d'un  même 
système. 

Quant  à  l'équation  auxiliaire  de  degré  n  4-I1  l'ordre  de  son  groupe  sera 

~-    _  'T     S  d'ailleurs  elle  sera  simple  si  /i>3.  En  effet,  de  quelque 

manière  qu'on  ramène  la  résolution  d'une  équation  donnée  à  celle  d'une 
suite  d'équations  simples,  ses  facteurs  de  composition  resteront  les  mêmes, 
à  l'ordre  près.  Or,  pour  résoudre  l'équation  proposée,  on  pourra  résoudre 
d'abord  l'équation  auxiliaire  dont  dépend  une  fonction  des  racines  inva- 
riable par  toute  substitution  de  déterminant  i,  ce  qui  réduira  le  groupe  de 
la  proposée  aux  substitutions  de  déterminant  i .  Mais  ce  groupe  a  pour  fac- 
teurs de  composition __  "T — -  et  2.  Donc  la  résolution  de  la  proposée 

dépendra  actuellement  de  deux  équations  simples,  dont  l'une  aura  pour 

ordre       '^y^^  T^  *  Donc  dans  l'autre  mode  de  résolution  que  nous  avons 

2(n  — 1)  /* 

adopté,  doit  se  présenter  une  équation  simple  dont  le  groupe  soit  du  même 
ordre. 

Dans  le  cas  particulier  où  n  =  3  nous  avons  vu  (420-425)  que  la  propo- 
sée se  résout  par  des  équations  auxiliaires  du  troisième  et  du  quatrième 
degré. 

Équations  modulaires. 

478.  Jacobi  a  montré  [Fundamenta^  %  XXI)  que  les  racines  de  l'équation 
modulaire  pour  les  transformations  d'un  degré  impair  n  sont  données  par  la 
formule  générale 

v=2iiir  [sincoam4Qsincoam8i2. . .  sincoam2fn  — i)Ji], 

u  et  i^  étant  respectivement  les  racines  quatrièmes  du  module  initial  et  du 
module  transformé,  et  Cl  l'une  des  valeurs  comprises  dans  la  formule 

pcû-hiqtà  ^  ^  et  y  étant  des  entiers  congrus  à  o,  1,...,  n  — i  (mod.  n),  mais 
qui  ne  soient  pas  k  la  fois  congrus  à  zéro. 
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Les  divers  facteurs  de  ç  sont  simplement  permutés  entre  eux  si  Ton  rem- 
place /?,  q  par  a/>,  aq^  a  étant  l'un  quelconque  des  entiers  i,  2,...,  /i  —  i  : 
i^  n'a  donc  que  n  +  1  valeurs  distinctes,  respectivement  correspondantes  aux 

valeurs  o,  1,...,  n  —  i,  00  du  rapport  ^  (mod.  n),  et  sera  liée  à  u  par  une 

équation  du  degré  /n- 1 . 

479.  Cherchons  le  groupe  de  monodromie  de  cette  équation.  Pour  cela, 

nous  ferons  varier  k  de  telle  sorte  que  u  =  \k  reprenne  à  la  fin  de  l'opéra- 
tion sa  valeur  initiale,  et  nous  chercherons  la  manière  dont  les  diverses  va- 
leurs de  {f  auront  été  permutées  entre  elles. 

Et  d'abord,  de  quelque  manière  que  l'on  fasse  varier  A,  le  système  de  pé- 
riodes élémentaires  co,  u'  se  trouvera  transformé  à  la  fin  de  l'opération  en 
un  système  de  périodes  élémentaires  lî  =  aw -ha'co',  lî'=  ftw -h  &'«';  et 
l'on  aura  la  condition  ai'  —  ba'  =  ï.  Soient  donc  a.  a',  ^,  |3'  des  nombres 
quelconques,  respectivement  congrus  2i  a,  a\  b,  b'  (mod.  n)  :  on  aura, 
aux  multiples  près  de  nw  et  nw',  û  =  aw -h  a'w',  iî'=]3w -h|3'a)',  et 
a/3'— a'|3^i  (mod./i).     . 

Réciproquement»  soient  a,  a',  /3,  ^'  quatre  entiers  quelconques  satisfai- 
sant à  cette  dernière  relation  :  on  pourra  faire  varier  k  de  telle  sorte  que  &) 
et  Cl)'  soient  transformés,  aux  multiples  près  de  ncù  et  no',  en  au  +  aV, 

Soit  en  effet  e  un  entier  tel,  que  l'on  ait  ae^i  (mod.  n).  Faisons  variera 
de  telle  sorte  que  le  point  t  décrive  /ie^  fois  de  suite  le  contour  représenté 

dans  layfg^.  i  (472)  :  u  =  visera  multiplié  par  le  facteur  (y/— i)*'''=i,  et 
par  suite  ne  sera  pas  altéré  :  quant  aux  périodes  co,  &>',  elles  seront  changées 
en  Cl),  ci)'-f-  Se'cir,  expressions  qui  se  réduisent  à  &),  co'-f-  «,  en  supprimant 
les  multiples  de  fkô. 

Faisons  maintenant  décrire  au  point  79  e  fois  de  suite,  le  contour  de 

la  fig.  2  (.473)  :  u  n'est  pas  altéré;  et  w,  «'  sont  changées  en  o)  -h  ^co)',  w', 
ou,  aux  multiples  près  de  /lo)',  en  ca  -4-  «',  c»/. 

En  combinant  les  transformations  ci-dessus,  on  peut  changer  co,  &)'  (aux 
multiples  près  de  n»,  noi')  en  aco  -4-  aV,  ]3ci)  -h  /3V  (121  et  137). 

Cela  posé,  soit  {z)  celle  des  valeurs  de  v  qui  correspond  à  une  valeur  don- 
née dq  rapport  ^^z  (mod.  n)  :  w,  o)'  étant  changées  (aux  multiples  près 

44 
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de  /i«,  nw')  en  aw  4-  aV,  /Bw  h-  ^V,  P^^     ^^^  ^qj^^^  changé  en 

(ap  -4-  2j3ç)&>  -\-(a'p  -h  ?.j3'ç)&j' 

4/1 

Si  donc  on  pose  a^^c,  2|3=^rf,  ol ^^%c\  ^'^a'  (mod.  /i),  (2)  sera  changé 

-j ^,j-  On  a  d*ailleurs  évidemment  cd' ^  c'd^a^' -^  a']3,  et  il  est 

clair  qu'en  donnant  successivement  à  a,  |3,  cl\  ^'  tous  les  systèmes  de  va- 
leurs dont  le  déterminant  est  congru  à  1 ,  on  obtiendra  pour  c,  df  d^  d' tous 
les  systèmes  de  valeurs  dont  le  déterminant  est  congru  à  i . 

Le  groupe  de  monodromie  cherché  est  donc  formé  des  substitutions 


cz 


c'z  -h  d' 


»  avec  la  condition  crf'—  c'd^i     (mod.  n). 


cos  am  r 


480.  Le  groupe  algébrique  de  l'équation  aura  la  même  forme,  en  sup- 
primant la  condition  cd'  —  c'd^i.  Car  soit  F  une  fonction  de  ses  racines, 
invariable  par  toute  substitution  linéaire  fractionnaire  :  elle  peut  être  mise 

sous  la  forme  d'une  fonction  rationnelle  de  a,  sinam- =Xf-)  etX(~]- 

Car  prenons  l'un  quelconque  des  facteurs  qui  entrent  dans  l'expression  des 

racines  de  l'équation  modulaire,  par  exemple  sin  coam  4^*^—7 — ^—'  H  est 

égal  à 

n  \  n         J 

-    r  j  .  ^i-MM  ■■■■  ■■■  ■!  .— ,l■.^^l■  —  • 

Aamr^- ^—         i  — A»XM/«- ^ — ) 

n  \  n  I 

Or  lir^ — 2^\  ^^  ^^  dérivée  s'expriment  rationnellement  en  X(~j  et 

XM  —  j.  Donc  F  est  une  fonction  rationnelle  de  w,  X(-)'  ^  \"~)'  D'ailleurs 

F  reste  invariable  si  l'on  change  &>,  co'  en  aw  -+-  a'«',  htù  -f-  6'w',  ce  change- 
ment, équivalant  à  une  substitution  linéaire  fractionnaire  effectuée  entre  les 
racines  (2),....  Donc  u  étant  supposé  connu,  F  sera  une  fonction  des  racines 

de  l'équation  qui  donne  X(  -  J9  invariable  par  les  substitutions  du  groupe 

de  cette  équation  :  donc  F  est  exprimable  rationnellement. 

Le  produit  des  différences  des  racines  de  l'équation  modulaire  sera  expri- 
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niable  rationnellement  après  radjonction  du  radical  carré  V  (~  0  *  ^  (Her- 
MiTE,  Mémoire  sur  les  équations  modulaires).  Cette  adjonction  abaissera  de 
moitié  Tordre  du  groupe  de  Téquation^  et  le  réduira  à  celles  de  ses  substi- 
tutions qui  n'altèrent  pas  le  produit  ci-dessus.  Ce  sont  celles  pour  lesquelles 
le  déterminant  crf'  —  c'rf  est  congru  à  un  résidu  quadratique  (ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  à  l'unité  :  car  on  peut,  sans  altérer  une  substitution  linéaire 
.  fractionnaire,  multiplier  tous  ses  coefficients  par  un  facteur  constant  quel- 
conque, dont  le  carré  multipliera  le  déterminant).  Le  groupe  de  l'équation 
sera  donc  réduit  à  son  groupe  de  monodromie,  lequel  est  simple,  si  n  >  3  : 
car  il  est  évidemment  identique  au  groupe  de  l'équation  auxiliaire  de  de- 
gré n  +  i  rencontrée  plus  haut  dans  le  problème  de  la  division  des  pé- 
riodes. 

481.  Il  est  intéressant  d'examiner  s'il  n'est  pas  possible  de  trouver  une 
équation  équivalente  à  Téquation  modulaire  proposée,  et  d'un  degré 
moindre. 

En  premier  lieu,  le  groupe  G  de  l'équation  modulaire  (après  Tadjonction 

de  y  (—  i)  '  /ly  a  pour  ordre -^ »  nombre  divisible  par  n.  Il  doit  en 

être  de  même  du  groupe  de  l'équation  équivalente  cherchée  :  donc  son  degré 
ne  peut  être  moindre  que  n. 

Cela  posé,  pour  qu'il  existe  une  équation  de  degré  /i,  équivalente  h  la 
proposée,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  déterminer  un  groupe  H  contenu 
dans  G,  et. qui  renferme  précisément  la  n'^'"^  partie  des  substitutions  de  G. 
Or,  considérons  le  groupe  G'  formé  des  substitutions  linéaires 

I  57,  y    cx-^-djr,  dx-^d'y  |,  où  cd'  —  c*d^\     (mod.  /i). 
Ses  substitutions  correspondent  à  celles  de  G 


cz 


z     -, 


dz  -h  d 


»     où    cd'  —  cd^i     (mod.  n), 


de  telle  sorte  que  le  produit  de  deux  d'entre  elles  correspond  au  produit  de 
leurs  correspondantes.  Si  donc  le  groupe  H  existe,  les  substitutions  de  G'  qui 
correspondent  aux  siennes  formeront  un  groupe  H'  contenant  la  nf^'"""  par- 
tie des  substitutions  de  G',  soit  n^  —  i  substitutions.  Il  aura  donc  son  ordre 
premier  à  n,  et,  par  suite,  il  ne  contiendra  aucune  substitution  d'ordre  n. 

44. 
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Soient  So-.-»  Sfi.,...  ses  substitutions;  T  une  substitution  quelconque 
d'ordre  n  contenue  dans  6^  celle-ci  par  exemple 

Les  n(/i^~i)  substitutions  de  la  forme  1^8^  seront  toutes  distinctes  et  re- 
produiront toutes  celles  de  G'  :  car  si  Ton  avait  TPSj^  =  T'Sv  sans  avoir  p  =  c, 
d'où  |x=  V,  on  en  déduirait  1?"^  =  SyS;:*;  donc  T?'^  appartiendrait  à  H';  ré- 
sultat impossible,  cette  substitution  étant  d'ordre  n. 

Soit  maintenant  ^  une  racine  primitive  de  la  congruence  g'^"^  ^  i  (mod.  n): 
la  substitution 

u=  I  ^,  r  gx,  g-'r  I 

étant  contenue  dans  G',  sera  de  la  forme  T^Sj^  :  et  la  substitution  T'PU  =  Sj^ 
fera  partie  de  H'.  Mais  posons  a;  —  (p  -h  g~^)y^0G'  :  on  voit  sans  peine  que 
T~PU  remplace  xf  par  gx'  et  jk  par  ^^y*  Prenons  donc  pour  indices  indépen- 
dants, au  lieu  de  x  ^\,y^  cd  et  y^  ce  qui  n'altère  pas  la  forme  du  groupe  G'; 
l^U  prendra  la  forme 

S  =  \^\  r  g^\  ff-'r  I- 

482.  Cela  posé,  le  nombre  des  substitutions  de  H'  qui  n'appartiennent  à 
aucune  des  deux  formes 

(il)  \  ^'y  r    <^'y  dy  i,     I  x\  X    by,  ex    \ 

est  un  multiple  de  -[n  —  i)^. 
Car  soit 

\  z=  \  x\  y    ax'  -h  by^  ex  -^  dy  \ 

une  de  ces  substitutions  :  H'  contient  les  substitutions  de  la  forme 

&"VS^=:  I  x\  y    gP-*^ax' -h  gP-''by,  g-(P"^)cx' -\- g-(P-^^  dy  |, 

qui  sont  en  nombre  -  (n  —  i)*;  car,  en  faisant  varier  m  dp,  on  pourra  don- 
ner  à  g-'''*""*  (mod.  n)  une  quelconque  a  des  n—i  valeurs  i,..,  n  — i,  et 
à  gP--"^  une  quelconque  des  -(n  —  i)  valeurs  ]3^  aR,  dont  le  rapport  R  à 
la  précédente  est  un  résidu  quadratique.de  n.  Il  est  clair  d'ailleurs  qu'au- 
cune de  ces  -{n  —  \y  substitutions  ne  se  réduit  aux  formes  (i  i). 
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Si  H'  contient  une  substitution  Y'  autre  que  les  précédentes  et  qui  n'ap- 
partienne pas  à  ces  formes,  il  contiendra  -(/i  — i)^  substitutions  S''''V'S'^ 

évidemment  distinctes  des  précédentes  :  car  si  S'^'V'S'^  était  égal  à  S'^VS'', 
on  en  déduirait,  contre  l'hypothèse,  V'=  S"'~"*'VS''-'^.  Donc  H'  contiendra 

au  moins  2'~{n  —  iY  substitutions  qui  ne  soient  pas  des  formes  (ii).  S'il 
en  contient  davantage,  il  en  contiendra  au  moins  3  -(/i  — i)^,  etc.;  il  en 

contiendra  donc  en  général  /•— (n  —  i)*. 

Le  groupe  H'  contient  en  outre  celle  des  substitutions  de  G'  qui  sont  de 
la  forme  |  x\  y  ax\  dy  |,  lesquelles,  ayant  pour  déterminant  i,.se  rédui- 
sent aux  n  —  I  puissances  de  S  :  enfin,  s'il  contient  une  substitution  Â  de  la 
forme  |  a?',  y  by^  ex'  |,  il  contiendra  celles  des  substitutions  de  G'  qui  sont 
de  cette  forme,  lesquelles  se  réduisent  aux  suivantes  AS'",  en  nombre  /i  —  i . 

483.  V ordre  de  H'  est  donc  égal  à 

n  —  I  -4-  r  -(/i  —  i)'  ou  à  2(/i—  i)  4-  r*-(/i  —  i)% 

suivant  que  H'  contiendra  ou  non  la  substitution  A  =  [  x\  y    y,   —  a?'  ]. 
Mais  cet  ordre  est  égal  à  n^  —  i,  ce  qui  montre  que  la  première  hypothèse 

est  inadmissible,  lorsque  n  >  1 1  :  car  n  —  i-f-  r--  (n  —  i)*  est  plus  grand 

que  /i^  —  I,  si  r>  3,  et  plus  petit,  si  r  <  3.  La  seconde  hypothèse  elle-même 
ne  sera  admissible  que  si  r=  ^  :  auquel  cas  H'  sera  formé  exclusivement 
des  substitutions  suivantes  : 

/  S^=  I  x\  X    S^^[*  g^^r  1»     M^^  \  x\  y    gPy,  —  g'Px    |, 
(12)  Is-VS^    =:\x\y    a«^'   -4-aRi7,     a-'R-'c^'    -f- «-'rfj    |, 

(S-'V'S^'=  I  x\  y    aaV-|-aR'ft>,  a'-R'-cV-ha'-'^/y  |, 

OÙ  /?,  a,  a',  R,  R'  sont  des  entiers  variables  d'une  substitution  du  groupe  à 
l'autre,  ces  deux  derniers  étant  résidus  quadratiques  de  n\  et  où  a,  6,  c,  d, 
a%  b\  c',  d'  sont  des  entiers  donnés,  satisfaisant  aux  relations 

ad— bc^a'd' -- b'c'^i     (mod.  n), 

et  tels,  qu'on  n'ait  pas  à  la  fois«=Hrf^o,  ni  è^CE^o,  nia'^rf'^o,  ni 
fc'^c'^o.  Donc  sur  les  quatre  coefficients  a,  6,  c,  d  un  seul  peut  être  con- 
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gru  à  zéro;  si  Tun  d'eux  est  effectivement  congru  à  zéro,  on  peut  admettre 
que  c'est  d;  car  à  cause  de  la  symétrie  qui  existe  pntre  x'  et  y,  on  peut  ad- 
mettre que  c'est  c  ou  d.  Mais  si  c^o,  H'  contient  la  substitution 

AV  =  I  x',  y    —hx'-^ay,  —  c/j:'  |, 

OU  c'est  le  quatrième  coeflicient  qui  s'annule,  substitution  que  l'on  pourrait 
prendre  à  la  place  de  V  dans  tout  le  raisonnement. 
Cela  posé,  la  substitution 


W  z=z  S^V&'V  := 


x'     («a»  H-a-'R-^ci)x'-h(aR6a-t-a-'rf6)7 
y     (afl6--i-a-'R-'crf);c'  +  (aRftc-f-a-'rf^  )y 


appartenant  à  H^  doit  être  de  l'une  des  quatre  formes  (12). 
Si  elle  est  de  la  première  forme,  on  aura 

(i3)  «R6a-f-  or'db^oLac  -\-  ar'Vi-'cd^o. 

Si  elle  est  de  la  seconde,  on  aura 

(  14 )  OLO}-^  a-'R-cft  =  aR &c  +  a-'rf'  =  o. 

Si  elle  est  de  la  troisième,  on  aura,  en  remarquant  que  dans  les  substitu- 
tions de  cette  forme  le  produit  des  coefficients  extrêmes  est  égal  à  ad, 

(i5)  (««'  -+-  a--'R-'e*)(aR66'  -4-  or'd^)  ^ad. 

Si  elle  est  de  la  quatrième  forme,  on  aura  de  même 

(16)  («fl'  -t  a-'R-'c6)(aR6f  -h  or'd*)  =  a'd'. 

Donc  la  congruence 

j  [aR6a-+-a-'rfft][aa'-+-a-'R-«c6][{a«»-4-a-'R-»cé)(aR6c-ha-'rf»)—  ad] 

sera  satisfaite  dans  tous  les  cas,  et  quels  que  soient  a  et  R.  Or  supposons  R 
donné  :  si  d^o,  l'équation  est  du  sixième  degré  en  a\  si  d^  o  (mod.  n), 
du  douzième  :  donc  elle  ne  peut  avoir  plus  de  six  ou  douze  racines  dis- 
tinctes. Mais  elle  est  satisfaite  pour  les  n  —  1  valeurs  de  a  inférieures  à  n  : 
donc»  — 1<  13,  d'oùn^iS;  l'hypothèse  n  =  1 3  n'étant  d'ailleurs  adn^issible 
que  si  d^o  (mod.  n). 
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Cette  hypothèse  doit  être  rej^tée  dans  tous  les  cas.  Car  la  congruence  (17) 
ayant  douze  racines  distinctes,  le  facteur  aa^  H-  or*  Rr^cbj  égalé  séparément 
à  o  (mod.  /i),  donnerait  deux  racines  distinctes.  Donc  sur  les  douze  valeurs 
de  oc,  il  en  est  deux  pour  lesquelles  la  substitution  W  se  réduirait  à  la 
forme  AS'',  et  qui,  par  suite,  satisferaient  aux  relations  (i4)-  Mais  on  dé- 
.  duit  de  ces  relations,  en  éliminant  oc  et  R, 

«»r/»s6»c-=(flûf— 1)%    d'où    I— 2rtrf  =  o. 

On  aurait  de  même  1  —  aa'rf'^o;  d*où  ad^a'd'.  Mais  alors  la  con- 
gruence (17),  ayant  deux  facteurs  égaux,  n*aura  pas  douze  racines  dis- 
tinctes, comme  cela  devrait  être. 

L'existence  du  groupe  H'  est  donc  impossible,  si  n  >  j  i . 

484.  Au  contraire,  si  /i  =:  5,  7  ou  11,  le  degré  de  l'équation  modu- 
laire pourra  s'abaisser  d'une  unité.  Ce  résultat  remarquable,  découvert  par 
Galois,  a  été  retrouvé  depuis  par  M.  Hermite  et  par  M.  Betti.  On  peut  le  vé- 
rifier sans  aucune  difficulté,  en  montrant  qu'il  existe  un  groupe  H  conte- 
nant la  n'^'"*  partie  des  substitutions  de' G. 

i*^  Soit  en  effet  /i  =  5  :  on  pourra  prendre  pour  H  le  groupe  dérivé  des 
substitutions 


4^  I, 


1 

z     - 
z 


z  —  I 


2®  Si  n  =  7  ou  1 1,  on  prendra  pour  H  le  groupe  dérivé  des 
tutions  des  formes  suivantes 


n'—  1 

2 


substi- 


a 


z-b 


^g 


Z-'b 

z-  bg 


az 


z 


où  a,  b  sont  des  résidus  quadratiques  de  /t,  variables  d'une  substitution  à 
l'autre,  et  g  une  racine  primitive  de  la  congruence  g^"""*  ^  1  (mod.  n),  dont 
toutes  les  puissances  impaires  de  degré  inférieur  9i  n—  2  vérifient  la  con- 
gruence 

Ou  pourra  donc  poser,  si/i  =  7,g'=r3ou5;siAi  =  ii,^=2ou6. 

Il  est  bon  de  remarquer  qUe  le  groupe  H  n'est  pas  primitif;  Cdr  si  Ton 
répartit  les  racines  en  couples,  en  groupant  ensemble  celles  dont  l'indice  a 
respectivement  pour  valeurs  o  et  x> ,  i  et  ^,  ^*  et  ^', . . . ,  les  substitutions 
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de  H  jouiront  seules,  parmi  celles  de  G,  de  la  propriété  de  remplacer  les  let- 
tres de  chaque  couple  par  celles  d'un  même  couple. 
Si  /i  =  5,  posons 

Si  w  =  7,  posons  ^  =  5,  et 

^0  =  («'.—  i'ajtt'. —*'»)(  t'a  — i'altP*  —  «'fi)- 

Si  n  =  1 1 ,  posons  ^  =  2,  et 

La  fonction  x^  sera  évidemment  invariable  par  les  substitutions  de  H  : 
elle  dépendra  donc  d'une  équation  de  degré  n,  dont  les  coefficients  sont  des 

y — ^ 

fonctions  rationnelles  de  u  et  de  la  quantité  adjointe  V(— 1)  ^>*  Soit 
F{x,  u)  =  o  cette  équation  :  ses  autres  racines  ar^***»  ^n-i  s'obtiendront 
en  opérant  successivement  suro^o  les  puissances  i,...,  n  —  1  de  la  substitu- 
tion \  z     z  -{-  l    \. 

m 

485.  M.  Hermite  obtient  comme  il  suit  les  coefficients  de  cette  équation. 
Il  remarque  que  si  Ton  change  u  en  bu,  s  étant  une  racine  huitième  de  l'u- 
nité, chacune  des  valeurs  de  v  sera  multipliée  par  s'^S  et  chacune  des  va- 

yi(  w  +  r) 

leurs  de  x  par  e    '    .  Donc  l'équation  en  x  ne  change  pas  si  l'on  y  remplace 

w(  W  +f) 

à  la  fois  u  par  iu,  et  x  par  £  '  x.  Donc  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion est  composé  de  termes  de  cette  forme 

où  ^v  satisfait  à  la  condition 

,           .  n(n  H- 1)  .       j   « 

{n  —  v) -|-a,  =  o    (mod.  8). 

En  second  lieu,  si  Ton  change  a  en  -»  ^i  sera  changé  en  —  (Jacobi, 
Fundamenta,  n^  31  )  :  a?,  le  sera  en  (  —  i  )~  — '-^^ =  f  —  1  )  "^^  ^'  ^'■^' 


c,  n  i', .  .  .  C,_,  ^  '  U'*' 

Ponc  l'équation  en  x  ne  change  pas  si  l'on  y  remplace  à  la -fois  u  par  -»  ef 
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n+i      n'-t 

X  par  (—  i)  '       *  -^:pi*  Cette  remarque  montre  qu'on  aura 

(  n  -h  I  )  y  —  2  «v 
p.= 8 

De  plus,  les  polynômes  a  -4-  hu^  h-  . . .  seront  réciproques,  si  ai  =  5  ou  7  : 
si  au  contraire  /i  =  1 1 ,  - — î-  -h  ^  7"'  étant  impair,  les  polynômes  qui  mul- 
tiplient les  puissances  paires  de  x  seront  seuls  réciproques,  ceux  qui  mul- 
tiplient les  puissances  impaires  ayant  au  contraire  leurs  coefficients  équi- 
distants  des  extrêmes  égaux  et  de  signe  contraire. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  calculer  o^,  a,  6,. ...  Or  on  a  les  coefficients  de  Té-  . 
quation  en  x  exprimés,  d'une  part  en  fonction  de  u,  ay,  a,  ^,...,  d'autre 
part  en  fonction  deo^o»...,  ^n-i»  6t,  par  suite,  en  fonction  de  i^«,  (^o»--»  ^/«-i- 
Égalons  ces  deux  expressions,  et  remplaçons,  d'une  part  a,  d'autre  part(^„> 
^of*»  ^A-i  par  leurs  développements  en  série  suivant  les  puissances  de  la 
quantité  désignée  par  q  dans  les  Fundamenta  :  égalant  les  coefficients  des 
diverses  puissances  de  q  dans  les  deux  membres,  on  aura  une  série  de  con* 
ditions  qui  déterminent  les  coefficients  «y,  a,  6, D'ailleurs  pv  ne  Pou- 
vant être  négatif,  ol^  est  au  plus  égal  à  -  (/i  H-i)  v.  On  peut  simplifier  le,  cal- 
cul en  remarquant  que  la  quantité  i  —  u^  entre  comme  facteur  dans  le 
polynôme  a -h  6u* -+-...  avec  un  exposant  au  moins  égal  à  —    /H-  (-)  h 


it)^ 


n— I 


étant  le  reste  de  la  division  de  2  *   par  n. 
On  trouve  ainsi  les  équations  réduites  suivantes  : 


1°  Si  71  =  5 


^*-f-aM^(i  —  «•)*^  +  p«*(i  — ii*)'(i-ha*)  =  o, 


les  constantes  6c,  ]3  étant  des  fonctions  rationnelles  de  v^5; 

2«  Si  71  =  7 


a,  p  étant  des  constantes  fonctions  rationnelles  de  \/—  7»  et  Fj  une  fonction* 
du  second  degré  en  i/',  dont  les  coefficients  ne  contiennent  d'autre  irra- 

tionnelle  que  v  —  7  ; 

45 
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3«  Si  71  =  1 1 

-¥-u'(\  —  M» )* Fs a;* 4-  a' ( I  —  a» )' F^ jt' ■+-  w'*( i  —  w» )» iF>* 

F|A'  ^V  »•••  désignant  des  fonctions  du  degré  /x  en  a*,  et  dont  les  coefficients, 
de  même  que  les  constantes  a,  J3,  7,  ne  contiendront  d'autre  irrationnelle 

que  v^—  II, 

§  in.  —  Fonctions  hyperelliptiques. 

De  la  dmsion  en  général. 
486.  Posons 

x*-h  ax^-h. .  ,-^  fz=z(x  —  mo)(x  —  m,). .  .{^c  —  m5)  =  A'(.r), 


{' 


Faisons  varier  x  ety  d'une  manière  quelconque,  de  telle  sorte  qu*à  la  fin 
de  l'opération  .z?,  y,  A(a?),  A(y)  reprennent  leurs  valeurs  initiales.  On  sait 
(|ue  les  valeurs  finales  de  u,  v  seront  respectivement  égales  à 

c?,,  £,,  c}",,  €3  étant  des  entiers  dépendant  de  la  loi  de  variation  de  a?  et  de  j^, 
et  que  l'on  peut  rendre  quelconques.  Quant  aux  périodes  P,,  P2,  P3,  P», 
Qi»   Q2».  Qs»   Q4»  elles  sont  respectivement  égales  à  A©  — A,^  A,  —  A2, 

A3        A4,  A^        As»  ïjq        Jj|,  i5|        II2,  l>8  —  114»  154        D5Î  Aq,...,  A5,  15^,..., 

B5  désignant  les  valeurs  des  intégrales 


J       ÙL(X)  J        A(x) 


prises  le  long  des  contours  élémentaires  Cq,...,  C5  relatifs  aux  points  criti- 
ques m^j,...,  ms,  avec  une  même  valeur  initiale  du  radical  A(a;). 

Enfin  ces  mêmes  intégrales  prises  le  long  d'un  contour  enveloppant  tous 
les  points  critiques  sont  nulles;  d'où  les  relations 

(19)  Ao—  A.-h  A,  — As-i-A*  — A»  =  B.  — B,  -4- B,  —  B,4- B4  —  Bs=:o. 
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Quant  aux  fonctions  inverses 

elles  satisfont  à  une  équation  du  second  degré  dont  les  coefficients  sont  noo- 
nodromés.en  m,  i/',  et  reprennent  les  menées  valeurs,  ainsi  que  A  (a?)  et  A(j), 
lorsqu'on  y  remplace  m,  i'  par  u  -f-  cJ,  P«  -f-...H-  €2^*»  ^-î-  ^«Q<  -H. ..-H  «aO^* 
Enfin,  les  fonctions 

i,(  w,  H-  «,  -f- .  .  . ,  </,  -h  Vj  + .  .  .  ),      i,  (  ^<,  4-  1/2  -f- .  .  . ,  t/,  4-  Va  -h ...  ) 

sont  les  racines  d'une  équation  du  second  degré  dont  les  coefficients  sont 
rationnels  en  Xo (m,, i^,),  A[Xo(a,,  ^1)],  X,  (w,,  t',),  A[X,(m,,  <^,)],Xo(w2»  ^2)7---- 
D'ailleurs  les  doux  syniboles  Xo,  Xf  figureront  symétriquement  dans  ces 
coefficients.  (Ja^cobi,  Journal  de  Crelle,  t.  IX  et  XIII.) 

487.  Il  résulte  des  propriétés  fondamentales  que  nous  venons  de  rap- 
peler que  Xo({/»  ('),  X,(2/,  v)  sont  les  deux  racines  d'une  équation  X  du  se- 
cond degré>  dont  les  coefficients  sont  rationnels  par  rapport  à  Xo(~9  -  U 

AJXof"»  -)  u  X,f-»  -ji  A  X|  (-)  -j  L  et  symétriques  par  rapport  aux 

symboles  Xo  et  X|.  Réciproquement,  substituons  dans  l'équation  X  la  valeui* 
de  Xo(</,  s^)y  et  celle  de  X,  (u,  v),  supposées  connues.  Nous  obtiendrons  deux 

équations  algébriques   X©,    X,,  qui  serviront  a  déterminer  X^f-?- 

>■.(-'-)• 

'  \n  n) 
Soit  «o,  a,  un  système  de  solutions  de  ces  deux  équations  :  a,,  «o  en  sera 
évidemment  un  autre,  par  suite  de  la  symétrie  des  équations  par  rapport 
aux  deux  inconnues.  On  obtiendra  donc  la  même  équation  finale  E,  quelle 
que  soit  celle  des  deux  inconnues  qu'on  élimine  entre  les  deux  équations 
ci-dessus;  et  les  racines  de  cette  équation  peuvent  se  grouper  en  couples, 
en  réunissant  ensemble  les  deux  qui  vérifient  simultanément  les  équa- 
tions X^,  X,. 

Toute  substitution  du  groupe  de  l'équation  E  remplacera  les  deux  racines 
d'un  même  couple  par  deux  autres  racines,  liées  entre  elles  par  les  mêmes 
relations  (356),  et  qui,  par  suite,  appartiendront  elles-mêmes  à  un  même 
couple.  Donc  l'équation  n'est  pas  primitive,  et  se  décomposera  en  équations 
du  second  degré  parla  résolution  de  l'équation  N,  dont  dépend  une  fonc- 
tion symétrique  arbitrairement  choisie  des  deux  racines  d'un  même  couple. 

.        45. 
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Cette  équation  auxiliaire,  après  TadjoDction  des  radicaux  ^[Iq{u,v]], 

A[X,  (tt,  ç')],  sera  du  degré  n*.  Car  soit/  X^f-» -U  X,  (-» -j  j  une  de  ses 

racines  :  les  systèmes  de  valeurs  de  m,  s^  pour  lesquels  Xo(«,  v)t  X,  (m,  v)y  et 
les  A  correspondants  reprennent  la  même  valeur  sont  donnés  par  les  for- 
mules u  ^  p\  P,  -h  q,  Pa  -f-;>,  P3  -+-  9,  P4,  i^-hp,  Q,  -h  y,  Qa  -h  PiQz  4- Î2Q4, 
où  pt,  q^y  P2,  q^  sont  des  entiers  quelconques;  substituant  ces  valeurs  dans 
la  fonction  /,  on  obtiendra  autant  d'expressions  distinctes  que  la  variation  ^ 
des  entiers /'i,  7,,  /^a,  q^  fournit  de  systèmes  de  restes  différents  par  rap- 
port à  n.  On  aura  donc  en  tout  n^.  racines,  qu'on  pourra  désigner  par  le 
symbole  général  [p^  q^pz  ^2)- 

488.  Si  n  est  un  entier  composé,  tel  que  rr,  la.résolution  de  l'équation  N* 
de  degré  n\  revient  à  celle  de  deux  équations  successives  de  degrés  r* 
et^*. 

En  effet,  la  fonction/  X^f-»  -K  X,  (-»  ^  )  dépend  d'une  équation  S  de 
degré  s\  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  X^f-»  -j» 
X,  l-j  -  j»  A  Xo( -»  -j  U  A  X|  (->  -j  L  symétriques  par  rapport  kX^  et  àX,. 
Mais  A  X^j(->  -j     et  A  X<  (-»  -j  i  s'expriment  rationnellement  en  Xq (2/,  v), 

X,(W,^),  A[Xo(w,0],  A[X,(w,  i;)],Xo(^^),  ^*(r'7')' 

En  effet,  différentions  les  équations  (18)  successivement  par  rapport  aux 
variables  indépendantes  u,  v;  il  vient 

ik-^vx  dx       fM-^vydj-  fx'-ï-  v'x  dx       /ji'  ■+■  v'x  dy 

A(x)    du         A(/)    du  A(a;j     du         A(j)     rf« 

fx-^vxdx       fx-h  vjr  djr  |ul'  h-  v'x  dx       [x'  ■+■  y'x  dy 

A(a:)    dv  A(y)    rfv  '         ""     A(a;j     ûff  A(j^j     rff  ' 

relations  qui  déterminent  les  dérivées  partielles  de  a?  et  j  en  fonction  ra- 
tionnelle de  X,  y  y  A  (a?),  A  (y),  et  d'où  l'on  déduit  réciproquement 

.     A{^)  =  (^  H-  v:r)  ^  -4-  (  fx'  -f-  y'x)  ^,      A( j)  =  (^  -h  vj)  ^/J  -h  (fx'-h v»  1^- 

Donc  A  Xo  (->  -j  L  et  Al  XJ-i  -]  s'expriment  rationnellement  en 
fonction  de  X^f-»  -)»  X,  f-?  -j  et  de  leurs  dérivées  partielles. 
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Mais  Xo(->  -)»  X,  (-»  -]  sont  liées  k  Xo(m,  v),  X,  (w,  i»)  par  deux  équa- 
tions algébriques  dont  la  différentiation  (après  avoir  chassé  les  radicaux), 
donnera  les  dérivées  partielles  de  Xo  (-»  -j^  X,  (  "»  -]  exprimées  en  fonction 

de  Xof -» -U  X|  ( -» -jj  Xo(w,  ^)f  X|(u,  (^)  et  des  dérivées  partielles  de  ces 

deux  dernières  fonctions,  lesquelles  s'expriment  à  leur  tour  en  fonction  ra- 
tionnelle de  Xo(u,  (^),  X,  [u,  ^),  et  des  A  correspondants. 
Les  coefficients  de  S  sont  donc  rationnels  en  Xo(u,  v)^  X,(m,  ç),  A  [Xo(w,  ^)j, 

A[X|(a,  v)],  Xo(->  -)>  X,  f  ">  -j;  il  est  en  outre  évident  qu'ils  sont  symé- 
triques en  Xo  et  X,  ;  ils  s'expriment  donc  rationnellement  en  fonction  des 
coefficients  de  Téquation  qui  a  pour  racines  Xo  f^î  ^h  et  X,  ( -»  -  j  lesquels 
s'expriment  rationnellement  en  fonction  des  racines  de  l'équation  de  de- 
gré r*  dont  dépend  la  fonction/  X^f-j  ^j»  X,(-î  -j     (362). 

On  peut  donc  supposer  n  premier,  sans  nuire  à  la  généralité  de  la  ques- 
tion. 

489.  Cela  posé,  cherchons  le  groupe  de  monodromie  de  l'équation  N  par 
rapport  k  Xo(«^,  t'),  X|(m,  ç^),  A[Xo(w,  ç')],  A[X,(tt,  «')].  Faisons  varier  ces 
quantités  arbitrairement  :  lorsqu'elles  reprendront  leurs  valeurs  initiales, 
u,  V  seront  changés  en 

M  H-  3,  P,  -h  6,  P,  -h  ^2  Pj  4-  6a  Pi,      V  "h  <îi  Qi  -^  €,  Q2  -h  Ôj  Q2  4-  6,  Q*. 

La  racine  {p^  q^p^  ^2)'  aura  été  changée  dans  la  racine 

(p\  -H  5i,  qx  -h. El,  Pi  4-  iu    qt  -+-  62)  ; 
le  groupe  cherché  sera  donc  formé  des  substitutions 

I  Pi>   ?i>   Ptf   ?J     Pi  4-  ^1,   9«  4-  e,,  Pi  4-  3î,    g»  4-  Êi   |. 

490.  Supposons  maintenant  qu'on  ait  adjoint  à  l'équation  une  de  ses  ra- 
cines, telle  que  (0000).  Les  racines  restantes  dépendent  d'une  équa- 
tion Z  de  degré  n*  —  i,  dont  le  groupe  de  monodromie  F  par  rapport  aux 
modules  mo,...,  mj  s'obtiendra  aisément  comme  au  n^  471.  Supposons  en 
effet  que  m,,...,  m^  restant  invariables,  /Wo  varie  suivant  une  loi  quelcon- 
que  :  lorsque  m^  reviendra  à  sa  valeur  initiale,  les  racines  {p^  q^Pi  q^)  au- 
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ront  été  permutées  entre  elles  par  une  certaine  substitution;  et  si  l'on  mo- 
difie de  toutes  les  manières  possibles  la  loi  de  variation  de  m^,  Tensemble 
des  substitutions  obtenues  sera  le  groupe  de  nionodromie  de  Téquation  re- 
lativement à  mo. 

On  obtiendra  de  même  le  groupe  de  monodromie  de  Féquation  relative- 
ment à  chacun  des  autres  modules  m,,...,  m^  :  et  l'on  aura  évidemment  le 
groupe  de  monodromie  relatif  à  mo»-.*»  Tn^  en  combinant  entre  elles  les 
substitutions  de  tous  ces  groupes  partiels. 

Or  tout  déplacement  du  point  itiq  suivant  une  courbe  fermée  résulte  évi- 
demment de  la  combinaison  de  cinq  déplacements  particuliers  suivant  des 
courbes  fermées  Doi,  D02»  D04»  D04,  Dos  enveloppant  respectivement  chacun 
des  cinq  points  m^,...,  m^,  sans  couper  les  contours  élémentaires  relatifs 
aux  autres  points,  avec  un  déplacement  suivant  une  courbe  fermée  n'enve- 
loppant aucun  de  ces  points.  Ce  dernier  déplacement  n'altère  évidemment 
pas  les  périodes  :  donc  toutes  les  substitutions  du  groupe  de  monodromie 
relatif  à  m^  résultent  de  la  combinaison  des  cinq  substitutions  partielles 
opérées  par  les  déplacements  Don...»  D05. 

Cela  posé,  la  figure  ci-jointe  montre  que  le  déplacement  Doi  pouvant  se 


faire  sans  déformer  les  contours  élémentaires  C2,  C3»  C4,  C5,  n'altère  pas  les 
intégrales  Aa»  A3,  A4,  A»;,  quant  aux  contours  élémentaires  Co/C|,  ils  sont 
transformés  en  de  nouveaux  contours  tels  que  Uo,  H,,  qui  se  réduisent  res- 
pectivement aux  deux  suites  de  contours  élémentaires  CoCjCqC,  Co  et  CoCiCo- 
Par  suite,  Ao.  Af  sont  transformées  en 

A 9  —  A I  ~+-  Ao  —  Al  ~T~  A(  -i—  ô rk%  "—  ^  A I )      A$  —  A|  ~t—  A©  —  2  Ao  —  A  i« 

Les  périodes  P^  =  Ao  —  A,  et  Pj  =  A,  —  Aa  seront  donc  transformées  en 

3Ao  —  aA,  —  (2A0  —  A,)=  P,,     2A0  —  Al  —  A3  =r  ?.P,  H- P3, 


et  les  autres  périodes  resteront  inaltérées. 
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On  voit  de  la  même  manière  que  le  déplacement  Do^^  transforme 

Ao    en    3A,  —  4Ai  H-4Aî  — . .  .-♦-(— i)''~'2Aj„ 

A^    en     —  aA^ -1-4 Af.-i  — 4^^1-1  H -f  (— O^^-'A.,   ^ 

et  laisse  les  autres  intégrales  invariables.  Substituant  les  valeurs  finales  des 
intégrales  dans  les  expressions  des  périodes,  et  tenant  compte  de  l'équa- 
tion (19),  on  obtiendra  les  valeurs  finales  P',,  Fj,  P'g,  P'^  de  ces  périodes, 
exprimées  linéairement  en  fonction  de  leurs  valeurs  initiales  ?«,  P2,  P3,  P4. 

On  obtiendra  de  la  même  manière  l'altération  produite  dans  les  périodes, 
en  supposant  que  les  points  /no,...,  ^^u  '^p+o-**  restant  immobiles,  le 
point /Tip  décrive  un  contour  fermé  Dp^.  autour  du  point  m^. 

Quant  aux  valeurs  finales  Q'^,  Q'j,  Q3,  Q^  des  quatre  autres  périodes  Q,, 
Q2>  Qs*  Q4  après  chacun  des  déplacements  ci-dessus,  elles  s'exprimeront 
évidemment  en  fonction  de  Qi, . . . ,  Q4  de  la  même  manière  que  P'^, . . . ,  P'^ 
en  fonction  de  P,,...,  P4. 

491.  Après  chacun  des  déplacements  considérés,  on  aura  l'identité  facile 
à  vérifier 

P.0'.-Q'.P,-^P'3Q'.-0'3P.  =  P.Q3~Q.P»-+-P,Q,-0,P.. 

Supposons  maintenant  qu'on  imprime  à  m^  un  déplacement  représenté 
par  une  combinaison  quelconque  des  cinq  déplacements  simples  Doi,.-., 
Dos;  puis  à  nit  un  déplacement  représenté  par  une  combinaison  quelcon- 
que des  déplacements  élémentaires  D|o>  Dis Di»;  etc.  Ce  système  d'opé- 
rations transformera 

P.,  p,  \     i  «'.p.4-p'.p,-Ha:p,-+-(3';P4,  /.p.-h5'.p,  +  /.P3  +  ô';p„ 
P3,  p«  )^"  I  a;p.-4-(î;p,-^a;P3  +  p'Po  /,p. -hô;p,-*-y;p,-^r,p„ 

(a^,  ^'1,...  étant  des  entiers  constants),  et  Qi»...,  Q4  en  fonctions  analo- 
gues de  Qi,.--»  Q4-  D'ailleurs  la  fonction  PiQs  —  Qi  P2  ^- P8Q4  —  Q3P4» 
n'étant  altérée  par  aucune  des  opérations  partielles  dont  se  compose  celle 
que  Ton  considère,  restera  identique  à  elle-même  :  d'où  les  conditions 

</.-y\oi'.-^a\y\-y\a\:=^\d\--d\^\'^^\d'',^d\^\  =  o. 

Substituons  maintenant,  dans  l'expression  des  racines  {piq\P^(]iï\  à  la 
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place  de  P|,..M  P4,  Qo--M  Q4  les  valeurs  de  leurs  transformées  :  cette  opé- 
ration reviendra  évidemment  à  opérer  sur  les  indices  de  ces  racines  la  sub- 
stitution 


(20)    s== 


Pif  Çi    a,  Pt  +  c\  qx  -+-  a,/?.  H-  c\  g„  b\  /?,  -f-  d\  q,  -+-  b\p,  4-  d\  q, 
p»,  ?i    «",  /^.  ^-  ^•''.  ?.  4-  a*;  /?,  -h  <  9„  b\  pr  -h  d\  g.  -t-  6;  /?,  4-  rf'  Çi 


les  coefficients  aj,...,rf''2  étant  respectivement  congrus  a  a,,.. .,c^  2  ("ï<^^-^)' 
et  satisfaisant  par  suite  aux  relations 


<  d\ 

b\c\  +  d,d\      b\c'—a\d\      é",  cl -t- a",  rf',  -  6' c;  —  « . 

d,d\ 

c\  b;  +  «',  </;    c\  b\ — rf;  d',    d;  b\  +  (f,d\-  c\  b\ — 0, 

a\c\ 

d,  a:  +  d,  c\  -  c',  <f,  -  b\  d\      d\  b',  +  b\  d\  -  d\b\-  0, 

(P.I) 


qui  montrent  que  la  substitution  S  est  abélienne. 

Soit,,  comme  au  n*'219,  H  le  groupe  formé  par  les  substitutions  qui  satis- 
font aux  relations  ci-dessus  :  le  groupe  cherché  r  est  contenu  dans  H;  mais 
réciproquement,  il  contiendra  toutes  les  substitutions  de  H,  si  n  est  impair. 
En  effet,  il  contient  les  suivantes  : 

?«>  p^>  ?ï  p\  -+-2^1»  qij  Pi9  q^  i» 

qtf  p^i  ?»  Pif  ?•  —  ^Pif  p^9  9î  U 

?i>  p-ij  Çî  p\9  q\9  Pi-^^q^*  ?»  I» 

?i»  Pi9  ?i  pi9  q\9  p^y  î^  —  2/^2  h 

?:>   P2,    q^      Pi-\-^qt  —  2/?:,    ?.>    Pu    2//,  —  2/>j  -f-  Ç, 


s.= 

\P" 

s,- 

P" 

s.- 

1  Z'.. 

S.- 

p>, 

Ss- 

p» 

respectivement  correspondantes  aux  déplacements  Doi,  D|2>  0,4,  D45,  D^,. 
Mais  toutes  les  substitutions  de  H  sont  dérivées  de  celles-là.  En  effet,  soient  V 
une  substitution  de  H,  a\pi  -h  c,  y,  -h  à^p2  -*-  c^q^  la  fonctioi)  qu'elle  fait 
succéder  à  />|.  On  voit  aisément,  comme  au  n^  221,  qu'il  existe  une  substi- 
tution U,  dérivée  de  S^, . . . ,  Sj,  qui  remplace  également/?,  par  cette  fonc- 
tion; et  Ton  aura  V  =  UV,,  V|  étant  une  nouvelle  substitution  de  H,  qui 
laisse/?,  invariable.  Les  coefficients  de  Y,  satisfaisant  aux  relations  (21), 
elle  remplacera  y,  par  une  fonction  de  la  forme  /3,/?i  -+■  Ç',  -f-  jSa/^a  ■+■  ^2^2- 
Mais  il  existe  évidemment  une  substitution  U,,  dérivée  de  Ss»...»  S,,  qui 
opère  ce  même  remplacement  :  et  Ton  aura  V,  =  U,  V2,  Vj  étant  une  nou- 
velle substitution  de  H,  qui  laisse/?,,  ?«  invariables,  et  qui,  par  suite,  se 
réduira  à  la  forme 


J  /?!>  q\f  P29  qi    Pu  q\9  «a/?»  -H  y,?a,  (3î/?2  -h  d,  ?,  ], 
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avec  la  condition  «2  c?2  —  jSa72^i.  Cela  posé,  il  existe  une  substitution  Uj» 
dérivée  de  83,8^,  qui  remplace /?2  paraj/^a  H-  /a  92  :  et  l'on  aura  Vn=  U2V3' 
V3  étant  u^  nouvelle  substitution  de  H,  qui  laisse  /?,,  ^,,  p.^  invariables, 
et  qui,  par  suite»  en  vertu  des  relations  (21),  se  réduira  à  une  puissance 
deS*.  Donc  V  =  UU,  U2V3  est  dérivée  de  S,,  83,  83,  84,  85,  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

Soit  au  contraire  n  =  2.  Les  substitutions  8,,  83,  83,  84,  85  se  réduisent 
à  l'unité;  et  l'on  voit  immédiatement  qu'il  en  est  de  même  des  substitutions 
correspondantes  à  chacun  des  autres  déplacements  élémentaires  des  points 
m,,...,  m^.  Le  groupe  de  monodromie  ne  contiendra  donc  que  la  substitu- 
tion I  ;  et  les  racines  de  l'équation  seront  toutes  des  fonctions  monodromes 
de  /Wo»' •  •>  ^i- 

492.  Cherchons  maintenant  le  groupe  de  monodromie  T^  de  Z  relative- 
ment a.ux  coefficients  a,...,  /  du  polynôme  L^[x).  Pour  cela,  supposons 
que  CCS  coefficients,  après  avoir  varié  d'une  manière  quelconque,  repren- 
nent leurs  valeurs  initiales.  Les  modules  /Wo,...,  m^  reprendront,  à  l'ordre 
près,  leurs  valeurs  initiales,  mais  pourront  avoir  été  permutés  entre  eux.  Le 
groupe  Ff  contiendra  donc,  outre  les  substitutions  de  r,  celles  qu'on  ob* 
tient  en  faisant  varier  les  modules  mo,...»  m^  de  manière  à  les  permuter 
entre  eux  de  toutes  les  façons  possibles. 

Or  supposons  qu'on  fasse  varier  deux  modules  consécutifs,  /Wp,  m^^,  de 
telle  sorte  que  le  point /Wp  vienne  à  la  place  qu'occupait  mp^.,,  et  réciproque- 
ment; combinons  en  outre  ce  mouvement  de  telle  sorte  que  le  point  m^^( 
passe  entre  l'origine  des  coordonnées  et  le  point  /Wp.  Les  contours  élémen- 


taires Cp+,,  Cp  seront  évidemment  transformés  en  Cp  et  en  un  nouveau  con- 
tour H,  réductible  à  la  somme  des  trois  contours  Cp,  Cp+,,  Cp.  Donc  Ap+i,  Ap 
seront  transformées  en  Ap,  2Ap— Ap+,,  les  autres  intégrales  restant  inva- 
riables. On  en  conclut  aisément  la  valeur  finale  des  périodes;  et  la  substi- 
tution correspondante  entre  les  racines  {p\(]\P2^2)^  ^t  l'on  voit  immédiate- 
ment que  celte  substitution  appartient  au  groupe  H. 

Cela  posé,  il  est  clair  que  toute  substitution  opérée  sur  les  modules  peut 
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■ 

s*obtenir  en  combinant  des  transpositions  telles  que  {m^m^i).  Donc  tout 
mouvement  des  points-modules  qui  les  ramène,  à  l'ordre  près»  &  leurs  places 
initiales  résulte  de  la  combinaison  des  mouvements  ci-dessu^  avec  ceux 
étudiés  plus  haut  (490).  La  substitution  opérée  sur  les  racines  par  chacun 
de  ces  mouvements  composants  appartenant  k  H,  il  en  est  de  même  de  la 
substitution  opérée  par  le  mouvement  résultant.  Donc  les  substitutions  de  T^ 
appartiennent  au  groupe  H. 

D'ailleurs,  si  n  est  impair,  r  se  confond  avec  H;  donc  r^,  qui  contient  T, 
se  confondra  lui-même  avec  H. 

493.  Supposons  maintenant  n  =  2.ïi  est  évident  que  F^  est  isomorphe 
au  groupe  I  d'ordre  H  =  1.2.3.4-5^.6,  formé  par  toutes  les  substitutions 

possibles  entre  les  modules;  et  son  ordre  sera  t-  >  0  étant  l'ordre  du  groupe 

partiel  L  formé  par  celles  des  substitutions  de  I  qui  ont  pour  correspon- 
dante l'unité  dans  le  groupe  Fi  :  en  outre,  L  est  permutable  aux  substitutions 
de  I  (67).  Mais  les  seuls  groupes  contenus  dans  1  et  permutables  à  ses  sub- 
stitutions sont  ce  groupe  lui-même,  le  groupe  alterné  d'ordre  —9  et  celui 

qui  est  formé  de  la  seule  substitution  i  (81).  Donc  Tordre  de  F^  est  égal 
à  r>  à  2,  ou  à  n.  Mais  on  voit  immédiatement  la  fausseté  des  deux  premières 
hypothèses.  Donc  F,  a  pour  ordre  ù,  et  sera  isomorphe  sans  mériédrie  à  I. 
On  peut  remarquer  qu'ici  encore,  F|  se  confond  avec  H  :  car  il  est  con- 
tenu dans  ce  dernier  groupe;  en  outre,  les  ordres  respectifs  de  ces  deux 
groupes,  ù  et  (2*— i)2'(!i*— 1)2,  sont  égaux.  Mais  cette  coïncidence  for- 
tuite n'aurait  plus  lieu  pour  les  fonctions  hyperelliptiques  à  plus  de  quatre 
périodes. 

494.  Passons  à  la  recherche  du  groupe  algébrique  de  l'équation  N,  en 
supposant  connus  les  modules  et  les  quantités  Xo({i,  ^),  X,(u,  v),  A[Xo(a,  ç)], 
A[X|(w,  v)].  Ce  groupe  contient  (390)  le  groupe  de  monodromie  du  n**489, 
et  ses  substitutions  lui  sont  permutables.  Donc  elles  résultent  (119)  de  la 
combinaison  de  ce  groupe  avec  des  substitutions  linéaires.  Si  l'on  adjoint 
à  l'équation  la  racine  (0000),  son  groupe  se  réduit  au  groupe  partiel  6 
formé  par  ces  dernières  substitutions.  D'ailleurs  les  substitutions  de  G  sont 
permutables  à  celles  du  groupe  de  monodromie  F4  =  H  (391).  On  en  déduit 
qu'elles  sont  abéliennes. 

En  effet,  soient  T  une  quelconque  des  substitutions  de  G; 

a\ px  H-  c\qx  -+-  rt',/7a  -h  c\qt 
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la  fonction  qu'elle  fait  succéder  à  />«  :  H  contient  une  substitution  U  qui 
produit  le  même  remplacement  (221  );  et  l'on  aura  T  =  UT, ,  T,  étant  encore 
permutable  à  H  et  n'altérant  pas  /?«.  Soit 


T.=: 


P^^  ?•      P^y   P'i  Pi  +  à\  qy  4-  p',  /7a  H-  S^q^t 

Puq^    a1/>i -H/.Ji-f-...,  P",/?,  4-5'?,  4-... 


Le  coefficient  â^^  ne  pourra  être  congru  à  zéro  ;  car,  s'il  l'était,  y'^  et  cT^  ne 
pourraient  être  à  la  fois  congrus  à  zéro  (le  déterminant  de  T«  ne  l'étant  pas); 
et  T,,  transformant  la  substitution 


B  = 


Pif  q\    P\9  Px  4-  qx 

Pu   ?i   /^»>  ?a 


en 


Pl9   ?•  Pif  Çt 

Pif  qi    Pi  —  y\pxf  ?7  "7  à\p, 


qui  ne  fait  pas  partie  de  H,  ne  serait  pas  permutable  à  ce  groupe. 

Cela  posé,  H  contient  une  substitution  U,  qui  remplace  /?,,  q^,  par  p^, 

y" Pi  ^"  9f  ^"  yP^  "^  ô^  ^^*  ^^^^  d'ailleurs  V  la  substitution  qui  multiplie  y, , 

ya  par  â^^  sans  altérer/?,,  pi  :  on  aura  T,  =  U,VT2,  Ta  étant  encore  permu- 
table à  H  (car  U,  et  Y  le  sont),  et  laissant/^,,  9,  invariables. 

Soient  a' /?,  4-  c' ^,  -h  a\p2  -f-  c\q2,  b\p^  +  d\q^-\r  b^p^-h  d\q2  les  fonc- 
tions que  Ta  fait  succéder  à  p^f  q^  •'  on  aura  d^  ^  c^  ^  é^^  ^  rf^  ^  o.  Car  si 
Ton  avait,  par  exemple»  a''i<o,  la  transformée  de  B  par  Ta  n'appartiendrait 
pas  à  H,  comme  cela  doit  être. 

Cela  posé,  H  contient  une  substitution  Ua  qui  remplace  Pif  q^  P2  ^^^  P\f 
y,,  «a/^a 4-^2^2;  et  l'on  aura  Ta=UaTj,  T,  étant  encore  permutable  à  H, 
et  de  la  forme 

T,    =       I     Pxy     qxy    p^y     Jj         /?„     ^f,,    />2,     6'/?2    4"    (/,  J,      |. 

D'ailleurs,  H  contient  la  substitution 

C=  \  Px,  qxf  Pif  qi    p\  4-/7,,  qxy  pi,  îj4-  j,  |, 
dont  la  transformée  par  T,, 

I  Pif  qif  Pu  ?»    Pi  -^  Pu  ?i>  Pu  qi  +  d\qx  |, 

doit  appartenir  à  H;  donc  ^3  =  1,  et  Tj  est  abélienne.  Mais  U,  U,,  V,  Ua  le 
sont  évidemment  :  donc  T  le  sera. 

495.  Supposons  maintenaDt  qu'on  adjoigne  à  l'équation  N,  outre  les  quan- 

46. 


364  LIVRE  TROISIÈME. 

tilés  précédentes,  les  expressions  X^-f  — S  —  j?  A  X^-f-^»  ^J    où  Ton  posera 

successivement  r=  o  ou  i,  p  =  o,  i ,  a,  3.  Après  cette  adjonction,  le  groupe 
contient  le  groupe  de  monodromie  du  n^  489;  mais  il  ne  contient  aucune 
autre  substitution. 

En  effet,  toute  fonction  9  des  racines  de  N  peut  se  mettre  sous  la  forme 

ij;  Xo(-»  -)>  X,(-j  -j  If  ^  étant  une  fonction  rationnelle  et  symétrique, 

dont  les  coeflicients  s'expriment  rationnellement  en  fonction  des  quantités 
adjointes  (486  et  488).  Désignons  par  vj/g^e.Mt  ^®  9"^  devient  cette  fonction 
en  y  changeant  u,  v  en 

Faisons  le  même  changement  dans  Tégalité  <p=:\^  :  i\  viendra,  %n  suppo- 
sant que  la  fonction  f  soit  invariable  par  ce  changement,  cp  =  ^6.e,$,e,;  d'où 

expression  qui  est  une  fonction  symétrique  des  racines  de  Téquation  de  de- 
gré n*  à  laquelle  satisfait  la  fonction  (j^,  et  qui,  par  suite,  est  rationnelle. 
L'équation  est  donc  abélienne,  et  se  résout  à  l'aide  de  quatre  équations 
abéliennes  de  degré  n. 

496.  Supposons  enfin  u  =  v  =  o.  L'équation  proposée  aura  Tune  de  ses 
racines  égale  à  l'expression  rationnelle /(o,  o).  Supprimant  cette  racine, 
il  restera,  une  équation  du  degré  n*  •—  i  ayant  r  pour  groupe  de  monodro- 
mie  par  rapport  aux  modules,  et  ?«  pour  groupe  de  monodromie  par  rap- 
port à  a,...,/  (490-492).  Quant  à  son  groupe  algébrique,  on  voit  comme 
au  n^  494,  que  ses  substitutions  sont  linéaires  :  elles  sont  en  outre  permu- 
tables à  r,  =  H  :  donc  elles  sont  abéliennes  (494). 

497.  Tous  les  raisonnements  faits  dans  ce  paragraphe  pour  les  fonctions 
hyperelliptiques  à  quatre  périodes  s'appliquent  sans  difficulté  aux  équa- 
tions à  ak  périodes.  Remarquons  toutefois  que  dans  le  cas  où  /i  =  2,  le 
groupe  Fi  ne  contiendra  plus  en  général  qu'une  partie  des  substitutions 
de  H,  ce  qui  infirme  la  démonstration  du  n^  494. 

498.  On  peut  déduire  de  ce  qui  précède  une  conséquence  remarquable, 
exprimée  par  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —   Un  groupe  quelconque  de  degré  q  est  isomorphe  sans  mérié- 
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dfie  à  un  groupe  de  degré  2^*  —  i ,  à  substitutions  linéaires  abéUennes^  k  étatit 
le  plus  grand  entier  contenu  dans 

Si  le  théorème  est  vi'ai  pour  le  groupe  I  formé  par  toutes  les  substitutions 
possibles  entre  ^lettres,  il  le  sera  évidemment  pour  tout  groupe  L  contenu 
dans  celui-là.  Car  soit  Tle  groupe  isomorphe  à  I  dont  on  suppose  Texistence  : 
le  groupe  L%  formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  correspondent  à  celles 
de  L,  sera  isomorphe  a  L  sans  mériédrie. 

Cela  posé,  considérons  le  polynôme 

et  les  fonctions  abéliennes  à  2k  périodes  auxquelles  il  donne  naissance.  La 
bissection  de  ces  périodes  dépend  d'une  équation  dont  le  groupe  de  mono- 
dromie  par  rapport  aux  coefficients  a,...  (après  l'adjonction  d'une  de  ses 
racines)  est  contenu  dans  le  groupe  abélien  de  degré  2**  — i,  et  isomorphe 
sans  mériédrie  au  groupe  I  formé  par  toutes  les  substitutions  possibles  entre 
/Wo,...,  /Wjjt  (492-493).  Le  théorème  est  donc  établi. 

Abaissement  de  l'équation  de  la  trisection  des  périodes 
dans  les  fonctions  à  quatre  périodes, 

499.  Cette  équation  Ë,  du  degré  80,  à  son  groupe  contenu  dans  le  groupe 
abélien  G  (496)  dont  l'ordre  alî,  est  égal  à  2(3*- 1)3« (3^- 1)3  (219-221). 
Celles  de  ses  substitutions  qui  se  réduisent  à  la  forme 


Piy  Çiy  P^y  q^    d,p,  -+-  c,  j„  b\p,  -f-  d\  ç„  (i",/?,  -f-  c\q,,  b\pt  +  rfj^,  | 

forment  un  groupe  H,  dont  l'ordre  w  sera  égal  à  -(3^— 1)*(3^— 3)*.  En 

effet,  pour  qu'une  expression  de  cette  forme  représente  une  substitution 
abélienne,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

d,d\  —  b\c\^a\d\-^  b\c\^o    (mod.  3), 

relation  qui  permet  de  choisir  a'j ,  rfj ,  b\,c^  de  (3*— i) (3*— 3)  manières 

dîfTérentes  (123),  puis  a\,  dt^ ,  b\,  c\  de  ^^ ^  manières  seulement, 

à  cause  de  l'égalité  des  deux  déterminants. 

Si  l'on  adjoint  au  groupe  H  la  substitution  abélienne 

I  =  I  P^y  9'»  P-^y  ?»    P"  ?»»  7^'»  ?'  I> 
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ôn  obtiendra  un  nouveau  groupe  H,,  d'ordre  ao.  Une  fonction  (p<  des  ra- 
cines de  E,  invariable  par  les  substitutions  de  Hj,  dépendra  d'une  équation  € 

de  degré  —  =  45  (366).  Le  groupe  de  cette  équation  se  déterminera  faci- 
lement ainsi  qu'il  suit. 

500.  Soit  ^  le  groupe  formé  des  substitutions 

A*BPOD*=  I  p„  g,,p„  Çi    Pi  -fa,  q,  -f- (î,  p,  H- y,  ç, -f- d  |, 

et  supposons  que  les  substitutions  A,  B,  C,  D  aient  leurs  exposants  d'échange 
mutuels  congrus  à  zéro,  sauf  les  suivants:  (AB)^— (BA),  (CD)^— (DC),  qui 
seront  congrus  à  i.  A  chaque  racine  de  l'équation  c  correspondra  une  dé- 
composition dii  groupe  §  en  deux  groupes  partiels  d'ordre  3',  tels»  que  leur 
combinaison  reproduise  §y  et  que  les  substitutions  de  l'un  d'entre  eux  aient 
leurs  ex«posants  d'échange  avec  les  substitutions  de  l'autre  tous  congrus  à 
zéro.  En  effet,  on  obtient  immédiatement  une  première  décomposition,  en 
prenant  pour  groupes  partiels  P,  =  {A,  B)  et  P^j=:(C,  D);  et  il  est  clair  que 
le  groupe  H|  est  formé  pat*  l'ensemble  des  substitutions  abéliennes  qui  sont 
permutables  à  ces  deux  groupes,  ou  qui  les  transforment  l'un  dans  l'autre. 
Soit  maintenant  s  une  substitution  abélienne  quelconque  :  elle  transfor- 
mera, par  définition.  A,  B,  G  ,D  en  substitutions  A,,  Bj'  ^t^  ^t  ayant  entre  elles 
les  mêmes  exposants  d'échange,  à  un  facteur  constant  près';  elle  transformera 
donc  P,  P'  en  deux  nouveaux  groupes  partiels  P,=(A„  B,),  P',  =(C,,  D,),  qui 
jouiront  encore  de  la  propriété  que  chaque  substitution  de  l'un  de  ces  groupes 
a  ses  exposants  d'échange  avec  les  substitutions  de  l'autre  congrus  à  zéro. 
D'autre  part,  la  substitution  5,  opérée  dans  la  fonction  fi,  la  transforme  en 
une  autre  fonction  9,,  qui  satisfait  également  à  l'équation  C,  On  a  donc  ob- 
tenu une  décomposition  de  §  en  deux  groupes  partiels  P^,  P^^ ,  correspon- 
dante à  la  racine  9^. 

501.  Il  faut  maintenant  prouver  qu'à  chaque  racine  correspond  une  seule 
décomposition,  et  réciproquement.  Soient  *  et  /  deux  substitutions  abé- 
fiennes  telles  que  l'on  ait  (fs=^t  *  on  en  déduit  ç>^^f=rf,  (356).  Donc 
ur^  =  h^  est  une  substitution  de  Hj.  Mais  A,  est  permutable  aux  groupes  P,, 
P'i,  ou  les  transforme  l'un  dans  l'autre;  s  les  transforme  en  P„  F,;  donc 
t  =  h^$  les  transformera  en  P„  P^  ou  en  P', ,  P,;  donc  en  transformant  P,,  Fj 
par  s  ou  par  /,  on  obtient  la  même  décomposition.  Réciproquement,  si  ces 
deux  transforrnations  donnaient  la  même  décomposition,  ur^  redonnerait 
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la  décomposition  initiale  P,,  P^^,  et  par  suite  appartiendrait  à  H,  :  on  en  dé- 
duirait f^^i  =  ^1,  d'où  (ps  =  (ff 

Les  racines  de  C  s'obtenant  toutes  en  transformant  y,  par  les  diverses 
substitutions  de  G,  il  existera  quarante-cinq  décompositions,  respective- 
ment correspondantes  à  ces  racines.  Pour  qu'il  en  existât  un  plus  grand 
nombre,  il  faudrait  qu'il  y  en  eût  qui  ne  correspondissent  à  aucune  racine, 
et  qui  par  suite  ne  pussent  être  obtenues  en  transformant  Pf,  F^  par  une 
substitution  abélienne.  Mais  cette  hypothèse  est  absurde.  Soient  en  efTet  P,  F 
les  deux  groupes  partiels  d'une  décomposition  quelconque,  X  une  substitu- 
tion quelconque  de  P  autre  que  l'unité  :  ce  groupe  contient  une  substitution  S 
dont  l'exposant  d'échange  avec  x  n'est  pas  congru  à  zéro,,  sans  quoi  x  au- 
rait ses  exposants  d'échange  avec  toutes  les  substitutions  de  #  congrus  à  zéro  : 
résultat  absurde;  car  x  est  de  la  forme  A"Bf^C^D^  et  si  Ton  a,  par  exemple, 
a^o,  l'exposant  d'échange  (xB)  ne  sera  pas  congru  à  zéro.  Soit  (xS)  =  e; 
posons  S*~'=  tft),  on  aura  (Xife)  =  i;  elP,  étant  d'ordre  3^  est  dérivé  de  X  et 
de  ifb.  On  voit  de  même  que  P'  est  dérivé  de  deux  substitutions  e,  (D,  dont 
l'exposant  d'échange  est  i.  Cela  posé,  la  substitution  linéaire  qui  transforme 
Af  B,  C,  D  en  x^  ifb,  c,  (D  sera  évidemment  abélienne. 

502.  On  peut  maintenant  former  sans  peine  les  quarante-cinq  décompo- 
sitions du  groupe  ^.  Elles  sont  données  par  le  tableau  suivant,  où  chaque 
groupe  partiel  est  représenté  par  deux  substitutions  dont  il  est  dérivé  et  qui 
sant  séparées  par  une  virgule,  tandis  qu'un  point  et  virgule  les  sépare  de 
celles  de  l'autre  groupe  partiel  appartenant  à  la  même  décomposition. 


A,  B 

;  C,  D 

A,  BD» 

;  CA,  D 

i 
A,  BD 

;  CA',  D 

AD,  B 

;  CB,  D 

AD,  BD» 

;  CAB,  D 

AD,  BD 

j  CA»B,  D 

AD%  B 

î  CBS  D 

AD»,  BD» 

;  CAB»,  D 

AD»,  BD 

;  CA»B',  D 

A,  BC      j 

;  C,  DA 

A,  BC» 

;  C,  DA» 

ACSB 

;  C,  DB 

ACS  BC     1 

;  C,  DAB 

AC»,  BC» 

;  C,  DA»B 

AC,  B      ; 

C,  DB» 

AC,  BC     i 

,  C,  DAB* 

AC,  BC» 

;  C,  DA»B» 

A,  BCD     ; 

,  CD,  DA 

A,  BC»D« 

i  CD,  DA% 

AC  D»,  B   î 

;  CD,  DB 

AC»D»,  BCD  1 

,  CD,  DAB 

AC'D%  BC^D»; 

;  CD,  DA»B 

ACD,  B 

;  CD,  DB» 

ACD,  BCD 

;  CD,  DAB» 

ACD,  BC*D«  ; 

,  CD,  DA^B'' 

A,  BCD»   ; 

,  CD»,  DA 

A,  BC»D    ; 

,  CD»,  DA» 

AC'D,  B    ; 

,  CD%  DB 

ACD,  BCD» 

j  CD»,  DAB 

AOD,  BC»D  ; 

a)',  DA»B 

ACD%  B    ; 

CD%  DB» 

ACD»,  BCD»  ; 

CD»,  DAB» 

ACD»,  BC»D  ; 

,  CD»,  DA»B^ 

AD,  BC»     î 

AD\  BC 

AD,  BC»  D  î 

AD»,  BCD» 

AD,  BC»D»   ; 

AD»,  BCD 

AC,  BD     ; 

,  AC»,  BD» 

AC,  BCD   ; 

,  AC»,  BC»D' 

AC,  BC»D    ; 

AC»,  BCD» 

ACD,  BD    ; 

,  AC'DS  BD» 

ACD,  BCD»  ; 

,  ACD',  BC»D 

ACD,  BC»    î 

ACD»,  BC 

ACDS  BD   ; 

ACn),  BD» 

ACD»,  BC  ; 

AC»D,  BC» 

ACD»,  BC»D»; 

AC»J),  BCD  1 

1 

1 

— 1 
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503.  Désignons  noaintenanl  par 

.      I,       2,       3 


43,  44,  45 


les  racines  de  C  respectivement  correspondantes  à  ces  substitutions;  d*aprës 
ce  que  nous  venons  de  voir,  chaque  substitution  abélienne  transformera  ces 
racines  entre  elles  de  la  même  manière  qu'elle  transforme  les  décomposi- 
tions correspondantes. 
Ainsi,  par  exemple,  la  substitution  , 

L,  =  I  /?,,  ç„-  Pi,  q^    px  -h  ç,,  g,,  p^y  Çi  |, 

transformant  Â,  6,  C,  D  en  A,  AB>  C,  D,  sera  permutable  aux  deux  groupes 
(A,  B),  (C,  D);  donc  elle  laissera  invariable  la  racine  i  qui  leur  correspond; 
de  même  pour  les  racines  2  et  3.  De  même  elle  transforme  (AD,  B),  (CB,  D) 
en  (AD,  AB),  (CAB,  D),  groupes  évidemment  identiques  aux  suivants  : 
(AD,  BD*),  (CAB,  D);  donc  elle  remplace  la  racine  4  par  la  racine  5;  etc. 
Continuant  ainsi,  on  peut  écrire  sansdifliculté  les  déplacements  opérés  entre 
les  racines  i,  2,...,  45  par  la  substitution  j/?,,  q^Pit  q%  />i»  ^Çn  Pi*  2^2!  et 
par  les  autres  substitutions  L|,  L^,  M|,  Mat  N|,2  dont  G  est  dérivé  (219-220;, 
et  vérifier  que  chacune  de  ces  substitutions  permute  les  unes  dans  les  autres 
les  vingt-sept  expressions 


(  I,  37,  34,  4i,  45), 
(10,  37,  7,  21,  32), 
(  2,  34,  12,  29,  22), 

(19,  41,   i3,     6,  3i), 

(26,       8,    44,    25,     12), 

(  7>  4o>  16,  29,  18), 
(il,  39,  5,  24,  28), 
(19,  42,   12,    5,  32), 

(17,  43,    4,  22,  27), 


(  I,  39,  36,  4o,  44), 

(11,  37,     4»  ^5,  3o), 

(16,  20,  27,  45,  5), 

(17,  4i,   18,  28,  8), 

(17,  36,     3,  23,  32), 

(19,  4o,     4,  33,  i4), 

(  2,   35,  28,  21 ,  14)9 

(i5,  42,   18,  3o,  9), 

(10,  38,  20,  33,  8), 


(  I ,  38,  4^9  4^>  35) t 
(i5,  34,  3,  24,  33), 
(26,  9,  i4,  45,  23), 
(i5,  44»  6,  21,  27}, 
(  2,  36,  i3,  3o,  20), 
(10,  39,  9,  21,  3i), 
(16,  3i,  35,  25,  3), 
(  7,  43,  26,  24,  i3), 
(11,  38,  23,  29,     6), 


en  désignant  par  (i,  37,  34,  4i>  45)  une  fonction  des  racines  de  C  invariable 
par  les  substitutions  qui  permutent  exclusivement  entre  elles  les  cinq  ra- 
cines I,  37,  34,  4ï»  45,  mais  variable  par  toute  autre  substitution,  et  par 
(a,  jS,  y,  (>,  g)  la  fonction  analogue  formée  avec  les  racines  a,  j3,  7,  &,  e. 
J^es  vingt-sept  expressions  ci-dessus,  que  nous  désignerons,  pour  abréger, 
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par  a,  b,  c,  rf,  e,  /,  g,  h,  i,  k,  l,  m,  n,  p,  q,  r,  $,  t,  u,  m\  n\  p\  q\  r\  s\ 
t\  u'  dépendent  donc  d'une  équation  X  du  vingt-septième  degré.  D'ailleurs, 
chacune  des  racines  i,  2,...,  45  entre  dans  trois  de  ces  expressions  :  for- 
mons le  produit  de  ces  trois  expressions,  puis  ajoutons  ensemble  les  qua- 
rante-cinq produits  relatifs  aux  racines  i,  2,...,  45  :  on  voit  sans  peine  que 
la  fonclion  ainsi  formée, 

(p  z=i  abc  -4-  ade  -+-...-+-  Is'p, 

sera  identique  à  celle  du  n^  441. 

504.  Le  groupe  de  l'équation  X  est  formé  des  substitutions  qui  n'allèrent 
pas  9.  En  effet,  soient  S  une  substitution  quelconque  de  G;  a  une  quelconque 
des  racines  i,  2,...,  45;  |3  celle  par  laquelle  S  la  remplace;  il  est  clair 
que  S  remplacera  celles  des  expressions  a,  b^....  u'  qui  contiennent  a  par 
celles  qui  contiennent  j3;  elle  transformera  donc 'les  uns  dans  les  autres 
les  divers  termes  de  9.  Donc  une  fonction  de  a,  è,...,  u!  invariable  par  les 
substitutions  qui  n'altèrent  pas  cette  fonction,  ne  sera  altérée  par  aucune 
substitution  de  G,  et  par  suite  sera  rationnelle. 

Réciproquement,  toute  substitution  qui  n'altère  pas  9  appartient  au 
groupe  de  X.  En  effet,  supposons  l'équation  X  résolue.  Le  groupe  G  sera 
réduit  à  celles  de  ses  substitutions  qui  ne  déplacent  pas  a,  6,...,  </%  et  qui, 
par  suite,  laissent  invariable  chacun  des  termes  abc,  ade,.,.,  Is'p.  Ces  sub- 
stitutions laisseront  invariables  les  racines  1,2,...,  45  respectivement  com- 
munes aux  facteurs  de  ces  divers  termes  :  donc  elles  transformeront  en  elle- 
même  chacune  des  décompositions  de  ê  'qui  leur  correspondent.  On  en 
déduit  immédiatement  que  ces  substitutions  se  réduisent  à  celles  qui  mul- 
tiplient tous  les  indices  par  un  même  facteur  constant  =b  i.  Donc  l'ordre 
de  E,  qui  était  égal  à  2Ù2,  se  trouve  réduit  à  2  après  la  résolution  de  X. 
Donc  le  groupe  de  cette  dernière  équation  avait  pour  ordre  1)2,  ou  27. 10.8. 6. 4) 
nombre  total  des  substitutions  qui  laissent  9  invariable. 

L'équation  X  a  donc  le  même  groupe  que  l'équation  aux  vingt-sept  droites 
des  surfaces  du  troisième  ordre. 

D'ailleurs,  ses  facteurs  de  composition  sont  2  et  -Û2-  Car  l'équation  E  a 

pour  facteurs  de  composition  2,  -û^»  ^«  après  la  résolution  de  X  elle  n'a 
plus  que  2  pour  facteur  de  composition.  Donc  la  résolution  de  X  équivaut 
à  celle  de  deux  équations  simples,  ayant  pour  ordres  2  et  -Û2- 

47 
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§  IV.  —  Résolijtiow  des  équations  par  les  transcendantes. 


Troisième  degré. 
505.  Soit 

(22)  j?* -h  ^^' -h  ^x -h  r  =  o 

Téquation  générale  du  troisième  degré.  Posons 

x=  a>j  -h  -Çi 
il  viendra 

3a*  27  a* 


p 


laquelle  se  réduira  à  la  forme 

(23)  *  Z*—  7  ^  -h  A  =  o, 

4 
si  Ton  prend  pour  a  une  racine  de  l'équation  du  second  degré 

p'~  2/? -4-  3q 3 

Or  Téquation  (^3),  à  laquelle.se  trouve  ramenée  la  proposée,  peut  se  ré- 
soudre trigonométriquement  :  car  si  l'on  pose  A  = 7—»  elle  se  con- 
fondra avec  l'équation  connue  qui  a  pour  racines  cos  ^>  cos — ^1 
cos  -^'L . 

Quatrième  degré, 

506.  Soit 

(24)  ax*-\-  /^bx^-{-  6cx'-h  /^dx  -h  g  =  o 

# 

l'équation  générale  du  quatrième  degré.  Posons  avec  M.  Hermite 

(25)  /  =  aT-f-(axH-4fr)T. -h(<w:»4-46jc4-6c)T,  -{-{ax^-^-  ^bx'-^6cx -^  4d)Tu 

T,  To,  To  Ta  étant  des  coefficients  indéterminés  :  ^  sera  la  racine  d'une 
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nouvelle  équation  du  quatrième  degré 

(26)  A7*-f-4B7»  +  6C7»-h4D/-HE  =  o, 

que  Ton  peut  calculer  ainsi  qu'il  suit. 

Elevons  l'équation  (25)  successivement  aux  puissances  1,  2,  3,  4»  et  ré- 
duisons au  moyen  de  Téqualion  (24)  les  puissances  de  ^  supérieures  à  la 
troisième  :  on  obtiendra  quatre  équations  dont  les  trois  premières  déter- 
minent a:,  ;r*,  x^  en  fonction  rationnelle  dey,  j',j'  et  deT,  To,  T,,  Ta  :  ces 
valeurs  substituées  dans  la  quatrième  équation  donneront  l'équation  cher- 
chée. 

On  peut  se  proposer  de. déterminer  les  coefficients  T,  To»  T,,  T2  de  telle 
sorte  que  l'on  ait 

(27)  AE~4BD-h3C»=o. 

Effectuant  le  calcul,  on  trouvera  que  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion est  le  produit  des  deux  facteurs  suivants,  du  second  degré  en  Tq,  T,,  T,  : 

en  posant,  pour  abréger, 

/=  aT;  +  4cTî  +  «t;  4-  4rfT,  T,  +  acT.T,  -+-  4éT.  T„ 
I  =  ae  —  ^bd  4-  3c',     J  =  ace  -f-  ^écrf  —  ad^—  e¥—  cK 

On  pourra  donc  satisfaire  d'une  infinité  de  manières  a  Téquation  (27), 
sans  introduire  d'autre  irrationnalité  que  deux  radicaux  carrés  successifs. 

Cette  condition  étant  supposée  satisfaite,  posonsy  =  ~  dans  l'équa- 
tion (26)  :  il  viendra 

(28)  z*  —  6Sz'—  4Tz  —  3S»=o, 

en  posant  B'»  —  AC  =  S,  A^D  —  3ABC  4-  2B»  ~  T, 

Or  cette  dernière  équation  se  ramène  à  l'équation  modulaire  que  donne 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques  pour  la  transformation  du  troisième 
ordre,  laquelle  est,  comme  on  sait,  la  suivante  (Jâcobi,  Fundamenta  Nova), 

47- 
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OÙ  la  conetante  u  désigne  la  racine  quatrième  du  module  : 

t^*  -f-  3  II'  i^  —  1UV  —  a«  =r  O. 

En  efTet,  dans  cette  dernière  équation,  la  fonction  analogue  à 

AE-4BD-+-30 

est  nulle  :  si  donc  on  pose  v  =  tû m*,  d'où  w  =  t'  4-  -  u^^  il  viendra 

„„  „._6(|)„.-4(-M)»-3(?)'  =  o. 

et  l'équalion  aura  pour  racines  celles  de  l'équation  ag,  multipliées  par  une 
même  constante  p,  si  p  et  u  satisfont  aux  conditions 

d'(.ù 

•  #/3  '  ta* 


U*  w 


Cette  dernière  équation  est  du  second  degré  par  rapport  au  module  A  =  i/^. 
On  obtient  donc  comme  résultat  de  cette  analyse  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Pour  résoudre  l'équation  générale  du  quatrième  degré,  il 
suffira  de  lui  adjoindre  les  racines  :  \^  de  quatre  équations  successives  du  second 
degré  ;  i^  de  V équation  modulaire  pour  les  transformations  du  troisième  ordre 
d' une  fonction  elliptique  ayant  pour  module  la  racine  de  la  dernière  des  quatre 
équations  auxiliaires  ci-dessus. 

Cinquième  degré. 
507.  Méthode  de  M.  Hermite.  —  Passons  à  l'équation 

j7*-h  Ajc^h-  B^*-4-  C^'-h  Dx"  -|-E=  o. 
Posons 

On  verra  comme  au  numéro  précédent  que  x  s'exprime  rationnellement 
en  fonction  dej,  et  l'on  formera  l'équation  du  cinquième  degré  dont  j^  est 
racine  :  le  /n'^"''  coefficient  de  cette  équation  sera  évidemment  une  fonction 
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entière,  homogène  et  de  degré  m  —  i,  par  rapport  aux  indéterminées,  t, 

^1  >  *2»    *S>    *4» 

Proposons^nous  de  faire  évanouir  le  second,  le  troisième  et  le  quatrième 
terme  de  la  transformée.  M.  Jerrard  a  démontré  qu'il  suffira  pour  cela  de  ré- 
soudre des  équations  du  second  degré,  et  une  du  troisième.  En  effet,  égalons 
le  second  terme  à  zéro  :  on  aura  une  équation  linéaire  qui  déterminera  Tune 
des  quantités  ^  ^,,  z,,  z^,  t^,  en  fonction  des  quatre  autres.  Substituant  la 
valeur  trouvée  dans  le  troisième  terme,  il  devient  une  fonction  entière  et 
homogène  du  second  degré  par  rapport  aux  quatre  indéterminées  res- 
tantes t,  /,,  /jj»  U'  D'après  un  théorème  bien  connu,  on  pourra  lui  donner 
la  forme  suivante 

d«  $it  $2»  Qn  étant  des  fonctions  linéaires  des  indéterminées.  Il  s'annulera  si 
l'on  pose 

Ces  relations  déterminent  deux  des  quantités  ^  /|,  ^2»  ^i  en  fonction  li- 
néaire des  deux  dernières  et  des  radicaux  du  second  degré  \/— >  \/"^' 

Substituons  ces  valeurs,  ainsi  que  celle  de  ^4,  dans  le  quatrième  terme;  il 
prendra  la  forme  d'une  fonction  homogène  du  troisième  degré  relativement 
aux  deux  indéterminées  restantes;  et  si  on  l'égale  à  zéro,  on  obtiendra  le 
rapport  de  ces  deux  indéterminées  exprimé  par  une  équation  du  troisième 
degré. 

508.  L'équation  en  y  étant  ainsi  ramçnée  à  la  forme 


^*4-  ày  -\-  t=LO, 


comparons-la  à  l'équation 


2* -h  aw*(i  —  u*Yz  -h  (31/^(1  —  «•)'(!  -f-  //•)  — o, 

réduite  de  l'équation  modulaire  pour  la  transformation  du  cinquième  or- 
dre (485).  On  aura  j  =  pjs,  en  posant 
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d'où  l'on  déduit,  en  posant  ^  =i  m. 

On  peut  choisir  arbitrairement  le  signe  du  second  membre  de  cette  der- 
nière équation,  qui  sera  du  quatrième  degré  en  u*  ==  k. 

Cela  posé,  a?  est  une  fonction  rationnelle  de  t,  t^,  t^*  t^  et  dey,  qui  lui- 
même  s'exprime  rationnellement  en  fonction  de  p  et  de  z  :  enfin  z  est  une 

fonction  rationnelle  des  racines  de  l'équation  modulaire  en  {^  et  de  \/5. 

509.  Méthode  de  M,  Kronecker,  —  M.  Kronecker  et  après  lui  M,  Brioschi 
ont  indiqué  pour  résoudre  réqualiou  générale  du  cinquième  degré  par  les 
fonctions  elliptiques  une  nouvelle  méthode  que  nous  allons  exposer. 

Soit  F(ë)'=  o  l'équation  générale  du  cinquième  degré;  et  désignons  ses 
raciYies  par  ^v*  Tindice  v  variant  de  o  à  4  (mod.  5).  Nous  avons  vu  (116)  que 
toute  substitution  entre  ces  racines  peut  être  mise  sous  l'une  des  deux 
formes  analytiques  suivantes  : 

I  V    av -h  b  |,     I  V     (av-^by-{-c  |. 

Si  l'on  adjoint  à  l'équation  proposée  la  racine  carrée  de  son  discrimi- 
nant, son  groupe  se  réduira  au  groupe  alterné  G,  formé  des  substitutions 

lesquelles  dérivent  évidemment  des  trois  suivantes  : 

Soient  i^  une  fonction  quelconque  des  racines,  laquelle  soit  cyclique,  c'est- 
à-dire  invariable  par  les  substitutions  |  v  v  +  6  |;  t^'  sa  transformée  par 
la  substitution  |  v  4v  |  :  la  fonction  ç  —  ^\  que  nous  désignerons  par //«, 
sera  évidemment  invariable  par  les  substitutions  |  v  v  -h  6  |,  et  changera 
de  signe  par  la  substitution  |  v  4v  |.  Désignons  en  général  par  Un  la  trans- 
formée de  11^  par  |  v  3v'"h  n  \  :  on  voit  aisément  que  la  substitution 
I  V  V  +  I  |,  opérée  dans  u^^  la  transforme  en  i^^^.,;  que  |  v  4v  |  la  trans- 
forme en  —  W4„;  enfin  que  |  v     3v'  |   transforme  m»,  w©.  "n  "at  ^s»  "*  ^n 

Wo»  Woc»    ~  "i»  Wj,  Wa,   —  W4. 
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On  en  conclut  que  les  six  quantités 
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(3o) 


Xq 

X, 
Xt 

X, 


( M.  V5 4-  «•  -h  u,  -f-  a,  +  Ui  4-  Ut) 

(  W.  -h  M,  V^  —  tt,  -f-  Ma  -f-  Ma  —  «4  ) 
(  M.  —  M»  -4-  M,  v'5  —  «a  -h  1/,  4-  W«) 
(m. -+-  M,—  M,  -+-  MaV^—  Mj. -4-  Mj  ) 
(m.  H-  Mb  -h  M,  —  Ma  -h  Ms^/S—  M«.) 
(m.  -^  M,  H-  M,  H-  Mi  —  M,  -h  M»V^5) 


sont  transformées  les  unes  dans  les  autres  par  chacune  dès  substitutions 
I  V  V -h  I  [,  (  V  4v  |,  I  V  3v'  f  dont  G  est  dérivé.  Donc. l'équation  du 
sixième  degré  qui  a  ces  quantités  pour  racines  a  ses  coefficients  inva- 
riables par  toutes  les  substitutions  de  G  :  ces  coefficients  ^'expriment  donc 
rationnellement  en  fonction  de  la  racine  carrée  du  discriminant  de  F(ç). 
La  résolution  de  cette  équation  >  faisant  connaître  des  fondions  des  ra- 
cines de  F(g)=o,  qui  primitivement  n'étaient  pas  rationnelles,  abaisse 
le  groupe  de  cette  dernière;  mais  elle  est  simple  :  donc  elle  sera  complè- 
tement résolue. 

510.  La  réduite  du  sixième  degré  à  laquelle  on  vient  de  parvenir  présente 
entre  ses  racines  des  relations  remarquables  :  po^ns  en  effet 

« 
A#  V^  ==;  M.  \/5  -f-  Mo  -i-  M,  -h  M,  -+-  Mj  -h  Ut, 

-  A,  V^=  M,-|-p*M,  -hp*M,  4-  p'/fa  4-  pUf^ 

I    .       ,x 

-  A,V5=  M,  H-  pM,  -f-p'lla-hp*M3-|-p*W4, 


p  étant  une  racine  cinquième  de  t'unité  satisfaisant  à  la  condition 


^5  =  p  -+-  p*—  p^  —  p*. : 


on  déduit  immédiatement  des  relations  (3o)  celles-ci 


V^  =  A^v'S,     \/^o  =  A,  H- A,  -t-  Aa,     ^Xt  =  A, -1-  pA,  4-  p'  A„ 
yx,  =  A«4-p*A|  4-p\4a,     v^^»  =  A» -h  p»A,  4-p*Aj,     y^  =  A,  4-  p*A,  4-  pA„ 
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et  en  éliminant  A»,  Â|,  Â^,  on  aura  les  trois  relations 


(3i) 


i  \/.r,  -h  y'.r,  H-  ^Xi  -f-  v/^a  -h  \/x«  :=  \5x^, 
V^.ro  -I-  P'"*  \/^  -4-  p  v/ï]  H-  p*  ^Xi  -h  p'  /ri  =  o. 


Le  premier  membre  de  Féquation  qui  donne  x^,  a?©,...  est  égal  à 
(x  —  x^)  {x  —  Xo)>. ,.  Remplaçant  a?o,  x^, . . .  par  leurs  valeurs  en  Ao,  A,, 
Aa,  et  posant 


B  = 


A*), 


AÎ-f-A.A,, 

8a;a,a,-2a;aîà5  4- aîa;-Ao(Aî 
3?.oa;a;ai~i6oa;a;a5-+-2oAîa;a;  +  6a;aî 

-4Ae(32AJ-5toAîA,A,-+-5AÎA5)(A;-4- A,!)-hA;''H- a;-, 


on  aura  pour  cette  équation 

(390         (x  — A)'(:r--5A)+ioB(^  — A)^-C(A'- A)  +  5(B'- AC)  =  o. 

511.  Cette  équation  se  ramène  elle-même  à  une  équation  d^  cinquième 

degré  ne  contenant  que  les  puissances  impaires  de  Tincounue.  Posons  en 

efTet  • 

I  « 

4v5 

et  remplaçons  a?«,  x^^,..  par  leurs  valeurs  en  A^t  A«,  A^t  il  viendra  en  gé- 
néral 


2v  =  V-  \^5  [p^:.  -h  p^'C,  -h  p'^C,  -4-  p^^Cs], 

en  posant»  pour  abréger, 

C.  =  -  A.  (4  A]  -  A.  Ao),  C.  ==  2A0  A;  -  AJ, 

c.  =  %,(4a:~a.ao,   c,  =  ~(2A.a;-a;). 

Les  quantités  z^^  z^,  z^,  z^,  z^  sont  le^  racines  d'une  équation  du  cin- 
quième degré 

2' -h  Çi  z'  -^  qt  z^  -h  Qî  z^  -\-  q^  z  -+-  ^^  =  0. 

Soit  n    le    discriminant  .de   l'équation  en  x  ;  joji   aura    évidemment 


•      * 
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9$  =  /,  -  '  Pour  calculer  les  autres  coefficients  on  les  exprimera  en  fonc- 

tion  de  Zo,...,  Z4,  puis  on  y  remplacera  ces  quantités  par  leurs  yaleurs  en  Ao, 
Af,  A2  :  un  obtient  ainsi,  en  tenant  compte  des  valeurs  de  A,  B»  C, 

5B  5(9B^-AC) 

512.  Soi(  y=r^\^  multiplicateur  dans  la  transformation  du  cinquième 
ordre  des  fonctions  elliptiques.  On  sait  que  les  diverses  quantités  j",  J" y  X' 

^V  ^x S/i  '^  S/  V  )  '  •^l  ' ~~  y  i  )  ^^^^  données  chacune  en  fonction  de  k 
par  des  équations  du  sixième  degré»  dont  les  racines  satisfont  aux  rela- 
tions (3i)  (Jacobi»  Notices  sur  les  Fonctions  elliptiques ^  Journal  de  Crelle^ 
t.  III).' 

La  théorie  des  fonctions  elliptiques  donne  chacune  de  ces  équations  :  et 
en  les  comparant  au  type  général  (Sa),  on  aura  les  valeurs  correspondantes 
de  A,  B,  C. 

Ainsi»  par  exemple»  Téquation  qui  détermine /,  dont  les  racines  sont 

données  par  la  formulef  .  ^^"^'"ff?'!'^^'"""^^V(Fmtrfa/yie/ito),  est  la  sui- 
*  \smcoaïn4iismcoam842/  ^  ' 

vante  : 
et  Ton  aura 

D'autre  part  celle  qui  détermine  y(  v/r  -+-  \/kt  )  =  a:,  et  dont  les  ra- 

„•    ^„  ^^^4 /cosam2i2       cosam4S2\*       ^1 

cines  sont  { -— — -7  o ^    »  est  la  suivante  : 

\  cos  am  4 12       cos  am  2 12  / 


Cl  l'on  aura 


A  =^  o,       B  =  —  -, — r—  »       L  =  2* : — . 


Or  il  est  aisé  de  déterminer  la  fonction  v  et  le  module  k  de  telle  sorte 

48 


À 
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que  l'équation  (33)  coïncide  avec  l'équation  (32).  Posons  en  effet 

(/  =  m,  V,  -h  m»  t^, 

w,  et  /7i2  étant  des  constantes,  et  v^,  V2  des  fonctions  cycliques  quelconques. 
La  condition  A  =  o  détermine  —  par  une  équation  du  second  degré  :  la  re- 
lation 

5-^  =  -'^ FF ' 


dont  le  premier  membre  dépend  seulement  de  —  ?  donne  A**'*,  d'où  Ton 
déduit  i(^  par  une  équation  bicarrée  :  enfin  la  condition 

achève  de  déterminer  m^  et  m,  par  une  équation  du  second  degré. 

Degrés  supérieurs. 

m 

513.  Théorème.  —  La  résolution  des  équations  générales  d'un  degré  su- 
périeur au  cinquième  ne  peut  être  ramenée  à  celle  des  équations  desquelles  dé- 
pend la  division  des  fonctions  circulaires  ou  elliptiques. 

En  effet,  l'équation  générale  du  degré  q^  après  l'adjonction  de  la  racine 

carrée  de  son  discriminant,  est  simple,  et  a  pour  ordre    '     "^ .  Supposons 

maintenant  qu'après  lui  avoir  adjoint  les  racines  d'un  certain  nombre  d'é- 
quations auxiliaires  A,  B,...  insuffisantes  pour  la  résoudre,  on  lui  adjoigne 
en  dernier  lieu  celles  de  l'équation  D  de  laquelle  dépend  la  division  par  un 
nombre  premier /?  d'une  certaine  fonction  F  circulaire  ou  elliptique.  Cette 
nouvelle  adjonction  ne  la  résoudra  pas  davantage. 

En  efTet,  l'équation  proposée  étant  simple,  et  n'étant  pas  résolue  après 
l'adjonction  des  racines  des  équations  A,  B,...,  son  groupe  ne  sera  pas 
abaissé  par  ces  adjonctions.  Supposons  maintenant  que  la  fonction  F  soit 
circulaire  :  la  résolution  de  l'équation  D  revient  à  la  résolution  successive 
de  trois  équations  abéliennes  (§  I).  La  résolution  de  toute  équation  abé- 
lienne  dépendant  elle-même  de  celle  d'équations  abéliennes  de  degré  pre- 
mier (403-407),  l'équation  proposée  devrait  être  résoluble  par  Tadjonction 
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des  racines  d'une  suite  d'équations  abéliennes  de  degré  premier.  Cela  est 
absurde  :  car  si  la  résolution  d'une  équation  abélienne  de  degré  premier  n 
pouvait  abaisser  le  groupe  de  la  proposée,  elle  entraînerait  sa  résolution 
complète  :  et  réciproquement  la  résolution  de  la  proposée  entraînerait 
celle  de  l'équation  abélienne  (celle-ci  étant  évidemment  simple).  Ces  deux 
équations  seraient  donc  équivalentes,  et  leurs  groupes  contiendraient  le 
même  nombre  de  substitutions  (381);  d'où 


I  .2.  .  .(7 

X  _-^  . 

2 


résultat  absurde,  n  étant  premier. 

Si  F  est  une  fonction  elliptique,  l'équation  D  =  o,  de  degré  />^,  dépend 
(§11)  d'une  suite  d'équations  simples,  toutes  abéliennes,  sauf  Tune  d'elles  C, 

dont  le  groupe  a  pour  ordre  i^-Iliif .  La  résolution  des  équations  abé- 
liennes ne  pouvant  abaisser  le  groupe  de  la  proposée,  il  faudra  que  celle  de 
l'équation  C  le  fasse.  Donc  cette  équation  sera  équivalente  à  la  proposée  : 
donc  les  groupes  de  ces  deux  équations  contiennent  le  même  nombre  de 
substitutions  :  d'où 

I..2.  .  .Ç  (p* —  l)p 


2  2 


résultat  absurde  si  y  >  5  :  car  ''^  *'^  étant  divisible  piar  />,  on  aura  /^^ 9, 
d'où  p{p^  —  i)<  I . a . . . ç. 

514.  On  voit  de  même  que  Inéquation  générale  du  degré  q  ne  peut  être  ré- 
solue à  Vaide  des  équations  qui  donnent  la  division  des  fonctions  hypereUip- 
tiques  par  un  nombre  impair.  En  effet  l'équation  E  de  la  division  par  j9  des 
fonctions  hyperelliptiques  à  a/i  périodes,  ayant  pour  groupe  le  groupe  abé- 
lien,  dépend  d'une  suite  d'équations  simples,  toutes  abéliennes,  sauf  l'une 

d'elles,  dont  l'ordre  est  -^ *-^ — ^-^-^^^- ^  (224),  Pour  que  cette  équa- 
tion procurât  la  résolution  de  l'équation  générale  du  degré  9,  il  faudrait 
qu'on  eût 

2  "       2      ' 

résultat  absurde;  car  si  1.2...^  est  divisible  parp''^*.../?,  le  second  membre 
de  cette  relation  surpassera  toujours  le  premier. 

48. 
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Remarquons  toutefois  que  cette  démonstration  pourrait  être  en  défaut, 
s'il  existait  entre  les  modules  de  la  fonction  hyperelliptique  considérée  des 
relations  particulières  abaissant  le  groupe  de  TéquationE. 

515.  Tréorkme.  —   La  résolution  de  V équation  générale 

\  =  x9-h  ax^~  »  -H  . . .  =  o 

se  ramène j  après  r adjonction  d'irrationnelles  numériques  qui  ne  dépendent 
que  de  q,  à  celle  de  Inéquation  E  qui  donne  la  bissection  des  périodes  des  fonc- 
tions hyperelUptiques  formées  avec  la  racine  carrée  de  X. 

En  effet,  les  racines  de  E,  étant  des  fonctions  monodromes  de  celles  de  X, 
ne  pourront  contenir  dans  leur  expression  que  des  irrationnelles  numéri- 
ques. Adjoignons-nous  ces  irrationnelles  :  les  racines  de  E  deviendront  des 
fonctions  rationnelles  de  celles  de  X.  Adjoignons-les  à  l'équation  X  :  le 
groupe  de  cette  dernière  équation  sera  réduit  à  celles  de  ses  substitutions 
qui  laissent  invariables  toutes  les  racines  de  E,  c'est-a-dire  à  la  seule  substi- 
tution I. 

516.  Nous  terminerons  eu  signalant  une  réduite  de  Téquation  générale 
du. huitième  degré,  qui  parait  devoir  jouer  dans  Tétude  de  cette  équation 
le  même  rôle  que  la  réduite  du  n**  509  pour  Téquation  du  cinquième  degré. 

Soit  X  l'équation  proposée  du  huitième  degré;  adjoignons-lui  la  racine 
carrée  de  son  discriminant  :  son  groupé  se  réduira  au  groupe  alterné,  con- 

î .2.    .8 

tenant    '  =  il  substitutions.  Cela  posé,  représentons  les  racines  de  X 

par  le  symbole  xyz^  où  a?,  y,  z  sont  variables  de  o  h  i  ;  et  considérons  le 
groupe  6  formé  par  les  substitutions 

C34)     \x,x,  z     ax  4-  p^-h  y-î  -h  3,  ol'x  h-  P'j  -h  y'z  H-  d',  ct!'x  -f-  p>4-  y"z  -h  3"  |, 

qui  sont  en  nombre  w  =  2*(a»—  i)(2*—  3){a»—  a^),  et  contenues  dans  le 
groupe  alterné.  Une  fonction  9  des  racines,  invariable  par  les  substitutions 

de  G,  dépendra  d'une  équation  Y,  de  degré  —  =  i5,  dont  les  coefficients 

s'exprimeront  rationnellement  en  fonction  de  ceux  de  X  et  de  la  racine 
carrée  de  son  discriminant. 

Désignons,  pour  abréger,  par  a,  é,  c,  rf,  e,/,  g,  h  celles  des  racines  deX 
qui  étaient  d'abord  désignées  par  iio,  001,  on,  ji.i,  010,  100,  000  :  et 
représentons  par  le  symbole  X/ulv^tt  ce  que  devient  la  fonction  ç  lorsqu'on  y 


^rm    ^    1^- 
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remplace  a,  b,  c,  d,  e  par  X,  p-,  v,  p,  t:  sans  changer  les  autres  racines/, 
g,  h.  Il  est  aisé  devoir  que  les  quinze  racines  de  l'équation  Y  seront 

Iabcde,  abdec,  abecd,  baced,  badce, 
baedcy  cbaed,  cbdae^  cheda^  dbceoj 
dbace,     dbeac,     ebcad^     ebdcn,     ehad<\  ' 

et  de  se  rendre  compte  de  la  manière  dont  ces  racines  sont  permutées  entre 
elles  par  les  diverses  substitutions  du  groupe  de  X.  En  effet,  considérons, 
par  exemple,  la  substitution  [bcd).  Elle  transforme  abcde  en  acdbe;  mais 
cette  dernière  expression  ne  diffère  pas  de  abced;  car  la  fonction  abcde  =  f 
étant  invariable  par  la  substitution 

I  .r,  7,  z     x-\-  z,  r,  z  \=i{bd)[ec), 

on  aura  abcde  =  adebc,  identité  qui  ne  sera  pas  troublée  lorsqu'on  y  opé- 
rera l'une  des  substitutions  du  groupe  de  X,  telle  que  (bcd);  donc 
acdbe  =  abecd.  On  verra  de  même  que  {bcd)  transforme  abecd  en  abdec^  etc. 
Désignons  maintenant  les  quinze  quantités  (35)  par  les  symboles  sui- 
vants : 

IIOOO,  OIOO,  IIOO,  OOIO,  OOOI, 
OOII,  lOIO,  MOI,  OIII,  IIIO, 
OIOI,    lOTI,   OIIO,   lOOI,   llll, 

et  considérons  la  somme  \\t  des  trente-cinq  produîls  ternaires,  tels  que 

xfzn ,  Xy  y^  Zx  «• .  .î^i/j  *2  '^2  » 

que  Ton  peut  former  avec  ces  quantités,  en  observant  les  conditions  sui- 
vantes : 

X  -ha;,  -h  ^,^j-f- >•,  -h  j,^3  4-  >2,  +  5,==  M  -f-  w,  -h  f/2=^o    (mod.  2). 

On  vérifiera  sans  aucune  peine  que  l'expression  ^  ne  sera  altérée  par  au- 
cune des  substitutions  du  groupe  de  X.  (Il  suffira  de  faire  cette  vérifica- 
tion pour  les  substitutions  (aèc),  {bcd),  {cde),  {cde/g)  dont  les  autres  sont 
dérivées.)  Donc  le  groupe  de  Y  sera  exclusivement  formé  de  substitutions 
qui  n'altèrent  pas  ^. 
Cela  posé,  l'équation  Y  étant  équivalente  à  X,  a  dans  son  groupe  le  même 
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nombre  ii  de  substitutions.  D*un  autre  côtis  les  substitutions 


(37) 


Xy  X      Ix  -h  my  -h  nz  -f-  pu,      /,  j?  -H  m,  y  -h  /i,  2  H-  p,  u 
Zy  u     /, ^  -h  m^y  -¥-  riiZ  -hp2U,     i^x  -h  m^y  -h  n^z  -\-  p^u 


en  nombre  i5.i/|.i9..8  =  £2,  n'altèrent  évidemment  pas  (p.  Enfin  le  nombre 
total  des  substitutions  qui  n'altèrent  pas  ^  ne  peut  dépasser  û.  Car  le 
nombre  des  systèmes  de  places  distincts  que  ces  substitutions  permettent 
d'assigner  aux  racines  1000,  oioo  ne  dépasse  pas  i5.i4;  celles  d'entre  elles 
qui  laissent  ces  deux  racines  immobiles  laissent  évidemment  immobile  la 
racine  iioo,  qui  leur  est  associée  dans  un  des  termes  de  9;  elles  ne  per- 
mettent donc  de  faire  passer  0010  à  plus  de  12  places  distinctes;  de  même, 
celles  des  substitutions  cherchées  qui  laissent  1000,  0100,  0010  immobiles 
laissent  immobiles  les  sept  racines  de  la  forme  xyzo\  elles  ne  permettent 
donc  de  faire  passer  0001  à  plus  de  8  places  distinctes;  enfin  celles  des 
substitutions  cherchées  qui  laissent  looo»  0100,  0010  et  0001  immobiles, 
laissant  toutes  les  racines  immobiles,  se  réduiront  à  la  seule  substitution  i. 
Le  groupe  de  Y  sera  donc  exclusivement  formé  des  substitutions  linéaires 
(37),  et  les  contiendra  toutes. 
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DE  LA  RÉSOLUTION  PAR  RADICAUX. 


CHAPITRE  PREMIER. 

CONDITIONS   DE   RÉSOLUBILITÉ. 


517.  Une  équation  est  dite  résoluble  par  radicaux  si  l'on  peut  rendre  ses 
racines  rationnelles  par  l'adjonction  des  racines  d'une  suite  d'équations 
binômes. 

On  peut  supposer  que  les  équations  binômes  auxiliaires  sont  toutes  de 
degré  premier;  car  la  résolution  d'une  équation  binôme  de  degré  pq  revient 
évidemment  à  la  résolution  successive  de  deux  équations  binômes,  de  de- 
grés/? et  q. 

Nous  appellerons  groupes  résolubles  ceux  qui  caractérisent  des  équations 
résolubles  par  radicaux. 

518.  Théorème  I.  -^  Toute  équation  abéUenne  de  degré  premier  p  est  réso- 
luble par  radicaux. 

Soient  en  effet  X  une  semblable  équation  ; 

ses  racines;  Q  une  racine  /?'^'"*  de  l'unité;  r  un  entier  quelconque  :  la  fonc- 
tion 

est  évidemment  invariable  par  la  substitution  [x^x.^,..  Xp^^)  dont  les  puis- 
sances forment  le  groupe  de  X.  Elle  s'exprime  donc  rationnellement  en*  fonc- 
tion de  Q  et  des  coefficients  de  X.  On  obtiendra  aisément  sa  valeur  en  rem- 
plaçant a?!,...,  Xp^^  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  x^,  ce  qui  la  réduira  à 
la  forme  ^[x^,  Q)\  On  aura  donc  l'égalité 

49 
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qui  ne  sera  pas  troublée  si  Ton  exécute  sur  ses  deux  membres  Tune  des 
puissances  de  la  substitution  (^r^o?,...  oop^t)  :  on  aura  donc 

9=  \^{Xçf  9)=  ^{Xi,  9)=:.  .  .=  -^ =  Un 

Ur  étant  une  fonction  symétrique  de  a?o,  a?,,...,  3?^.,. 
Cette  fonction  étant  calculée,  il  viendra 

^0  +  9'X^-h*''-\-9(P-'>''Xp^^=:^^Û'r. 

Posons  successivement  r=i,  5t,...,  />— i  :  on  aura  p—i  équations 
linéaires  distinctes,  qui,  jointes  à  celle-ci  : 

Xq  "T"  X\  "T"  t  •  .  "+-  Xp—\  —  * 

(où  P  est  la  fonction  connue  des  coefficients  de  X  qui  représente  la  somme 
des  racines],  permettront  de  déterminer  toutes  les  racines. 

Pour  avoir  x^^  on  ajoutera  ces  équations,  respectivement  multipliées 
par  6~P,...,  9~''P,...,  I  ;  divisant  ensuite  par/?,  il  viendra 


^p  = 


_  P-h  0-?^^. -f-.  ..-h  0-^g^arH-... 

P 


Cette  expression  contient/?  —  i  radicaux  de  degré/?  :  mais  ces  radicaux 
sont  des  fonctions  rationnelles  d'un  seul  d'entre  eux,  de  telle  sorte  que  la 
valeur  de  celui-ci  étant  prise  arbitrairement,  celle  des  autres  est  complète- 
ment déterminée.  En  effet,  la  fonction 

Ç^* w"r (C'a. )''"'' ==(^0  -r-  9'x,  +.  ..)(jro-H6^i  -»-.  •-)'"% 

n'étant  pas  altérée  par  la  substitution  [x^x^.,.  0;^.,),  est  rationnelle,  et  se 
calcule  comme  tout  à  l'heure  la  fonction  9.  Soit  a^  sa  valeur,  on  aura 

V^Wr=  ~   (v^W.y. 
'  M,      ^        ' 

^  519.  Théorème  II.  —  Pour  qu'une  équation  soit  résoluble  par  radicaux , 
il  faut  et  il  suffit  que  sa  résolution  se  ramène  à  celle  d'une  suite  d'équations 
abéliennes  de  degré  premier. 

Cette  condition  est  nécessaire.  Car  chacune  des  équations  binômes  de 
degré  premier  qui  concourent  à  la  résolution  de  la  proposée,  peut  se  ré- 
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soudre  a  l'aide  de  deux  équations  abéllennes  successives  (417)  dont  l'une 
est  de  degré  premier.  Quant  à  l'autre,  sa  résolution  se  ramène  à  celle  d'une 
suite  d'équations  abéliennes  de  degré  premier. 

Cette  condition  est  suffisante  :  car  les  équations  abéliennes  dont  dépend 
la  proposée  étant  résolubles  par  radicaux,  la  proposée  le  sera. 

Voici  deux  autres  énoncés  du  même  théorème  : 

520.  Th^or^ime  III.  —  Pour  qu'une  équation  soit  résoluble  par  radicaux, 
il  faut  et  il  suffît  que  ses  facteurs  de  composition  soient  tous  premiers. 

Car  soient  X  une  équation  résoluble  par  radicaux;  G  son  groupe;  N  son 
ordre.  Adjoignons-lui  successivement  les  racines  des  équations  abéliennes 
qui  concourent  à  sa  résolution  :  son  groupe  s'abaissera  successivement  jus- 
qu'à ne  plus  contenir  que  la  substitution  i.  Soient  H,  I,...  les  groupes  ré- 
duits successifs;  y 5  t-'"-  leurs  ordres;  Z  l'équation  abélienne  de  degré 

premier/?  telle,  qi^  l'adjonction  de  ses  racines  réduise  le  groupe  de  la  pro- 
posée à  H.  Réciproquement  l'adjonction  des  racines  de  X  à  Téquation  Z  ré- 
duira l'ordre  du  groupe  de  cette  dernière,  en  la  divisant  par  X  (378).  Mais 
cet  ordre  est  égal  à  p  (358)  ;  et,  pour  qu'il  soit  divisible  par  X,  il  faut  qu'on 
ait  X  =/?.  On  voit  de  même  que  fx,...  sont  des  nombres  premiers.  D'ailleurs 
les  substitutions  de  G  sont  permutables  à  H  (376)  ;  celles  de  H  le  sont  à  I  ;  etc. 
Donc  X,  fji,...  sont  les  facteurs  de  composition  de  G^ 

Réciproquement,  si  l'équation  X  a  ses  facteurs  de  composition  X,  fx,...  tous 

premiers,  soient  G,  H,  I,...  les  groupes  successifs  d'ordres  N,  y»  îT'**'  ^^ 

tels,  que  chacun  d'eux  soit  contenu  dans  le  précédent,  et  permutable  a  ses 
substitutions.  Une  fonction  des. racines  de  X,  invariable  par  les  substitu- 
tions de  H,  dépend  d'une  équation  Z  de  degré  X  et  d'ordre  X  (366  et  370). 
Mais  par  hypothèse,  X  est  premier  :  le  groupe  de  Z  se  réduira  donc  aux 
puissances  d'une  substitution  circulaire  d'ordre  X.  Celte  équation  sera  donc 
abélienne  et  de  degré  premier.  Enfin  sa  résolution  réduira  le  groupe  de  la 
proposée  à  H. 

Cela  fait,  une  fonction  des  racines  de  la  proposée  invariable  par  les  sub- 
slitutions  de  I  dépendra  d'une  équation  abélienne  de  degré  /jl,  dont  la  réso- 
lution réduira  le  groupe  de  la  proposée  à  I  ;  etc. 

521 .  Corollaire  L  —  Tout  groupe  V  contenu  dans  un  groupe  résoluble  G 
est  lui-même  résoluble.  Car  ses  facteurs  de  compo^tion,  divisant  ceux  de  G 
(392)  qui  sont  premiers,  seront  eiix-mêmes  premiers. 

49. 
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522.  CoBOLLàiRE  II.  —  Véqucuion  générale  du  degré  n  n'est  pas  rèso- 
lubkpar  radicaux  si  n  >  4-  Car  ses  facteurs  de  composition,  2  et  '  > 
ne  sont  pas  tous  premiers. 

523.  Corollaire  III.  —  L'équation  générale  du  troisième  degré  est  réso- 
luble par  radicaux.  CdiT  ses  facteurs  de  composition,  2  et  3,  sont  premiers. 

Lagrange  la  résout  comme  il  suit.  Soient 

Téquation  proposée;  a?^,  x^^x^  ses  racines;  6  une  racine  cubique  de  Tunité. 
Les  deux  fonctions  {Xo  +  Qx^  -i-O^x^yf  {x^ -h  ô^x^  •+- 6x2)^9  invariables 
parla  substitution  circulaire  {x^XtX^),  sont  les  racines  d'une  équation  du 
second  degré 

dont  les  coefficients,  symétriques  en  x^^  x^^  X2,  sont  des  fonctions  ration- 
nelles des  coefficients  de  la  proposée.  Tout  calcul  fait,  il  vient 

9 
Cette  équation  étant  résolue,  soient  a^,  u^  ses  racines  :  il  viendra 

X9-h  6X1  'h'0^X2=:^Ut, 
X^-hO^Xt  -4-  OXi  =v/«a, 

d'où 
On  a  d'ailleurs 

relation  qui  détermine  le  second  radical  en  fonction  du  premier.  Substi- 
tuant cette  valeur  dans  les  formules  (1),  on  voit  que  x^,  o^,,  X2  seront 
données  par  la  formule 


x  =  i(-^-^;/jr-H^.) 
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en  assignant  successivement  au  radical  cubique  les  trois  valeurs  dont  il.  est 
susceptible. 

524.  Théorème  IV.  —  Pour  qui!  une  équation  soit  résoluble  par  radicaux  ^ 
il  faut  et  il  suffit  que  son  groupe  puisse  étre\onsidéré  comme  dérivant  d'une 
échelle  de  substitutions  i  »  flf  &,..-,/»  ^>  ^^U^s  :  j^  que  chacune  d'elles  soit  per- 
mutable au  groupe  dérivé  des  précédentes;  2f^  que  la  première  de  ses  puissances 
successis^es  qui  sont  contenues  dans  ledit  groupe  soit  de  degré  premier. 

N    N 
Soit  en  effet  X  une  équation  résoluble  par  radicaux.  Soient  N,  v->  T"'  '  '  * 

^  les  ordres  respectifs  de  son  groupe  G  et  des  groupes  H,  I,...  auxquels  il  se 
réduit  par  l'adjonction  successive  des  racines  des  équations  abéliennes 
auxiliaires  qui  servent  à  résoudre  la  proposée.  Soient  A,,...,  Ap,...  les  sub- 
stitutions de  H;  ^  une  substitution  de  G  qui  ne  fasse  pas  partie  de  H;  ^^  la 

première  de  ses  puissances  qui  soit  contenue  dans  H.  Le  groupe  Gm  dérivé 

^    N 
de  la  combinaison  de  g  avec  H,  a  évidemment  q  y  substitutions  distinctes» 

N 
de  la  forme  ^h^,  où  a  peut  varier  de  o  à  y  —  i ,  et  p  de  i  à  y  Mais  G,  est 

N 
contenu  dans  G,  dont  Tordre  est  N;  dune  q-y-  divise  N;  donc^  X  étant  pre- 
mier, on  aura  9  =  X  et  G^  =  G.  Donc  G  résulte  de  la  combinaison  de  H 
avec  g,  qui  lui  est  permutable,  et  dont  la  puissance  X,  de  degré  premier, 
est  la  première  qui  fasse  partie  de  H. 

On  voit  de  même  que  H  résulte  de  k  combinaison  de  I  avec  une  substi- 
tution/permutable à  I,  et  telle,  que  la  première  de  ses  puissances  qui  fasse 
partie  de  I  ait  pour  degré  le.  nombre  premier  /x;  etc. 

Réciproquement,  si  G  résulte  de  la  combinaison  des  substitutions  i,a, 
^'••m/»  g  satisfaisant  aux  conditions  énoncées  au  théorème,  on  aura  une 
suite  de  groupes 

G,  H  =  (ir«,  fi,.. .,/),...,    (r,  a,  6),  (ï,  a),  r, 

N    N 
d'ordres  N,  y»  jT***'  (^»  f*»*--  étant  premiers)  et  tels,  que  chacun  d'eux 

soit  contenu  dans  le  précédent  et  permutable  à  ses  substitutions  :  X,  jul,... 
seront  donc  les  facteurs  de  composition  de  G;  et  l'équation  correspondante 
sera  résoluble  par  radicaux.  (Théorème  111.) 

C'est  sous  cette  dernière  forme  que  Galois  a  signalé  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  la  résolubilité  par  radicaux. 
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525.  Théorème  V.  —  Tout  groupe  A,  isomorphe  à  un  groupe  réso- 
luble L,  est  lui-même  résoluble. 

Car  soit  i,  a,  ft,  c,...  l'échelle  de  substitutions  dont  L  est  dérivé  :  cha- 
cune d'elles  étant  permutable  au  groupe  dérivé  des  précédentes,  on  auta 
une  suite  de  relations  telles  que 

6-'  ab  =  (fy     C-'  ac  =  b'^aP,     c"'  bc  =  b^a% .... 

Les  substitutions  i,  a,  |3,  y,...,  respectivement  correspondantes  à  i,  a,  b, 
c,...  dans  le  groupe  A,  satisferont  aux  relations  analogues 

p-'a3  =  ûr,     y-' ay  =  ^'^  OLP ,     )/-'(3y  =  p^a" ,  * 

et,  par  suite,  formeront  l'échelle  d'un  groupe  résoluble. 

Réciproquement,  si  le  groupe  A  est  résoluble-^  et  isomorphe  à  un  autre 
groupe  L;  si  en  outre  le  groupe  Y  formé  par  celles  des  substitutions  de  L  qui 
correspondent  dans  Kà  la  substitution  \  est  résoluble^  L  sera  résoluble. 

Soient  en  effet  i,  a,  j3,  7,...  l'échelle  de  substitutions  dont  A  est  dérivé; 
i,/,...  celles  dont  F  est  dérivé;  a,  6,  c,...  des  substitutions  de  L,  arbitrai- 
rement choisies  parmi  celles  qui  correspondent  respectivement  a  a,  j3,  7,.... 
Le  groupe  L  sera  dérivé  des  substitutions  i,  /,...,  a,  6,  c,. . .  et  sera  réso- 
luble. 

•En  effet,  soient  s  une  substitution  quelconque  de  L,  a  celle  qui  lui  corres- 
pond, 5' la  substitution  dérivée  de  a,  6,  r,...  delà  même  manière  que  g- Test 

de  oc,  j3,  7, On  aura  s  =  s'<fy  (f  étant  une  substitution  de  L,  qui  ait  pour 

correspondante  l'unité,  et  qui,  par  suite,  est  dérivée  de  1,/,....  Donc  s  est 
dérivée  de  i,y,...,a,  6,  c,.... 

il  reste  a  prouver  que  cette  échelle  caractérise  un  groupe  résoluble.  Prou- 
vons par  exemple  que  b  est  permutable  au  groupe  dérivé  de  1,  /,...,  a.  Le 
groupe  A  étant  résoluble,  on  a  une  relation  telle  que  /3"*a]3  =  a"".  On  en 
déduit  b'*ab  =  a©,  (p  ayant  pour  correspondante  l'unité,  et  par  suite  étant 
dérivée  de  i, /!....  De  même,  è^'/è  ayant  pour.correspondante  l'unité,  est 
dérivée  de  1,/,....  Donc  6  est  permutable  au  groupe  (1,/,...,  a). 

526.  Théorème  VI.  —  Si  S  est  un  faisceau  de  substitutions  contenu  dans  le 
groupe  résoluble  L,  et  permutable  à  toutes  ses  substitutions ^  on  pourra  toujours 
choisir  l'échelle  des  substitutions  1 ,  a,  6,  c,...  dont  V adjonction  successive  re- 
produit le  groupe  L,  de  telle  sorte  que  les  substitutions  de  ^  soient  les  premières 
introduites. 
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Supposons  en  effet,  pour  fixer  les  idées,  que  le  groupe  dérivé  de  i ,  a,  b 
ne  contienne  aucune  substitution  de  ^(sauf  Tunité,  qu'il  contient  néces- 
sairement), mais  que  Tadjonction  d'une  nouvelle  substitution  c  en  intro- 
duise une  :  c  étant  permutable  au  groupe  (i,  a,  b),  cette  substitution 
pourra  être  ramenée  à  la  forme  c^m,  m  étant  une  substitution  du  groupe 
(f,a,fe)  (37).  , 

1**  Celles  des  substitutions  du  groupe  (i ,  a,  6,  c)  qui  appartiennent  à  S  se 
réduisent  aux  puissances  de  c^m.  En  effet,  considérons  Tune  d'elles  :  on  peut 
la  mettre  sous  la  forme  c^/Wi,  où  /w,  désigne  une  substitution  du  groupe 
(!•  a,  b). 
•  Or  on  a  généralement  (37) 

/Wa  étant  encore  une  substitution  du  groupe  (  i ,  a,  b).  On  sait  d'ailleurs  qu'il 
existe  une  puissance  c^  de  c  qui  fait  également  partie  de  ce  groupe,  et  que 
l'exposant  /x  est  premier.  On  pourra  donc  déterminer  le  paramètre  a  de 
telle  sorte  que  ay  H- (?^o  (mod.  fx);  et  la  substitution  c^mjc^m)*  fera 
elle-même  partie  du  groupe  (i,a,  6).  D'ailleurs  elle  fera  partie  du  fais- 
ceau ^,  si  c^m  en  fait  partie  ainsi  que  c^m;  et  comme,  par  hypothèse,  ce 
faisceau  n'a  aucune  substitution  commune  avec  le  groupe  (i,  a,  6),  sauf 
l'unité,  on  aura 

6**m,(cï/n)*=  I,     d'où     c^nit  =  (c'^m)^'^. 

2^  Toutes  les  substitutions  (i,  a,  b,  c)  sont  permutables  au  faisceau /dérivé 
de  c'^m  et  de  ses  puissances ,  En  effet,  le  faisceau/',  transformé  de /par  l'une 
quelconque  de  ces  substitutions,  doit  faire  partie  à  la  fois  du  faisceau  ^au- 
quel cette  substitution  est  permutable  et  du  groupe  (i,  a,  6,  c);  il  se  con- 
fond donc  avec/. 

3**  Il  résulte  de  là  que  le  groupe  dérivé  de  V échelle  de  substitutions  suivante  : 
I,  c^m,  a,  b  est  résoluble.  D'ailleurs  ce  groupe  est  identique  à  celui  dérivé 
de  I,  a,  6,  c.  En  effet,  d'une  parl^  la  substitution c^m  dérive  de  la  combi- 
naison des  substitutions  â,  6,  c;  d'autre  part,  c  dérive  de  la  combinaison 
dec^m,  a,  b.  En  effet,  soit  jSy^i  (mod.  (x),  on  aura 

(c^mfz=à^m:=:  cm\     d'où     c=^{c'^mfm'-\ 

m' étant  une  substitution  dérivée  de  i,  a,  b.  Chacun  des  deux  groupes  con- 
tient donc  toutes  les  substitutions  d'où  l'autre  est  dérivé. 
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Adjoignons  maintenant  au  groupe  partiel  (r^c^m,  a^b)  une  nouvelle 
substitution  d.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  cette  adjonction  intro- 
duise de  nouvelles  substitutions  de  la  forme  ^.  Soit  d^n  Tune  d'elles,  n  étant 
une  substitution  dérivée  de  c^nif  a,  b. 

On  démontrera  exactement  comme  tout  à  l'heure  : 

1^  Qu'aucune  des  substitutions  introduites  avec  d,  à  l'exception  de  <^elles 
qui  dérivent  de  la  combinaison  de  c'fm  et  de  d^n^  ne  fera  partie  du  faisceau  ^; 

là?  Que  toutes  les  substitutions  (i,  c^/n,  a,  b,  c)  sont  permutables  au  fais- 
ceau dérivé  de  c^/w  eid^n; 

3^  Que  les  substitutions  i,  c^m,  d^n^  a,  b  forment  l'échelle  d'un  groupe 
résoluble  identique  au  groupe  (i ,  a,  6,  c,  d). 

Continuant  ainsi,  on  voit  qu'on  pourra  modifier  l'échelle  génératrice  du 
groupe  L  de  manière  à  faire  passer  en  avant  toutes  les  substitutions  de  ^  à 
mesure  qu'elles  seront  introduites.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

527.  Théorème  VU.  —  Soient  L,  L|,...  des  groupes  résolubles^  et  tels,  que 
les  substitutions  de  chacun  d'eux  soient  permutables  aux  groupes  suivants  : 
le  groupe  (L,  L|,...),  dérivé  de  leur  combinaison,  sera  résoluble. 

Il  suffit  évidemment  d'établir  le  théorème  pour  le  cas  de  deux  groupes, 
L,  L|.  Soient  i,  a,  i&,...  et  i,  a,,  &(,...  les  échelles  de  substitutions  géné- 
ratrices des  deux  groupes  L,  L^.  Les  substitutions  de  L  étant  évidemment 
permutables  au  groupe  L,  et  Tétant  au  groupe  L^,  par  hypothèse,  seront 
permutables  au  faisceau  ^  formé  par  les  substitutions  communes  à  ces  deux 
.  groupes.  On  pourra  donc  supposer  l'échelle  i,  a,  &,...  construite  de  telle 
sorte  que  les  substitutions  de  ^  soient  les  premières  introduites.  Supposons, 
pour  fixer  les  idées,  que  ^  soit  dérivé  des  substitutions  i ,  a.  Les  substitu- 
tions I,  ai,  64,...,  &,...  forment  une  échelle  dont  (L,  L|)  est  dérivé,  et  qui 
satisfait  évidemment  aux  conditions  du  Théorème  IV. 

528.  Théorème  VIII.  —  Soient  L  un  groupe  résoluble;  X^un  groupe  con- 
tenu dans  L  et  permutable  à  toutes  ses  substitutions  [ce  peut  être  L  lui-même); 
^  un  faisceau  contenu  dans  le  groupe  4^  et  ne  renfermant  qu  une  partie  de  ses 
substitutions,  et  qui,  de  plus,  soit  permutable  à  toutes  les  substitutions  de  L  : 
on  pourra  déterminer  un  faisceau  Ç  jouissant  des  propriétés  suivantes  :  \^  il 
contient  toutes  les  substitutions  de  i,  jointes  à  d'autres  substitutions;  2®  il  est 
contenu  dans  ^;  3**  il  est  permutable  à  toutes  les  substitutions  deL;  4®  deux 

m 

quelconques  de  ses  substitutions  g  et  g'  satisfont  à  une  relation  de  la  forme 
g  g'  =-=  g'gf  f  désignant  une  substitution  dufaisceia.u  ^. 
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Nous  exprimerons  d'une  manière  abrégée  cette  dernière  propriété,  en 
disant  que  les  substitutions  g  et  g'  sont  échangeables,  aux  substitutions  ^ 
prés. 

Démonstration.  —  D'Rprès  le  théorème  précédent,  nous  pouvons  former 
l'échelle  \,  a,  b,  c,  d,  e,...,  génératrice  de  L,  de  telle  sorte  que  les  pre- 
mières substitutions  introduites  soient  celles  du  groupe  .ç^,  et,  parmi  ces 
dernières,  celles  du  faisceau  ^.  Supposons  donc,  pour  fixer  les  idées,  que  le 
faisceau  -f  soit  dérivé  des  trois  premières  substitutions  de  la  série,  i,  a,  b;  le 
groupe  ^contenant  par  hypothèse  des  substitutions  qui  ne  font  pas  partie 
de  ^,  la  substitution  suivante  c  fera  partie  de  ce  groupe. 

Adjoignons  maintenant  à  i ,  a,  6  la  suite  des  substitutions  c,  d,  e,...,  et 
formons  la  série  des  groupes  partiels  successifs 

(i,a,b,c),    (i,a,b,c,d).    [i.a.b.cd.e) 

529.  Nous  établirons  d'abord  la  proposition  suivante  : 

Si  dans  l'un  de  ces  groupes  partiels,  {i,,a;  b,  c,  rf)  =  H  par  exemple,  on 
peut  déterminer  un  faisceau  V  jouissant  des  propriétés  suivantes  :  i"  de  conte- 
nir toutes  les  substitutions  de  ^,  jointes  à  d'autres  substitutions;  a"  d'être  con- 
tenu dans  i^;  3"  d'être  permutable  à  toutes  les  substitutions  du  groupe  par- 
fiel  H  ;  4"  d'avoir  toutes  ses  substitutions  échangeables  entre  elles  aux  ^  prés,  on 
pourra  déterminer,  dans  le  groupe  partiel  suivant,  {i ,  a,  b,  c,  d,  e)  irz  I,  un 
faisceau  r,  jouissant,  par  rapport  à  ce  nouveau  groupe,  des  mêmes  propriétés,  et 
l'on  pourra  s'élever  ainsi  progressivement  d'un  groupe  partiel  à  l'autre,  jusqu'à 
ce  qu'on  ait  reproduit  le  groupe  L  et  le  faisceau  correspondant  g,  dont  l'exis- 
tence se  trouvera  ainsi  démontrée. 

Si  le  faisceau  r  correspondant  au  groupe  partiel  H  peut  être  choisi  de  di- 
verses manières,  tout  en  satisfaisant  aux  quatre  conditions  fondamentales, 
nous  choisirons  pour  notre  démonstration  une  des  manières  pour  lesquelles 
le  nombre  de  ses  substitutions  est  minimum. 

Adjoignons  la  substitution  suivante  e;  supposons-la  non  permutable  à  F; 
car.  si  elle  l'était,  la  proposition  serait  immédiatement  démontrée  pour  le 
{•roupel.  Soient  F' le  faisceau  transformé  de  F  pare;  F"  le  faisceau  transformé 
de  F',  etc.  La  série  de  ces  faisceaux  sera  nécessairement  limitée,  car  soit  e" 
la  première  puissance  de  e  qui  appartienne  a  H;  elle  sera,  par  hypothèse, 
permutable  à  F.  Donc  F^w  =  F. 

Cela  posé  :  i"  le  faisceau  F,  dérivé  de  l'ensemble  des  substitutions  F, 
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F,...,  r^\^*^  contient  toutes  les  substitutions  ^,  jointes  à  d'autres  substitu- 
tions :  cela  est  évident,  puisqu'il  contient  toutes  les  substitutions  de  T. 

^^  l\  est  contenu  dans  le  groupe  <^,  car  les  substitutions  F  sont  com- 
prises dans  ce  groupe,  et  leurs  transformées T',  F',...  par  les  substitutions^, 
e^,...,  permutables  à  ^ ,  y  seront  également  comprises. 

3**  Il  est  permuta1)Ie  aux  substitutions  de  I.  En  effet  r  est  permutable  aux 
substitutions  de  H;  F,  transformé  de  T  par  e,  le  sera  à  celles  du  groupe 
transformé  de  H  par  e  :  mais  ce  groupe  transformé  est  identique  au  groupe 
H  :  donc  F  ej  de  même  F,...  seront  permutables  aux  substitutions  de  H. 
D'ailleurs  e  transforme  T  en  F,  F  en  F,....  Le  faisceau  T,  est  donc  permu- 
table à  toutes  les  substitutions  de  I. 

4^  Enfin  les  substitutions  de  T,  sont  échangeables  entre  elles,  aux  .f  près. 

En  effet,  soient,  en  premier  lieu,  deux  substitutions  7',  5',  appartenant  à 
un  même  faisceau  partiel,  F  par  exemple.  Posons 

ç  étant  une  substitution  inconnue  à  déterminer  :  cette  équation,  trans- 
formée par  ^^\  donnera 

Les  deux  substitutions  c*~»*7'e«*-*,  e^-V'^eV-*  font  partie  du  faisceau  F  :  elles 
sont  donc  échangeables  entre  elles,  aux  ^  près;  e^'^cpe^'*  fera  donc  partie  du 
faisceau  ^.  Sa  transformée  f  par  e*'^,  qui  est  permutable  à  .f,  fera  égale- 
ment partie  de  ce  faisceau. 

Soient  maintenant  deux  substitutions  y,  7'  appartenant  à  des  faisceaux 
partiels  différents  T  et  F.  La  substitution  7'  faisant  partie  du  groupe  H 
sera  permutable  au  faisceau  T.  On  a  donc 

c?  étant  une  substitution  de  T,  On  en  déduit 

/(Î7"  =  yy'y-=(y-.)-.y'y-.. 

Or  la  substitution  7-*  fait  partie  du  groupe  H,  dont  les  substitutions  sont 
permutables  au  faisceau  F.  La  transformée  de  /par  7-*,  y'ây^\  fera  donc 
partie  de  ce  faisceau,  et,  comme  7'  en  fait  partie  de  son  côté,  ây-^  en  fera 
partie  également.  D'ailleurs  &  et  7  font  partie  du  faisceau  T.  La  substitu- 
tion d^/-'  sera  donc  commune  aux  deux  faisceaux  T  et  F. 
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Mais  les  substitutions  communes  à  ces  deux  faisceaux  ne  sont  autres  que 
les  ^.  En  effet,  d'une  part,  \es  substitutions  de  ^  faisant  partie  de  r  et  la 
substitution  e  les  transformant  les  unes  dans  les  autres,  elles  feront  toutes 
partie  de  T\  D'autre  part,  T  et  F  n'ont  aucune  autre  substitution  com- 
mune; car  ces  substitutions  communes,  faisant  partie  de  r,  seraient  évi- 
demment échangeables  entre  elles,  aux  ^  près,  et  seraient  toutes  contenues 
dans  4^  :  elles  formeraient  un  faisceau  A  contenant  toutes  les  substitutions 
de  cf,  jointes  à  d'autres  substitutions;  entin  A  serait  permutable  à  toutes 
les  substitutions  de  H,  car  chacune  de  ces  dernières  substitutions,  étant  per- 
mutable à  la  fois  à  r  et  à  F,  transformerait  les  substitutions  de  A,  communes 
à  ces  deux  groupes,  en  substitutions  également  communes  à  ces  deux 
groupes,  et  qui,  par  suite,  reproduiraient,  à  l'ordre  près,  celles  de  A.  Le  fais- 
ceau A,  qui  contient  moins  de  substitutions  que  F,  jouirait  donc  des  mêmes 
propriétés  fondamentales,  ce  qui  est  contraire  à  notre  point  de  départ. 

On  aura  donc 

ôy-'=/    ou     6=fy,     d'où     yy'=y'fy  =  yyf„ 

/,/«  désignant  des  substitutions  convenablement  choisies  dans  le  faisceau  ^. 

530.  Cela  posé,  le  premier  groupe  partiel  (i,  a,  6,  c)  contient  toutes  les 
substitutions  de  rf,  jointes  à  c  :  il  est  contenu  dans  41;  il  est  permutable  à  ses 
propres  substitutions;  enfin  celles-ci  sont  échangeables  entre  elle;»,  aux  ^ 
près.  Car  ses  substitutions  sont  toutes  de  la  forme  c^,  où  /désigne  une  des 
substitutions  de  ^;  et  c  étant  permutable  aux  ^,  si  Ton  pose  en  général 

la  substitution 

se  réduit  à  une  substitution  de  ê. 

Le  faisceau  F  correspondant  à  ce  groupe  partiel  sera  donc  ce  groupe  lui- 
même  :  en  s'élevant  ensuite  de  proche  en  proche  par  la  méthode  que  nous 
venons  d'exposer,  on  démontrera  le  théorème. 

531.  Théorème  IX.  —  Pour  quun  groupe  L  soit  résoluble^  il  faut  et  il 
suffît  quon  puisse  former  une  suite  de  groupes  i ,  F,  G,  H, . . . ,  h  se  terminant 
par  L,  et  jouissant  des  propriétés  suivantes  :  i^  chacun  de  ces  groupes  est  con- 
tenu dans  le  suivant^  et  permutable  aux  substitutions  de  L;  2^  deux  quelcon- 
ques de  ses  substitutions  sont  échangeables  entre  elles f  aux  substitutions  prés  du 
groupe  précédent . 

5o. 
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Supposons  en  effet  queL  soit  résoluble.  Posons,  dans  le  théorème  précé- 
dent, 41=  L,  et  prenons  pour  le  faisceau  S  la  substitution  unique  i.  Nous 
en  conclurons  Texistence  d'un  faisceau  plus  général  F,  également  permu- 
table aux  substitutions  de  L,  et  dont  les  substitutions  sont  échangeables 
entre  elles.  Prenons  ensuite  ^  =  F,  nous  conclurons  de  même  l'existence 
d'un  faisceau  plus  général  G,  contenu  dans  L  et  permutable  à  ses  sub- 
stitutions, et  dont  les  substitutions  soient  échangeables  entre  elles,  aux 
F  près;  etc. 

Réciproquement,  supposons  que  le  groupe  L  remplisse  les  conditions  in- 
diquées au  théorème.  Soient  a  une  substitution  d'ordre  premier,  choisie 
arbitrairement  dans  F;  b  une  substitution  de  F,  autre  que  les  puissances 
de  a,  et  telle,  que  la  première  de  ses  puissances  qui  se  réduise  à  une  puis- 
sance de  a  soit  de  degré  premier;  c  une  substitution  de  F,  non  contenue 
dans  le  groupe  (a,  6),  et  telle,  que  la  première  de  ses  puissances  qui  fasse 
partie  de  ce  groupe  soit  de  degré  premier,  etc.  Soient  de  même  a,  une  sub- 
stitution de  G,  non  contenue  dans  F,  et  telle,  que  la  première  de  ses  puis- 
sances qui  fasse  partie  de  ce  groupe  soit  de  degré  premier;  etc.  Il  est  clair 
que  l'échelle  des  substitutions  i,  a,  6,  c,...,  a^,...  satisfait  aux  conditions 
du  Théorème  IV.  Donc  L,  qui  en  dérive,  est  résoluble. 

532.  Supposons  que  nous  ayons  formé,  pour  un  degré  donné,  le  tableau 
de  tous  les  groupes  résolubles  et  transitifs  les  plus  généraux.  Chacun  d'eux 
caractérisera  un  type  distinct  d'équations  irréductibles  résolubles  par  radi- 
caux. Les  groupes  résolubles  et  transitifs,  non  généraux,  caractériseront 
des  types  d'équations  plus  spéciaux,  et  contenus  dans  les  précédents  comme 
cas  particuliers.  Soient  en  effet  L  un  groupe  résoluble,  transitif  et  général; 
A  un  groupe  résoluble  et  transitif  contenu  dans  L.  Si  une  équation  a  pour 
groupe  A,  toute  fonction  de  ses  racines  invariable  par  les  substitutions 
de  A,  et  a  fortiori  toute  fonction  invariable  par  les  substitutions  de  L,  sera 
exprimable  rationnellement.  L'équation  proposée  satisfera  donc  à  toutes  les 
conditions  qui  caractérisent  les  équations  dont  le  groupe  est  L.  Pour  que 
son  groupe  se  réduise  à  A,  elle  devra  satisfaire  en  outre  à  d'autres  condi- 
tions accessoires,  étrangères  à  la  question  de  résolubilité  par  radicaux. 

En  cherchant  à  déterminer  les  divers  types  généraux  d'équations  solu- 
bles  par  radicaux,  nous  sommes  donc  conduits  au  problème  suivant  : 

Problème  A.  —  Construire  explicitement  pour  chaque  degré  donné  les  di- 
vers groupes  résolubles^  transitifs  et  généraux. 
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Ce  problème  se  lie  étroitement  aux  deux  suivants  : 

Problème  B.  —  Construire  les  groupes  résolubles  et  primaires  les  plus  géné- 
raux, contenus  dans  le  groupe  linéaire. 

Problème  C.  —  Construire  les  groupes  résolubles  et  primaires  les  plus  géné- 
raux, contenus  dans  les  groupes  abélien  ou  hypoabéliens . 

Nous  verrons  en  effet  que  la  solution  de  chacun  de  ces  trois  problèmes 
pour  un  degré  quelconque,  lorsqu'elle  ne  s'obtient  pas  immédiatement,  dé- 
pend directement  de  la  solution  des  mêmes  problèmes  pour  des  nombres 
beaucoup  moindres.  La  méthode  que  nous  établirons  pour  cet  objet  donne 
en  même  temps  la  solution  des  autres  questions  suivantes  : 

I  ^  Déterminer  les  ordres  respectifs  des  groupes  obtenus; 

2*^  Les  énumérer  ; 

3^  Les  répartir  en  classes,  genres,  ordres,  etc. 

Cette  méthode  est  essentiellement  fondée  sur  le  théorème  IX.  Nous  nous 
élèverons  progressivement  à  la  connaissance  des  groupes  cherchés  en  con- 
struisant successivement  les  faisceaux  F,  G,  H,....  Cette  marche  présente 
les  avantages  suivants  :  d'une  part,  les  propriétés  particulières  à  chacun  de 
ces  faisceaux  facilitent  sa  détermination;  d'autre  part,  les  substitutions  de  L 
étant  assujetties  à  la  condition  d'être  permutables  à  chacun  de  ces  fais- 
ceaux, le  champ  des  recherches  se  limitera  de  plus  en  plus  à  chaque  pas 
fait  vers  la  solution.  Cette  simplification  n'aurait  pas  lieu,  si  Ton  prenait 
pour  point  de  départ  le  théorème  IV,  ainsi  que  le  faisait  Galois. 
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CHAPITRE  IL 

RÉDUCTION   DU  PROBLÈME    A. 


§  I.  —  Groupes  primitifs. 

533.  Soit  L  UD  groupe  résoluble  et  primitif.  Nous  avons  vu  qu'on  peut  y 
déterminer  un  faisceau  F  formé  de  substitutions  échangeables  entre  elles,  et 
permutable  aux  substitutions  de  L  (531).  Si  cette  détermination  peut  se 
faire  de  plusieurs  manières,  nous  choisirons  une  de  celles  pour  lesquelles 
Tordre  de  F  est  minimum. 

F  contient  des  substitutions  d'ordre  premier  (30).  Soient  A  Tune  d'elles; 
p  son  ordre;  A,  B,...  ses  transformées  par  les  substitutions  de  L.  Le 
groupe  (A,  B,...),  contenu  dans  F,  a  ses  substitutions  échangeables  entre 
elles;  il  est  évidemment  permutable  aux  substitutions  de  L.  Il  se  confond 
donc  avec  F;  sans  quoi  l'ordre  de  F  ne  serait  pas  le  minimum  supposé. 

L  étant  primitif,  F  sera  transitif  (53).  En  outre,  ses  substitutions  sont 
toutes  d'ordre /?  (la  substitution  i  exceptée).  Car  soit  A^B^,,..  l'une  d'elles  : 

on  aura 

(A*BP...)/'=A*''BP/'...    =1. 

L'ordre  de  F  est  donc  une  puissance  de/>,  telle  que/?''  (40). 

Enfin  chacune  de  ses  substitutions,  l'unité  exceptée,  déplace  toutes  les 
racines  :  car  si  l'une  d'elles.  S,  laisse  iminobile  la  racine  a,  soient  b  une 
autre  racine  quelconque,  T  une  substitution  de  F  qui  .remplace  a  par  b\  la 
substitution  T"*  ST  =  S  laissera  b  immobile.  Donc  S,  laissant  immobile  une 
quelconque  des  racines,  se  réduit  à  l'unité. 

Le  degré  de  l'équation  sera/)".  Car  F,  étant  transitif,  contiendra  au  moins 
une  substitution  qui  permette  de  remplacer  une  racine  a  par  une  autre  ra- 
cine quelconque,  b  :  mais  il  n'en  contient  qu'une;  car  s'il  en  contenait 
deux  T  et  U,  il  contiendrait  TU"',  qui  laisse  a  immobile,  sans  se  réduire  à 
l'unité,  ce  qui  n'est  pas  possible.  Le  nombre  des  racines  est  donc  précisé- 
ment égal  au  nombre  p^  des  substitutions  de  F. 

Cela  posé,  les  substitutions  de  F  pourront  (407-408)  se  mettre  sous  la 
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forme 

\  X,  X,.,.     ^  H-  a,  7  -4-  j3, .  . .   I  ; 

et  celles  de  L,  étant  permutables  k  F,  résulteront  (119)  de  la  combinaison 
de  F  avec  des  substitutions  de  la  forme  linéaire 

I  r,  j, . . .     ax-h  by-^  . . ,,  a'x  -i-  b'y  ^- ...... .   |. 

Enfin  le  groupe  partiel  formé  par  ces  dernières  substitutions  sera  pri- 
maire, par  définition. 

§  II.  —   Groupes  nOxV  primitifs. 

534.  Soit  L  un  groupe  résoluble,  transitif  et  général,  mais  non  primitif. 
S'il  existe  plusieurs  manières  de  répartir  les  racines  en  systèmes  tels,  que 
chaque  substitution  de  L  remplace  les  racines  de  chaque  système  par  celles 
d'un  même  système,  nous  choisirons  parmi  ces  modes  de  répartition  un  de 
ceux  où  le  nombre  q  des  systèmes  est  minimum  :  soit  r  le  nombre  de  ra- 
cines de  chacun  d'eux. 

Les  racines  pourront  être  distinguées  les  unes  des  autres  par  deux  in- 
dices u  et  v^  l'indice  a,  variable  de  o  à  y  —  i,  caractérisant  les  divers  sys- 
tèmes; tandis  que  l'indice  (^,  variable  de  o  à  r  —  i,  servira  a  distinguer  entre 
elles  les  racines  d'un  même  svstème. 

Chacune  des  substitutions  de  L  sera  de  la  forme 

i*'  Écrivons,  en  regard  de  chacune  dec^s  substitutions,  la  suivante 

\—  I  "    9(«)  1 

entre  q  lettres  auxiliaires  caractérisées  par  un  seul  indice  a  variable  de  o  à 
y  —  I,  de  telle  sorte  que  chaque  lettre  corresponde  à  l'un  des  systèmes  de 
racines  du  groupe  L.  Le  groupe  A  formé  par  les  substitutions  >,  étant  évi- 
<lemment  isomorphe  a  L,  sera  résoluble  (525).  Il  sei'a  en  outre  transitif;  car 
les  substitutions  deL,  permutant  transitivement  toutes  les  racines,  devront 
a  fortiori  permuter  transitivement  les  systèmes.  Enfin,  il  sera  primitif;  en 
effet,  s'il  ne  l'était  pas,  on  pourrait,  en  remplaçant  l'indice  unique  u  par 
deux  indices  u,  et  u^  convenablement  choisis,  mettre  toutes  les  substitutions 
de  A  sous  la  forme 

I  Ml,  «7     9i(«i),  ?2(m,^  m,)  |, 
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et  par  suite  les  substitutions  de  L  sous  la  forme    • 

croii  Ton  voit  qu'en  réunissant  ensemble  toutes  les  racines  pour  lesquelles 
rindice  (/«  est  le  même,  on  aurait,  contrairement  à  notre  supposition,  une 
ré|)artilion  en  systèmes  dont  le  nombre  serait  inférieur  a  q. 

i"  Le  groupe  A  étant  primitif,  il  résulte  du  §  I  :  i°  que  q  est  une  puis- 
sance//' d'un  nombre  premier/?;  2®  qu'on  peut  remplacer  l'indice  unique  // 
par  n  indices  a?,  7,...,  variant  cbacun  de  o  à  /i  —  i,  et  choisis  de  telle  sorte 
que  les  substitutions  de  A  soient  toutes  de  la  forme  linéaire 

.  I  X,  y,. . .     ax  -^-by-Jh, .  .-¥  oLy  «':c -4-  A'j -h . . . -f-  (3 , . . .   | ; 
en  outre,  ce  groupe  A  contiendra  toutes  les  substitutions  du  faisceau 

\  X,  y,..,     j;-+-a,  j-f-(3,...   |. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  n  se  réduise  à  2^  Les  substitutions 
de  L  prendront  la  forme 

I  x^  r,  V      ax  -h  by-^-  a,  a'x  -f-  b'y  -f-  p,  9(^,  y,  v)  |, 
y  Considérons  en  particulier  parmi  ces  substitutions  celles  de  la  forme 

\  ^f  y,  V     x-h  a,  r  4-  P,  cp(ar.  y.  v)  |. 

Elles  forment  évidemment  un  groupe  E  auquel  toutes  les  autres  sont  per- 
mutables. On  pourra  donc  les  faire  passer  en  avant  lorsque  l'on  construira 
Téobelle  génératrice  de  L  (526). 

4^  Considérons  plus  spécialement  encore  les  substitutions,  s'il  en  exisie, 
qui  ne  déplacent  pas  les  systèmes  :  elles  sont  de  la  forme 

I  X,  r,  f    X,  r,  9(^,  r,  i')  |, 

et  sont  comprises  parmi  les  E.  Elles  forment  évidemment  un  groupe  F  au- 
quel toutes  les  autres  sont  permutables.  On  pourra  doue  les  faire  passer  en 
avant  de  toutes  les  autres. 

535.  Proposition  1.  —  S'il  eœiste  des  substitutions  V  qui  ne  déplacent  pas 
1rs  systèmes 9  soit  /Tune  d'elles,  qui  s'obtienne  en  exécutant  simultanément 
certains  déplacements  f^,  /i , . . .  dans  r  intérieur  des  dis^ers  systèmes  Sq,  Sf , . . . 
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entre  les  racines  qui  les  composent.  Chacune  des  substitutions  partielles  f^^  fx  t  • . .  t 
considérée  isolément^  désira  faire  partie  de  F. 

En  effet,  soit/'  =  /o/'j...  une  autre  substitution  de  F;  les  déplacements 
que  la  substitution  Jf  fait  éprouver  aux  racines  des  systèmes  So,  S,, . . .  se- 
ront respectivement /o/o./i/'i»....  Le  groupe  F,  contenu  dans  L,  étant  ré- 
soluble, chacun  des  groupes  partiels  (/ot/'o»*")»  (/m/'i»-*-)»'**  9"^  '"* 
sont  isomorphes,  sera  résoluble  (525);  d'ailleurs  ces  groupes,  déplaçant  cha- 
cun de  son  côté  des  racines  différentes,  sont  échangeables  entre  eux  :  le 
groupe  S  =  (yô»/'o»"-»/«'/'i»---)»  dérivé  de  leur  combinaison,  est  donc  ré- 
soluble (527). 

Toutes  les  substitutions  de  L  sont  permutables  a  ^  comme  elles  le  sont  à  F. 
Soit  en  effet  /  une  de  ces  substitutions  :  la  transformée  de  /  par  /, 
/"'//=  /"*/o /./"•/!/...,  doit  faire  partie  du  groupe  F.  Donc  les  déplace- 
ments qu'elle  fait  subir  aux  racines  dans  chacun  des  divers  systèmes  font 
partie  du  groupe  ê.  Or  les  déplacements  relatifs  aux  systèmes  auxquels  / 
fait  succéder  S^,  S,,. . .  sont  respectivement  l'^fç^U  l^^fs  /» • . . .  Chacune  de 
ces  substitutions  fait  donc  partie  du  groupe  ê. 

Le  groupe  dérivé  de  la  combinaison  de  i  avec  les  substitutions  de  L  sera 
donc  résoluble.  Il  serait  d'ailleurs,  contre  l'hypothèse,  plus  général  que  L,  si 
toutes  les  substitutions  ^  n'étaient  pas  comprises  dansL,  et  par  suite  dans  F. 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

536.  Adjoignons  maintenant  successivement  aux  substitutions  de  F  les 
autres  substitutions  du  groupe,  en  commençant  par  celles  dont  Ë  est  dérivé. 
La  première  sera  de  la  forme 

On  peut  simplifier  cette  forme.  En  effet,  les  diverses  valeurs  de  l'indice  k^ 
peuvent  être  réparties  d'une  manière  entièrement  arbitraire  entre  les  racines 
de  chaque  système.  On  peut  donc  admettre  :  i^  qu'on  laisse  cette  réparti- 
tion arbitraire  dans  tous  ceux  des  systèmes  pour  lesquels  le  premier  indice  x 
est  égal  a  zéro;  2®  qu'on  donne  à  chaque  racine  du  système  caractertsé  par 
les  indices  i,  j,  le  même  indice  (^  qu'à  celle  des  racines  du  système  carac- 
térisé par  les  indices  0,7,  à  laquelle  A  la  fait  succéder;  3^  qu'on  donne  de 
même  a  chaque  racine  du  système  2,  7,  le  même  indice  qu^à  celle  du  sys- 
tème I ,  y,  à  laquelle  A  la  fait  succéder,  etc.,  jusqu'au  système  /^  —  j  ,  j.  La 
fonction  f  (a;,  j,  ^)  se  réduira  donc  à  Vy  quel  que  soit  y,  pour  toutes  les  va- 

5i 
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leurs  de  :r  à  Texception  de p  —  i,  auquel  cas  elle  sera  égale  à  une  fonction 
(le  jet  (^,  telle  que  ^{y^  ç). 

Cela  posé,  A  est  le  produit  de  deux  autres  substitutions 

dont  la  première  A,  fait  partie  du  groupe  F.  En  effet, 

fait  partie  de  F  :  les.  déplacements  qu'elle  fait  subir  aux  racines  des  sys- 
tèmes dont  le  premier  indice  x  est/?  — i,  considérées  isolément,  feront 
partie  de  F  (Proposition  I);  or  A,  représente  précisément  l'ensemble  de  ces 
déplacements. 

Les  substitutions  du  groupe  à  cette  période  de  l'opération  s'obtiendront 
donc  en  combinant  F  avec  A>. 

537.  Introduisons  la  substitution  suivante 

Nous  avons  laissé  arbitraire  la  valeur  à  assigner  à  l'indice  (^  pour  ebacune 
des  racines  des  systèmes  pour  lesquels  le  premier  indice  x  est  nul  :  laissons 
encore  ce  cboix  arbitraire  dans  le  système  pour  lequel  a?  =  o,  j  =  o;  mais 
donnons  à  chaque  racine  du  système  caractérisé  par  les  indices  o,  i,  le 
même  indice  v  qu'à  celle  du  système  o,  o,  à  laquelle  B  la  fait  succéder  :  don- 
nons de  même  à  chaque  racine  du  système  caractérisé  par  les  indices  o,  a,  le 
même  indice  (^  qu'à  celle  du  système  o,  i,  à  laquelle  B  la  fait  succéder,  etc. 
La  fonction  9<(a:,  j,  v)  se  trouvera  réduite  à  v  lorsque  a?  =  o  pour  toutes 
les  valeurs  dey,  excepté  pour  j'  =  p  —  \,  auquel  cas  elle  se  réduira  à  une 
fonction  de  ^,  telle  que  ^x  (^)- 

Cela  posé,  B  sera  le  produit  :  i^  d'une  substitution  Bi  qui  laisse  toutes 
les  racines  immobiles,  à  l'exception  de  celles  (o,  /?  —  i,  ^),  dont  les  deux 
premiers  indices  sont  o  et  />  — i,  qu'elle  remplacera  respectivement  par 
(o»  P  'r.^9  +1  [^])î  ^'^  d'une  substitution 

B'=  I  X,  y,  V,     X,  7 -h  I,  cp',(:r,  y,  v)  |, 

la  fonction  (p\  se  réduisant  à  ^  pour  07  =  0,  quels  que  soient  7  et  v. 

On  voit  aisément  que  B,  n'est  autre  chose  que  l'ensemble  des  déplace- 
ments que  la  substitution  Wy  qui  fait  partie  du  groupe  F,  fait  éprouver  aux 
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racines  dont  les  deux  premiers  indices  sont  o  et/?  —  i  ;  donc  B|  fait  partie 
de  F  (Proposition  I).  On  obtiendra  donc  le  même  résultat  en  adjoignant  au 
groupe  (F,  ei>)  la  substitution  B,  ou  la  substitution  simplifiée  B'=B;^^B. 
Celte  dernière  substitution  devra,  de  même  que  B,  être  permutable  au 
groupe  (F,  ei.),  ce  qui  permettra  de  déterminer  la  fonction  y, (a?,  y,  v)  pour 
les  valeurs  de  x  autres  que  zéro. 
Soit,  en  effet,  donnée  la  condition 

B'-'XB'=x*/(*)    ou    .l,B'/-'  =  B'Jl,*, 
en  désignant  par/  l'une  des  substitutions  de  F.  Soit 

/"'=  \  Xy  y-y  if    X,  y,  x^x,  y,  v)\: 

on  aura 

AB'/-=  \  X,  y,  V    ^H-i,  j-M,  x[^-+-i>  r-hi,  (p',(^-+-i,  y,  </)], 
B'X«=:  \  X,  y,  i^    x-i-ay  y-^-j,  <p\{Xy  y,  ç)  \. 

Pour  que  ces  deux  substitutions  soient  identiques^  on  devra  avoir  d'un 
côté  a  =  I ,  et  de  l'autre 

Cette  équation  peut  servir  à  déterminer  de  proche  en  proche  la  valeur  de  la 
fonction  <p\  pour  x  =  p  —  iy  p  —5,...,^  en  partant  de  sa  valeur  initiale 
pour  œ  =  o. 

Pour  0?  =  />  —  I ,  on  aura 

B'  remplacera  ainsi  en  général  la  racine  (/>— «i»  j^  s^)  par  la  racine 
(/?  — i,y -hi,  X[o,  y-h  I,  ç]).  Soit  B',  une  substitution  qui  laisse  toutes 
les  racines  immobiles,  sauf  celles  (/>  —  i>^  •+■  i>  ^)»  dont  le  premier  indice 
est  j9  —  I ,  et  qui  remplace  celles-ci  respectivement  par 


Posons  B'=B''Bi,   B''  étant  une  nouvelle  substitution:    la  substitution 
B"  =  B'Bi""*  sera  de  la  forme 

B'=|^,     /,       f  X,     y-^l,       (f\(XyyyV)      \y 


(*)  X  étant  permutable  à  F,  toutes  les  substitutions  du  groupe  (F,  A>)  sont- de  la  forme  o^*/. 

5i. 
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la  fonction  (f\  se  réduisant  à  v  pour  a?  =  oelir;=p--i,  quels  que  soient  j, 

Cela  posé,  la  substitution  V^  fait  partie  du  groupe  F.  En  effet,  \  étant 
pernDutable  à  F,  la  transformée 

X-'f-'A>=  \x—\,y\v     X  —  \,  y,  xix.y,  v\z=i\xyy,v     x,  7-,  x(^-H '. /•  ^'l  I 

de/"*  par  ^  fera  elle-même  partie  du  groupe  F.  Les  déplacements  qu'elle 
fait  subir  aux  racines  des  systèmes  dont  le  premier  indice  est/y  —  i,  consi- 
dérées isolément,  font  partie  de  F  (Proposition  1).  Mais  l'ensemble  de  ces 
déplacements  est  précisément  B'^. 

On  obtiendra  donc  le  même  résultat  en  adjoignant  au  groupe  (F,  A)  la 
substitution  B',  ou  la  substitution  simplifiée  B'". 

On  voit  exactement  de  même  que  l'on  peut  poser  B"=  B^B^j,  B''  étant  une 
substitution  de  la  forme 

\  ^y  Xy  ^  ^,  r  -^  »,  ?T(^» r»  ^)  !• 

dans  laquelle  la  fonction  (f\  se  réduit  à  v  toutes  les  fois  que  ar  =  o  ou  =  p  —  i 
ou  =p  —  2;  eiB\  étant  une  substitution  de  F. 

On  obtiendra  encore  le  même  résultat  en  adjoignant  au  groupe  (F,  x)  la 
substitution  B''  ou  la  substitution  simplifiée  B"*. 

En  poursuivant  ainsi,  on  arrivera  à  une  dernière  substitution  ub,  où  la 
fonction  f  se  réduit  à  i^  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  Le  groupe  dérivé  de 
la  combinaison  de  F,  A»,  ifb  sera  encore  le  même  que  celui  dérivé  de  la  com- 
binaison de  F,  Xf  B. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  la  résultat  suivant  : 

Proposition  II.  —  Ees  substitutions  de  E  résultent  de  la  combinaison  de  F 
a\^ec  les  substitutions  de  la  forme 

538.  Soit  maintenant 

H  =^  I  *r,  j,  (/    or  4-  h)^  -h  i,  a'x  -h  b'y  -h  3',  ^  (^,  y^  v)  \ 

Tune  quelconque  des  substitutions  du  groupe  L;  elle  doit  être  permutable 
a  E.  On  aura  donc,  entre  autres  relations,  la  suivante  : 

H-*AH=  une  substitution  de  E,  telle  que  /Jl»*ift)P, 
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considérés  isolément,  en  feront  partie  (Proposition  I)  :  or  ce  système  de 
déplacements  est  précisément  G. 

On  démontrera  de  même  que  la  substitution  H'  est  le  produit  de  deux  au- 
tres, dont  TunCt  G',  fait  partie  de  F,  tandis  que  l'autre,  ïl'\  est  égale  à 

I  X,  y,  V    ax  4-  6/  -f-  ô,  a'x  -h  b'y  4-  ô',  Y^^^  X>  *')  I»  * 

la  (onction  ^^  satisfaisant  à  la  condition 

'y(2,  o,  o,  v)=zt\i"{i,  o,  o,  v)=  Y(o,  o,  o,  v); 

et,  continuant  ainsi,  on  arrivera  enfin  à  décomposer  H  en  une  série  de  sub- 
stitutions G,  G',...,H|,  faisant  toutes  partie  de  F,  à  Texception  de  la  dernière, 

H,  =  \  X,  y,  V    ax  -¥•  by-hi,  dx-^  b'y -h  i'y  4'«(/»  *')  I» 

OÙ  la  fonction  ^i  reste  la  même  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 

On  décomposera  de  même  H,  en  substitutions  G|,  G'i,...,H2,  faisant  toutes 
partie  de  F,  excepté  la  dernière,  qui  sera  de  la  forme 

Ui=\  Xy  y,  V    ax  -h  by-h  S,  a'x  -h  b'y  -h  ô',  4»,  [v)  |. 

Cette  dernière  substitution  se  décompose  elle-même  en  deux  autres,  échan- 
geables entre  elles 

J  z=  \  X,  y,  V    ax  -h  by  -\-  d,  dx  -h  Vy  -h  d,  v  |. 

Nous  obtenons  donc  le  résultat  suivant  : 

PnoposiTiow  III.  —  Les  substitutions  du  groupe  L  s^ obtiennent  toutes  par 
la  combinaison  des  substitutions  de  F  avec  des  substitutions  telles  que  IJ,  T  J', . . .  : 
J,  J', . . .  étant  des  substitutions  qui  permutent  les  systèmes  entre  eux 9  en  rem- 
plaçant  les  unes  par  les  autres  les  racines  affectées  du  même  indice  v\  I,  T,... 
étant  au  contraire  des  substitutions  qui  laissent  les  systèmes  immobiles,  en  per- 
mutant entre  elles,  simultanément  et  de  la  même  manière,  les  racines  corres- 
pondantes  de  chacun  d'eux, 

539.  1^  Soient  U  et  F  J'  deux  substitutions  de  la  forme  ci-dessus  contenues 
dans  le  groupe  L,  MMV  leur  produit.  Les  déplacements  d'ensemble  que  cette 
dernière  substitution  fait  subir  aux  systèmes  seront  évidemment  représentés 
par  JJ',  et  les  déplacements  des  racines  dans  l'intérieur  des  systèmes  le  se- 
ront par  IF;  d'ailleurs  le  groupe  dérivé  de  IJ,  FJ',...  étant  Cîontenu  dans  L. 
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est  résoluble  :  chacun  des  deux  groupes  (I,  T,...),  (J,  J\...)  isomorphes  à 
celui-là,  le  sera  donc  également  (525). 

2**  Les  deux  groupes  (I,  1',...)»  (J,  J',...)  ont  leurs  substitutions  respecti- 
vement échangeables  entre  elles  :  le  groupe  (I,  F,...,  J,  }\...],  résultant  de 
leur  combinaison,  sera  donc  résoluble  (527). 

3^  Enfin  toutes  les  substitutions  I,  F,...,  J,  J',...  sont  permutables  à  F. 
Les  substitutions  IJ,  FF  Fêtant,  il  suffira,  pour  établir  cette  proposition,  de 
montrer  que  J,  F,...,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  J"',  J'~*,...  le  sont. 

Or  chaque  substitution  de  F  résulte  de  la  combinaison  de  substitutions 
partielles /o,/f,...  déplaçant  chacune  les  racines  d*un  seul  système.  Ces  sub- 
stitutions partielles,  considérées  isolément,  font  elles-mêmes  partie  du  fais- 
ceau F  (Proposition  I).  Si  nous  prouvons  que  la  transformée  de  chacune  d'elles 
par  J"*  en  fait  également  partie,  J"'  sera  évidemment  permutable  à  ce  groupe. 

Soit  donc /une  substitution  qui  laisse  toutes  les  racines  immobiles, 
excepté  les  racines  (fx,  v,  i^)  du  système  caractérisé  par  les  indices  /a,  v, 
qu'elle  remplace  respectivement  par  (fx,  v,  9[<^]);  sa  transformée  par  J~* 
laisse  toutes  les  racines  immobiles,  à  Fexcéption  des  suivantes  : 

(afx  H-  6v  -4-  d,  a' Il  -f-  6'v  -h  d',  v), 

qu'elle  remplace  respectivement  par  {a[i  -+-  fcv  -H  o\  a'^i-^b'^  -h  c^,  9!>jj; 
et  Fon  voit  aisément  que  celte  substitution  est  identique  à  la  transformée 
de/ par 

laquelle  fait  partie  de  F. 

4^  Les  observations  précédentes  montrent  que  le  groupe  dérivé  des  sub- 
stitutions F,  I,  F,...,  J,  F,...  est  résoluble  (527)  :  il  contient  toutes  les  sub- 
stitutions de  L;  et  comme  nous  admettons  qu'il  ne  peut  être  plus  général, 
il  devra  se  confondre  avec  L. 

Mais  les  substitutions  de  L  qui  ne  déplacent  pas  les  systèmes  sont  les  F; 
dans  le  groupe  (F,  I,  F,...,  J,  J',...),  ce  sont  les  F  combinées  aux  I,  F,.... 
Pour  que  les  deux  groupes  soient  identiques,  il  faut  donc  que  les  substitu- 
tions I,  F,...  rentrent  toutes  dans  F. 

Nous  obtenons  donc  la  proposition  suivante  : 

Proposition  IV.  —  Toutes  les  substitutions  de  L'  résultent  de  la  combi- 
naison des  substitutions  F,  J ,  J', 

540.  Soit  A  le  groupe  formé  par  les  substitutions  J,  J'  :  ces  substitutions 
permutent  les  systèmes  entre  eux,  en  remplaçant  les  unes  par  les  autres  les 
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racines  correspondantes;  elles  forment  entre  ces  systèmes»  considérés  cha- 
cun comme  un  tout  d'une  seule  pièce,  un  groupe  résoluble  et  primitif 
(534). 

Le  groupe  F  est  dérivé  de  substitutions  qui  ne  déplacent  chacune  que  les 
racines  d'un  seul  système.  Soient  respectivement  To*  Fo...  les  groupes 
formés  en  réunissant  celles  de  ces  substitutions  qui  déplacent  les  racines  du 
premier  systèm.e^  du  second,  etc.;  F  résultera  de  la  combinaison  de  ces 
groupes  partiels,  qui  seront  tous  résolubles  (521). 

Les  groupes.  Fq.  F,,...  sont  les  transformés  d'un  seul  d'entre  eux,  tel 
que  Fo,  par  les  substitutions  «Ai^'ip/.  En  effet,  ces  substitutions  permutent 
transitivement  les  systèmes.  Soit  S  celle  de  ces  substitutions  qui  fait  suc- 
céder le  premier  système  au  second,  par  exemple.  H  est  clair  que  la  trans- 
formée par  S  â'une  substitution  quelconque  de  F^  appartiendra  à  F, ,  et  que, 
réciproquement,  toute  substitution  dont  la  transformée  appartient  à  F,  ap- 
partient elle-même  à  F^  :  donc  S  transforme  F^  en  F<.  Le  groupe  L  est  donc 

dérivé  des  seules  substitutions  A  et  F,,. 

•  • 

541 .  Soient  réciproquement  A  et  Fo  deux  groupes  résotubles  quelconques 

formés  corrune  ci-dessus  :  le  groupe  résultant  de  leur  combinaison  sera  résoluble. 

En  efTet,  les  premières  substitutions  de  A,  telles  que  <A>'afi>•^  transformeront 
respectivement  Fo  en  une  suite  de  groupes  analogues,  Fo,  F4,...  dépla- 
çant respectivement  les  racines  de  chacun  des  systèmes.  Ces  groupes  dépla- 
çant des  lettres  différentes,  leurs  substitutions  seront  mutuellement  échan- 
geables :  ils  formeront  donc,  par  leur  réunion,  un  groupe  résoluble,  F, 
auquel  les  substitutions  Jl^ifl^  seront  évidemment  permutables.  Les  autres 
substitutions  de  A  le  seront  également  (539).  Le  groupe  L,  dérivé  de  F  et 
de  A,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  Fo  et  de  A,  sera  donc  résoluble. 

Pour  que  L  soit  aussi  général  que  possible,  il  faudra  évidemment  que  les 
deux  groupes  A  et  Fo  aient  été,  chacun  de  son  côté,  choisis  aussi  généraux 
que  possible.  Enfin,  le  groupe  Fo  doit  être  transitif.  Car  si  ses  substitutions 
ne  permettaient  de  faire  succéder  à  une  racine  donnée  qu'une  partie  des 
racines  du  premier  système,  ces  substitutions  combinées  à  celles  de  A  ne 
permettraient  de  lui  faire  succéder  que  ces  mêmes  racines  et  les  racines  cor- 
respondantes des  autres  systèmes.  Le  groupe  L  ne  serait  donc  pas  transitif. 

Remarque.  —  Si  A  et  Fo  contiennent  respectivement  Î2  et  0  substitutions, 
F  en  contiendra  évidemment  0^,  et  L  en  contiendra  ÛO^,  toutes  de  la  forme 
^Yo  7i .  •  •  »  où  d^,  7o,  7m  . . . ,  sont  respectivement  des  substitutions  arbitrairement 
choisies  dans  les  groupes  A,  Fq,  F4,.... 
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542.  En  récapitulant  ce  qui  précède,  on  obtient  le  théorënoe  suivant  : 

Théorème  I.  —  Soient  L  un  groupe  résoluble  transitif  et  général^  mais 
non  primitif,  de  degré  M;  q  le  nombre  des  systèmes  {dans  celle  des  répartitions, 
s'il  en  eooiste  plusieurs^  pour  laquelle  ce  nombre  est  minimum);  r  le  nombre  des 
racines  de  chaque  système.  Le  groupe  L  résultera  de  la  combinaison  de  deux 
groupes  partiels  : 

\^  Un  groupe  A  dont  les  substitutions  déplacent  les  systèmes  d'un  mouve- 
ment  d'ensemble^  sans  altérer  V ordre  des  racines  dans  chacun  d'eux;  les  dé- 
placements des  q  systèmes  formant  un  groupe  résoluble^  primitif  et  général; 

a°  Un  groupe  Fo  laissant  toutes  les  racines  immobiles ,  sauf  celles  d'un  seid 
système^  le  premier  par  exemple^  qu'il  permute  entre  elles  9  et  à  l'égard  des- 
quelles il  est  résoluble^  transitif  et  général. 

V ordre  de  L  sera  ÛO^;  ùetO  étant  les  ordres  de  A  et  de  Tq- 

543.  Si  To  n'est  pas  prinaitif,  que  y©  soit  le  nombre  des  systèmes,  r©  =  — 

le  nombre  des  racines  de  chacun  d'eux,  le  groupe  Fq  peut  à  son  tour  se  dé- 
composer en  deux  autres  Ao  et  Foo»  dont  le  premier  permutera  les  q^  sys- 
tèmes entre  eux  d'une  manière  primitive;  l'autre  permutera  entre  elles  les  r© 
racines  d*un  même  système  :  si  ce  dernier  n'est  pas  primitif,  on  pourra 
poursuivre  la  réduction,  etc. 

On  obtient  ainsi  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  La  détermination  des  groupes  résolubles ^  généraux  et 
transitifs^  mais  non  primitifs^  de  degré  AJ,  relatifs  à  une  décomposition  quel- 
conque du  nombre  M  en  facteurs  successifs  q,  q^^  qoof^f  se  ramène  à  celle  des 
groupes  primitifs  A,  A©,  Aoo,...  de  degrés  q^  y^,  ^oo»*-*- 

Remarque  L  —  Pour  que  cette  détermination  soit  possible,  il  faut  que 
chacun  des  facteurs  9,  ^o***-  soit  une  puissance  de  nombre  premier  (533). 

Remarque  IL  —  Soient  respectivement  îî,  Ûq»  i^oo»-*-  ^^s  ordres  des 
groupes  A,  Ao,  Aoo»**-;  celui  du  groupe  non  primitif  formé  au  moyen  de 
ceux-là  sera  évidemment  Ûiî?iî2?\... 
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CHAPITRE  III. 

RÉDUCTION  DU  PROBLÈI^fE 


§  I.  —  Groupes  djécomposablks. 

544.  Soit  n  =  Xm*:  un  groupe  contenu  dans  le  groupe  linéaire  de  de- 
gré p"  sera  dit  décowposabk^  si  Ton  peut  déterminer  X  systèmes  de  m  fonc- 
tions linéaires  des  indices,  réelles  et  distinctes,  et  telles,  que  chaque  sub- 
stitution du  groupe  remplace  les  fonctions  de  chacun  de  ces  systèmes  par  des 
fonctions  linéaires  de  celles  d'un  même  svstëme. 

545.  Soil  L  un  groupe  résoluble,  primaire  et  général  de  degré  p".  Sup- 
posons-le décomposable  :  s'il  existe  plusieurs  manières  d'y  déterminer  des 
systèmes  de  fonctions  jouissant  de  la  propriété  ci-dessus,  nous  choisirons, 
pour  y  appliquer  nos  raisonnements,  une  de  celles  où  le  nombre  X  des  sys- 
tèmes est  minimum  (en  restant  >  i)- 

Soient  a?o>  J*o»« ••;•••?  a^rfjrf  ••;•••  les  \m  fonctions  considérées.  Nous  les 
prendrons  pour  indices  indépendants,  et,  pour  éviter  toute  confusion,  nous 
appellerons  l'indice  r,  qui  varie  de  o  à  X  —  i,  suivant  le  système  auquel  ap- 

■ 

partient  la  fo*nction  considérée,  V indicateur  A%  ce  système. 
Chaque  substitution  du  groupe  L^  telle  que 

est  le  produit  de  deux  autres  : 

1^  —    I    •  •  •  >  ^n  y^y  •  •  •        •  •  •  >   ^f»   ^p>  •  •  •    I» 

P  =Z    J    .  .  .  ,  a:r,   Jr,  .      .         .  .  .  ,   arXr  -f"  fcr/r  "f-  .  .  .  ,  fl ',.  JCr  4-  *',. /r  4-  ......  .    |, 

dont  la  première  remplace  les  indices  de  chaque  système  par  les  indices 
correspondants  d'un  autre  système»  et  dont  la  seconde  remplace  les  indices 
de  chaque  système  par  des  fonctions  linéaires  de  ces  mêmes  indices. 

546.  Soient  NPi  NT',...  les  substitutions  de  L:  les  déplacements  d'en- 
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semble  opérés  sur  les  systèmes  par  les  substitutioas  N,  N',...  forment  un 
groupe  A,  évidemment  isomorphe  à  L,  et,  par  suite,  résoluble. 

A  sera  transitif:  car,  s'il  ne  Tétait  pas,  on  pourrait  grouper  les  systèmes 
en  classes,  en  réunissant  ensemble  ceux  que  les  substitutions  de  Â  per- 
mutent entre  eux  :  cela  posé,  il  est  clair  que  les  substitutions  de  L  rem- 
placeraient les  indices  appartenant  aux  systèmes  d'une  même  classe  par 
des  fonctions  linéaires  de  ces  mêmes  indices;  donc  L  ne  serait  pas  pri- 
imwe  (142). 

A  sera  primitif:  car,  s'il  ne  l'était  pas,  on  pourrait  grouper  les  systèmes  en 
systèmes  plus  généraux,  ou  hypersy sternes ^  tels,  que  chaque  substitution  de  A 
remplaçât  les  indices  de  chaque  hypersystème  par  lés  indices  d'un  même 
hypersystème.  Les  substitutions  P,  P',...,  de  leur  côté,  remplacent  les  in- 
dices de  chaque  système  par  des  fonctions  linéaires  d'indices  appartenant 
à  ce  même  système,  et,  a  fortiori,  au  même  hypersystème.  Les  substitutions 
NP,  N'P',...  remplaceraient  donc  les  indices  de  chaque  hypersystème  par 
des  fonctions  de  ceux  d'un  même  hypersystème.  Le  nombre  des  hypersys- 
tèmes  étant  inférieur  à  X,  X  ne  serait  plus  le  minimum  supposé  (545). 

A  étant  primitif,  le  m)mbre  X  des  systèmes  sera  une  puissance  exacte  d'un 
nombre  premier  tt  (533),  Soit,  par  exemple,  X  =  7r^.  Si  l'on  remplace  l'in- 
dicateur unique  rpar  deux  indicateurs  ^,  v}  variant  chacun  de  o  à  tt  —  i , 
A  résultera  (533)  de  la  combinaison  : 

i^  D'un  faisceau  £  dont  les  substitutions  remplacent  le  système  (|v})  par 
le  système  (|-+-  a,  >?  h-  |3),  a,  |3  étant  des  entiers  constants  qui  changent 
d'une  substitution  à  l'autre,  et  prennent  chacun  toute  la  suite  des  valeurs 
o,...,7r  —  I  (mod.  n)\ 

2^  D'un  groupe  H  dont  les  substitutions,  permutables  à  Ë,  remplacent 
en  général  le  système  (Çyj)  par  le  système  (a|  -f-  ôyj,  a'Ç  -h  6'>3);  a,  b,  a',  b' 
étant  des  entiers  constants  pour  une  même  substitution. 

Si  Ton  considère  dans  le  groupe  L  les  substitutions  dans  lesquelles  les 
déplacëments'des  systèmes  sont  représentés  par  une  des  substitutions  de  E, 
on  voit  qu'elles  forment  un  faisceau  C,  auquel  toutes  les  autres  sont  per- 
mutables. Car,  soient  M  =  NP  l'une  d'elles,  M<  =  N,P«  une  autre  substitu- 
tion de  L  :  la  substitution  Mr^MM,  opérera  sur  les  systèmes  le  déplacement 
Nr'NN,.  Mais  N  fait  partie  du  faisceau  E,  auquel  N<  est  permutable  :  donc 
Nr'NN<  appartient  à  E;  et  Mr*MM<  à  t.  On  pourra  donc,  en  formant 
l'échelle  génératrice  du  groupe  L,  faire  passer  les  substitutions  de  C  en 
avant  des  autres  (526). 

Considérons  plus  spécialement  encore  les  substitutions,  s'il  en  existe, 

52. 
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qui  ne  déplacent  pas  les  systèmes  :  elles  forment  un  faisceau  ^^  contenu 
dans  C,  et  évidemment  permutable  à  ses  substitutions.  On  pourra  les  faire 
passer  en  avant  de  toutes  les  autres. 

547.  Une  substitution  quelconque/,  prise  dans  le  faisceau  #,  est  évidem- 
ment le  produit  de  substitutions  partielles /,, /,,...,  n'altérant  respective- 
ment que  les  indices  du  premier  système»  ceux  du  second,  etc. 

Proposition  I.  —  Soient  f^f^...^  fl^f[  ...  les  dwerses  substitutions  dei\ 
-f  contiendra  chcucune  des  substitutions  partielles /^  »  /©  » . . .  >  /i  •  /i  >  •  •  •  • 

Les  groupes  (yô>  /©  »•••)»  (/«»/i  >•••)♦•••»  évidemment  isomorphes  au 
faisceau^,  sont  résolubles  (525).  De  plus,  leurs  substitutions,  altérant  des 
indices  différents,  sont  échangeables.  Le  groupe  ^'  dérivé  de  leur  combi- 
naison est  donc  résoluble.  Il  est  d'ailleurs  permutable  à  toutes  les  substitu- 
tions de  L.  Soient  en  effet  /  une  de  ces  substitutions;  /=/^/,...  une  sub- 
stitution quelconque  de  #.  La  transformée 

appartenant  à  ^,  les  substitutions  partielles  correspondantes  appartien- 
dront à  ^'.  Mais  ces  substitutions  partielles  seront  respectivement  /"*/oA 
'"*/i  A —  En  effet,  la  substitution /q,  par  exemple,  laissant  tous  les  indices 
inaltérés,  sauf  ceux  du  premier  système,  /"*/©/  laissera  tous  les  indices 
inaltérés,  sauf  ceux  du  système  auquel  /fait  succéder  le  premier.  De  même 
pour  les  autres  substitutions  /"*/,/,....  Donc  la  transformée  par/ d'une 
substitution  quelconque  de  ^\  telle  que/^,  appartient  à  ^',  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

Le  groupe  dérivé  de  la  combinaison  de  ^'  avec  les  substitutions  de  L  sera 
résoluble,  d'après  ce  qui  précède.  Il  serait  d'aiHeurs,  contre  l'hypothèse, 
plus  général  que  L,  si  toutes  les  substitutions  de  f  n'étaient  pas  contenues 
dans  L,  et  par  suite  dans  #. 

548.  Adjoignons  successivement  au  faisceau  ^  les  autres  substitutions  du 
groupe,  en  commençant  par  celles  de  C.  La  première,  A,  remplacera  les  in- 
dices du  ^système  (Ç>j)  par  des  fonctions  des  indices  du  système  (Çh-  i,y;). 
Il  existe  d'ailleurs  dans  le  choix  des  indices  un. certain  arbitraire  dont  on 
peut  profiler  pour  simplifier  l'expression  de  cette  substitution;  car  il  est 
clair  qu'on  peut  prendre  pour  indices  indépendants,  à  la  place  des  indices 
de  chaque  système,  des  fonctions  linéaires  quelconques  de  ces  indices,  sans 
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altérer  la  propriété  fondamentale  du  groupe  L,  qui  consiste  en  ce  que  ses 
substitutions  font  succéder  aux  indices  de  chaque  système  des  fonctions  des 
indices  d*un  même  système. 

Laissons  le  choix  des  indices  arbitraire  dans  les  systèmes  (oy}),  dont  le 
premier  indicateur  est  zéro.  Â  remplace  les  indices  Xo^f  ^ot)»-*-  du  sys- 
tème (oïj)  par  des  fonctions  des  indices  du  système  (na).  Prenons  ces  fonc- 
tions pour  indices  indépendants,  et  désignons-les  par  a?,,,»  j^y}»  •-•  •  A  rem- 
placera de  même  ces  derniers  indices  par  des  fonctions  des  indices  du 
système  (^yj),  fonctions  qu'on  peut  supposer  être  respectivement  les  in- 
dices a?2y,,j27î,....  On  continuera  ainsi  jusqu'au  système  (tt  —  i,  >}),  dont  A 
remplacera  les  indices  par  des  fonctions  linéaires  X,,,  Y,,,...  des  indices  du 
système  (oyj). 

Cela  posé,  Â  sera  le  produit  des  deux  substitutions 

• 

dont  la  première  fait  partie  de  ^.  En  effet,  la  substitution  A^,  laissant  les 
systèmes  immobiles,  fait  partie  de  ^.  Les  altérations  qu'elle  fait  subir  aux 
indices  des  systèmes  (oyj),  considérées  isolément,  font  partie  de  ^  (Propo- 
sition I).  Mais  on  voit  immédiatement  que  A,  est  formé  par  Tensemble  de 
ces  altérations  :  donc  A|  fait  partie  de  ^. 

Le  groupe  dérivé  de  ^  et  de  A  peut  donc  être  également  considéré  comme 
dérivé  de  ^  et  de  x, 

549.  Introduisons  une  nouvelle  substitution  B,  qui  remplace  les  in- 
dices o^çyi»  yiy\9"'  du  système  {Sri)  par  des  fonctions  de  ceux  du  système 
(If  >î  -+- 1)'  Les  coefficients  de  ces  fonctions  peuvent  dépendre  de  £,  y?;  re- 
présentons-les donc  généralement  par 

Le  choix  des  indices  est  encore  arbitraire  dans  tous  ceux  des  systènfies 
dont  le  premier  indicateur  est  nul.  Laissons  subsister  cette  indétermination 
dans  le  système  où  les  deux  indicateurs  sont  nuls.  B  remplace  les  indices 
de  ce  système  par  des  fonctions  des  indices  du  système  (oi);  on  peut  ad- 
mettre que  ces  fonctions  aient  été  prise»  pour  indices  indépendants  et  dési- 
gnées par  a^oM  yoi»***-  B  remplacera  de  même  ces  derniers  indices  par  des 
fonctions  des  indices  du  système  (02),  fonctions  qu'on  peut  supposer  être 
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respectivement  0^02»  Jo2 On  continuera  ainsi  jusqu'au  sysiëmc  (o,  n  — 

dont  les  indices  seront  remplacés  par  les  fonctions  Xo,w_,(a7^o»  Joo»- 

Cela  posé,  B  sera  le  produit  des  deux  substitutions  : 


•i). 
•.). 


B.  = 


B' 


^•0>    ^00>  •   •  •  -AOjH—i  (  Xm9  X**9  •   •   •  )»      *  •,«  — I  (  ^M»  Xm9  •..)>•.. 


^;i>    ^^T» 


^5»,»    ^^11» 


^^1»    ?''5ij>''*      "^^1  ^^Ci^-»-i>  ^'$»tj+i>  •  •  •  j>       *  5»,v '^£.iii+«»  ^»ti+i»  •  •  •  y>  •  •  • 


dont  la  première,  qui  n'altère  que  les  indices  du  système  (oo),  fait  partie 
de  ^.  En  effet,  la  substitution  B^,  laissant  les  systèmes  immobiles,  fait  partie 
de  ^.  La  substitution  partielle  B|,  formée  par  les  altérations  que  B'^  fait 
subir  aux  indices  du  système  (oo),  en  fera  également  partie  (Proposition  1). 

Le  groupe  dérivé  de  rf,  x,  B  peut  donc  également  être  considéré  comme 
dérivé  de  ^,  X,  B'. 

Cela  posé,  la  substitution  B'"*«a,''*B'jl  remplace  évidemment  les  indices 
du  système  (^v?)  par  des  fonctions  de  ces  mêmes  indices  :  elle  appartient 
donc  au  faisceau  ^.  Désignons-la  par/:  on  aura 

WX=\oWf, 
égalité  qui  permet  de  déterminer  les  fonctions  X,  Y,....  Soit  en  effet 

y  m  I   .  .  •  ,    Xln,   ^Ç,,, f    0$Tr|(  X^^,  yin,  .  .  .  ),    Y^ïjl  ^^t*  Xv^>  •  •  •  )>     •  •  •    |. 

Égalant  les  expressions  que  B'a^  et  JU\Po'/font  succéder  à  x^^^  Jçr.t •••>  et 
écrivant,  pour  abréger,  a?,  y,...  a  la  place  de;ir|^,.^+,,  Jç+i,r,+if«»  il  viendra 

V5+«.i(^>r>---)  =  4'£i[X;,,(A:, 7,...)»  Y5,(^, 7,...)»  '•'], 


D'ailleurs  XoTi(^, 7,...)»  Y^yi(^»  v,. ..),.,  se  réduisent  à  a?, y,...,  d'après 
ce  qui  précède.  On  aura  donc 


(0 


A-iDj  9^^'         ^  '*•  T*1'      '  •  * 


415 


DE  LA  RÉSOLUTION  PAR  RADICAUX. 

Cela  posé,  on  aura  évidemment  B'=B"B'j,  B"  étant  une  substitution 
identique  à  B',  sauf  le  remplacement  des  fonctions  X,vi(a7<yj+|,  y^^^+i,...), 

Y<^(a?i,^+,,  yi.Ti+o. ..)»•••  ps^ï*  ^i.Yi-i-o  ri,Yj^-ifM  etB'i  désignant  la  substitu- 
tion qui  remplace  a?,^,>,^,...  par  X,yi(a?i„,j,^,...),  Y|,i(a?i^,7,^, ...),...,  sans 
altérer  les  autres  indices.  Or  B'^  fait  partie  de  ^;  car  ce  faisceau,  contenant/, 
contiendra  (Proposition  I)  les  substitutions  partielles /,o,...»/oïif..  qui  al- 
tèrent respectivement  les  indices  dos  systèmes  {or))  de  la  même  manière' 
que/,  sans  altérer  les  autres  indices.  11  contiendra  donc  la  substitution 


9       ^«Tj»     ^«T,» 

9    ^ir,9    ^iij» 


• 


9     ^ÇtJ,    ^1|» 


•  •  9  ç«T,(-**»ii»  jr«T,> 

•  •  9      ^IT,>     ^»tj»  •    •    • 

•  •  >     ^l^if    ^n,    •   •    • 


/>    TOï|(  ^oij>  J^okji  ...)>••• 


produit  de  ces  substitutions  partielles.  11  contiendra  enfin  sa  transformée 
par  *f"\  laquelle  est  identique  à  B',,  en  vertu  des  relations  (i). 

On  peut  décomposer  de  même  B"  en  un  produit  de  deux  substitutions, 
dont  Tune,  B", ,  appartiendra  à  5",  l'autre,  B*',  étant^identique  à  B",  sauf  le 

changement  ne  A3Yj(a72,iri-+-i»  i)'2,ir)-hi >•••}»  ^2Tj(^a,Ti+i»  ^^2,1^+11  •••)»•••  ^^  ^2,r,+-i» 
72,r,+M«--«  Poursuivant  ainsi,  on  arrivera  enfin  à  décomposer  B  en  un  produit 
de  substitutions  dont  la  dernière  sera 

les  autres  faisant  toutes  partie  de  F.  Le  groupe  C,  dérivé  de  ^,  ,.1»,  B,  pourra 
donc  être  également  considéré  comme  dérivé  de^,  x,  'ia>  :  d'où  la  proposi- 
tion suivante  : 

« 

Proposition  II.  —   Le  faisceau  C  résulte  de  la  combinaison  du  faisceau  § 
avec  les  substitutions 


550.  Soit  maintenant 


H  = 


•ï^çti     Xç,[ar/(5.T,)./'(ç,,),  J/(U)./'(5,i|)»  •  •  •] 


une  quelconque  des  substitutions  de  L.  Elle  doit  être  permutable  à  C  On 
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aura  donc  en  particulier  une  relation  de  la  forme 

>  • 

/élant  une  substitution  de  ^;  et  en  remarquant  que  x,  ia>»  H  sont  permu- 
tables à  ^,  il  viendra 

^      =    I      .   .    .  ,     Xç,,,    J''Ç,, ,     Çîîij(  J^Çkjj   ^'Çkj,  •    •   •  )>     4'5»j(  ^Itit    XlnJ  .  ^   •  ),  •   •   .     I 

étant  encore  une  substitution  de  ^. 

Égalant  les  fonctions  que  Hxet  x^\si^E/'  font  succéder  à  o^çr,,  j^çtj»....,  il 
viendra 

/($-*- »,>î)=/(?,-'3)-f-«,     /'(^H-l,-/î)=-/'(g.^)-^l3, 

puis,  en  écrivant,  pour  abréger,  x,  y,,.,  à  la  place  de  ^/(Ç+i,r,),/'(i+i,Y;)f  «-^ 


Il  résulte  de  ces  relations  que  H  est  le  produit  de  deux  substitutions  : 
Tune,  H',  altérant  tous  les  indices  de  la  même  manière  que  H,  sauf  ceux  Xtr^, 
7,y,,...  dont  le  premier  indicateur  est  égal  à  i,  qu'elle  remplacera  respecti- 
vement par 

Taulre,  H,,  laissant  tous  les  indices  invariables,  sauf  ces  menées  indices  o^ir.t 
7,^,...,  qu'elle  remplace  par  9ori(^invr«nv-)'  +0Yi(^ir.»7i7i)..... 

Cette  dernière  substitution  est  contenue  dans ^.  Car  ce  faisceau,  contenant 
/',  contiendra  les  substitutions  partielles/oQ,..., /jj,...  formées  par  les  alté- 
rations que/'  fait  subir  aux  systèmes  (oo),...,  (oïj)^...  (Proposition  I).  La 
substitution  H,,  transformée  du  produit  de  .ces  substitutions  partielles  par 
la  substitution  rXr\  permutable  à  ^,  appartiendra  également  à  ce  faisceau. 

On  trouvera  de  même  H'=  H'H'j  ;  H"  ne  différant  de  H'  que  par  le  chan- 
gement de  Xayj»  ¥27,»...  enXoTif  YoTi»...,  etH'j  étant  une  substitution  de ^.  Con- 
tinuant ainsi,  on  arrivera  à  décomposer  H  en  un  produit  de  substitutions 
appartenant  toutes  à  ^,  sauf  la  première  H^'^~*^  qui  ne  différera  de  H  que 
par  le  changement  de  Xçr.t  Yç^,,...  en  Xoti»  Yor,»»-«- 

D'ailleurs,  H^'^-*^  faisant  partie  du  groupe  L,  sera  permutable  à  cela  S. 
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On  aura  donc  une  relation  de  la  forme 

/''  étant  une  substitution  de  §.  Partant  de  cette  relation,  et  opérant  comme 
précédemment,  on  décomposera  H^^-*)  en  un  produit  de  substitutions  appar- 
tenant toutes  à^,  sauf  la  première,  5»  9^*  différera  de  H^^-*^  par  le  chan- 
gement de  Xoïi»  YoYj»...  en  X^o»  Yo©».-»  et  qui,  par  s'uite,  sera  égale  au  pro- 
duit des  deux  substitutions 

Nous  obtenons  donc  le  résultat  suivant  : 

Proposition  IlL  —  Les  substitutions  du  groupe  L  s'obtiennent  toutes  par 
la  combinaison  des  substitutions  de  ê  avec  des  substitutions  telles  que  IJ,  F  J\ . . .  ; 
J ,  J', . . .  étant  des  substitutions  qui  remplacent  les  indices  de  chaque  système  par 
les  indices  correspondants  d^un  même  système;  et  I,  I',...  des  substitutions  qui 
remplacent  les  indices  de  chaque  système  par  des /onctions  linéaires  de  ces  mêmes 
indices f  fonctions  dont  les  coefficients  sont  les  mêmes  pour  tous  les  systèmes, 

551.  I^e  groupe  (IJ,  TJ'^...)  étant  contenu  dans  L,  sera  résoluble  (521). 
Les  groupes  dérivés  respectivement  des  substitutions  partielles  I,  T,...,  et  J, 
J',...,  étant  évidemment  isomorphes  à  celui-là,  seront  résolubles.  D'ailleurs 
leurs  substitutions'  sont  échangeables.  Donc  le  groupe  A  résultant  de  leur 
combinaison  est  résoluble  (527).  Enfin  ses  substitutions  sont  pern^utables 
à  ^.En  effet,  IJ,  FJ',...,  appartenant  à  L,  sont  permutables  à  #;  pour  prouver 
que  I,  r,...,  J,  J',...  le  sont,  il  suffira  donc  de  prouver  que  J,  J',...,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  J""*,  F'S...  le  sont. 

Or  chaque  substitution  de  §  résulte  de  la  combinaison  de  substitutions 
partielles /,o,..., /ivf*»  altérant  respectivement  les  indices  des  sys- 
tèmes (oo), . . . ,  (/xv], . . . ,  et  qui ,  considérées  isolément,  font  partie  de  ^ 
(Proposition  I).  Si  la  transformée  de  chacune  d'elles  par  J"*  en  fait  égale- 
ment partie,  J~*  sera  permutable  à  ce  groupe.  Mais  1^  transformée  de/^v» 
par  exemple,  par  J"'  laisse  tous  les  indices  invariables,  sauf  ceux  du  sys- 
tème (/[fx,  v],/'[]UL,  v]),  qu'elle  altère  de  la  même  manière  que/^v  altérait 
les  indices  du  système  (jxv).  Elle  est  donc  identique  à  la  transformée  de/^^ 
par  ^^"f^^^^  ift,^-/'<i^'^î,  laquelle  appartient  à  §. 

Les  substitutions  du  groupe  résoluble  A  étant  permutables  à  #,  le  groupe 
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(^,  I,  r,...,  J,  J',...)  sera  résoluble  (527).  Mais  il  contient  L,  et,  par  hypo- 
thèse^ ne  peut  être  plus  général.  Il  se  confond  donc  avec  lui.  Enfin,  les  sub- 
stitutions I,  r,..«>  ne  déplaçant  pas  les  systèmes,  font  partie  de  F.  On  a 
donc  ce  résultat  : 

Proposition  lY.  —  Le  groupe  L  résulte  de  la  combinaison  de  ^  avec  les 
substitutions  J,  J',  • . . . 

552.  Les  déplacements  d*ensemble  opérés  sur  les  systèmes  par  les  substi- 
tutions J,  J',...,  forment  un  groupe  primitif  A  (546).  D'autre  part,  §  est 
dérivé  de  substitutions  qui  n'altèrent  chacune  que  les  indices  d*nn  seul  sys- 
tèmc.Soient  respectivement  Fo,  F|,...  les  groupes  partiels  formés  parcelles 
de  ces  substitutions  qui  n'altèrent  que  les  indices  du  premier  système,  du 
second,  etc.  Ces  groupes  sont  les  transformés  d'un  seul  d^entre  eux,  tel 
que  F^,  par  les  substitutions  dérivées  de  X  et  ia>.  En  effet,  ces  substitutions 
permutent  transitivement  les  systèmes.  Soit  S  celle  de  ces  substitutions  qui 
fait  succéder  le  premier  système  au  second,  par  exemple.  Elle  transformera 
les  substitutions  de  F^  en  d'autres  substitutions,  également  contenues 
dans  ^,  et  n'altérant  que  les  indices  du  second  système  :  ces  transformées 
sont  donc  contenues  dans  F|.  Réciproquement,  toute  substitution  dont  la 
transformée  n'altère  que  les  indices  du  second  système  ne  devra  elle-même 
altérer  que  ceux  du  premier  système,  et  sera  contenue  dans  F^  :  F|  sera  donc 
précisément  le  groupe  transformé  de  F^  par  S. 

Nous  obtenons  donc  le  résultat  suivant  : 

Proposition  M.  —  Le  groupe  L  résulte  de  la  combinaison  d'un  groupe  ré- 
soluble A,  dont  les  substitutions  permutent  primitivement  les  systèmes  entre  eux 
[en  remplaçant  les' uns  par  les  autres  les  indices  correspondants)^  cwec  un 
groupe  résoluble  F©,  dont  les  substitutions  n^ altèrent  que  les  indices  dupremitr 
système,  quelles  remplacent  par  des  fonctions  linéaires  de  ces  mêmes  indices. 

553.  Pour  que  L  soit  primaire,  il  faudra  que  F^  le  soit  par  raffport  aux 
indices  qu'il  altère  (311).  Si  F^  est  décomposable,  on  pourra  opérer  sur 
ce  groupe  comme  sur  le  groupe  initial  L,  et  y  répartir  les  indices  en  sous- 

»  systèmes  tels,  que  Fq  résulte  de  la  combinaison  de  deux  autres  groupe»  ré- 
solubles :  l'un  Aq»  permutant  les  sous-systèmes  entre  eux  d'une  manière 
primitive,  et  en  remplaçant  les  uns  par  les  autres  les  indices  correspon- 
dants; l'autre  F^^,  dont  les  substitutions  n'altèrent  que  les  indices  du  pre- 
mier sous-système,  qu'elles  remplacent  par  des  fonctions  linéaires  de  ces 
indices,  et  à  l'égard  desquels  F^^  sera  primaire. 
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Partageons  les  indices  de  chaque  système  en  sous-systèmes,  en  groupant 
ensemble  ceux  dont  les  correspondants  dans  le  premier  système  appar- 
tiennent à  un  même  sous-système.  Chacune  des  substitutions  de  A  remplace 
évidemment  les  indices  de  chaque  sous-système  par  les  indices  correspon- 
dants d'un  même  sous-système  :  il  en  est  de  même  des  substitutions  de  Ao, 
qui  permutent  entre  eux  les  sous-systèmes  du  premier  système,  sans  altérer 
les  autres.  Les  substitutions  du  groupe  (A,  Aoj  jouiront  donc  de  la  même 
propriété.  Le  groupe  L  résultera  donc  de  la  combinaison  d'un  groupe  (A,  Ao), 
dont  les  substitutions  permutent  les  sous-systèmes  entre  eux,  en  rempla- 
çant les  uns  par  les  autres  les  indices  correspondants,  avec  un  groupe  Foo» 
dont  les  substitutions  n*altèrent  que  les  indices  du  premier  sous-système. 

Si  Foo  est  encore  décomposable,  on  continuera  ce  mode  de  raisonnement, 
jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  groupe  indécomposable,  ce  qui  aura  toujours 
lieu.  Car  le  nombre  des  indices  du  groupe  à  considérer  va  toujours  décrois- 
sant :  si  donc  on  n'est  pas  arrêté  par  la  rencontre  d'un  groupe  indécompo- 
sable, on  arrivera  finalement  à  un  groupe  ne  contenant  plus  qu'un  indice, 
et  par  suite  indécomposable. 

Nous  obtenons  donc  le  théorème  suivant  : 

Throrèmk.  —  Soit  L  un  groupe  résoluble^  primaire  et  général,  mais  décom- 
posable^  de  degré  p^  :  les  indices  indépendants  pourront  être  choisis  de  telle 
sorte  t  et  groupés  m  àmen\  systèmes  [n  étant  égal  à  mX),  de  telle  façon^  que 
le  groupe  L  résulte  de  la  combinaison  de  deux  groupes  résolubles  partiels  : 

1®  L'un,  (A,  Ao>...)  =  D,  dont  les  substitutions  permutent  les  systèmes  entre 
eux  9  en  remplaçant  les  uns  parles  autres  les  indices  correspondants; 

a®  Le  second,  F,  dont  les  substitutions  n* altèrent  que  les  indices  du  premier 
système,  qu'elles  remplacent  par  des/onctions  linéaires  de  ces  mêmes  indices ,  et 
par  rapport  auxquels  F  est  primaire  et  indécomposable . 

L'ordre  de  L  sera  ÙO^^  Cl  et  0  étant  les  ordres  respectifs  de  DetdeT  (308). 

554.  Pour  que  L  soit  primaire,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  D  soit 
transitif  (311).  Pour  qu'il  soit  aussi  général  que  possible,  il  faut  en  outre 
que  chacun  des  deux  groupes  D  et  F  soit  aussi  général  que  possible  dans 
son  espèce. 

La  détermination  de  L  se  ramène  donc  à  celle  de  D  et  de  F.  La  première 
de  ces  deux  questions  n'est  autre  que  le  problème  A,  mais  avec  un  abais- 
sement considérable  dans  le  degré  du  groupe,  qui  se  trouve  réduit  de/)" 
à  X,  diviseur  de  n.  Nous  avons  vu  (Chapitre  II)  comment  ce  problème  se  ré- 
duit à  son  tour  au  problème  B.  On  peut  donc  le  considérer  comme  résolu. 

53. 
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Il  reste  à  construire  les  groupes  résolubles,  primaires  et  indécomposables, 
tels  que  T.  Cette  question  fera  Tobjet  de  la  section  suivante. 


§  II.  —  Groupes  indécomposables. 

Construction  du  premier  faisceau. 

555.  Soient  r  Tun  des  groupes  cherchés,  de  degré  p"*;  F  son  premier 
faisceau,  choisi  aussi  général  que  possible.  Le  groupe  T  étant  primaire,  F  ne 
contiendra  que  des  substitutions  d'ordre  premier  à  /?  (188).  Prenons  pour 
indices  indépendants  ceux  qui  ramènent  toutes  ses  substitutions  à  la  forme 
canonique  (176);  puis  groupons  dans  une  même  série  ceux  des  nouveaux 
indices  qui  sont  multipliés  par  un  même  facteur  dans  chacune  des  substi- 
tutions de  F,  et  dans  un  même  système  les  diverses  séries  conjuguées.  Les 
indices  ne  formeront  qu'un  seul  système  :  car,  s'il  en  était  autrement,  on 
pourrait  remplacer  dans  chaque  système  les  indices  imaginaires  par  des  in- 
dices réels  (178);  et  les  substitutions  de  F  remplaçant  les  indices  de  chaque 
système  par  des  fonctions  linéaires  des  indices  d'un  même  système  (193), 
ce  groupe  serait  non  primaire,  si  ses  substitutions  ne  permutaient  pas 
transitivement  les  systèmes;  primaire,  mais  décomposable,  si  elles  les  per* 
mutaient  transitivement. 

Cela  posé,  soient  v  le  nombre  des  séries,  /x  =  —  celui  des  indices  de 

chaque  série;  o?^,  a?',. ,...  les  indices  de  la  r  -+- 1'^*"*  série;  i  une  racine  d'une 
eongruence  irréductible  de  degré  v;  a,  a,  p,...  des  entiers  complexes  formés 
avec  l'imaginaire  i.  Les  substitutions  de  F  seront  de  la  forme 

et  celles  de  F,  remplaçant  les  indices  d'une  même  série  par  des  fonctions 
linéaires  des  indices  d'une  même  série  (192),  et  les  indices  conjugués  par 
des  fonctions  conjuguées  (149)  serotit  de  la  forme 


(*)  Si  l'on  avait  /?^  =  a,  F  ne  contiendrait  d*autre  substitution  que  l'unité,  ce  qui  est  inadmis- 
sible. On  doit  donc  exclure  cette  hypothèse. 
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OU»  en  n'écrivant  que  les  indiees  de  la  première  série,  ce  qui  suffit, 

Il  est  clair  que  chacune  de  ces  substitutions  est  de  la  forme  9^^,  ^  étant 
la  substitution  qui  remplace  chaque  indice  par  son  conjugué  de  la  série 
suivante,  et  ^  une  substitution  qui  ne  déplace  pas  les  séries. 

« 

556.  Cela  posé,  si  chaque  série  ne  contient  qu'un  indice,  les  substitutions 

de  la  forme  <^se  réduiront  toutes  a  la  forme/,  et  seront  échangeables  entre 
elles;  la  substitution  $  étant  d'ailleurs  permutable  au  faisceau  f  formé  par 
ces  substitutions,  le  groupe  dérivé  de  ta  combinaison  de  $  et  de  (p  sera  ré- 
soluble. Mais  il  contient  r,  qui  est  général,  par  hypothèse;  donc  il  se  con- 
fond a.vec  lui.  Donc  le  groupe  Y  ne  pourra  être  déterminé  que  d'une  seule  ma- 
nière^ et  sera  formé  de  V ensemble  des  substitutions  ÇP  ^ . 

557.  Supposons  au  contraire  que  chaque  série  contienne  plusieurs  in- 
dices. Soient  OTl,  =  *p»^i,  on.2  =  ^'^af-  les  diverses  substitutions  de  T; 
e^  le  plus  grand  commun  diviseur  de  v,  pi,  pa-  ^  groupe  F  résultera  de  la 
combinaison  d'une  substitution  de  la  forme  9^  ^  ai^ec  un  groupe  partiel  V , 
dont  les  substitutions  ont  la  forme  ^.  En  effet,  F  contient  la  substitution 
3fL  =  Off/OTia*...,  laquelle  est  évidemment  de  la  forme  $«•?»+*«?«+  ^;  et  l'on 
peut  disposer  des  indéterminées  â| ,  «2 , . . . ,  de  telle  sorte  que  ccip «  +  a,  /92+  •  •  • 
se  réduise  à  (^(mod.  v)  (2).  Cela  posé,  soit  rf  =  r,  p,  =  rjpa  =••••  On  aura 
évidemment  arii  =  dt/'^^  aR2  =  x'*•^^  ..,  ^',  ^", ...  ne  déplaçant  pas  les 
séries. 

Le  faisceau  F  contiendra  toutes  les  substitutions  de  la  forme  f  Car  soit  ^  le 
faisceau  formé  par  l'ensemble  de  ces  substitutions;  elles  sont  échangeables 
entre  elles;  d'ailleurs  les  substitutions  de  F,  étant  de  la  forme  $p^,  sont 
permutables  à  9.  Donc  le  groupe  F,  dérivé  de  F  et  de  <f  est  résoluble,  et  9 
peut  être  pris  pour  son  premier  faisceau.  Mais,  par  hypothèse,  F|  ne  peut 
être  plus  général  que  F;  donc  il  se  confond  avec  lui.  De  même,  F  est  con- 
tenu dansf,  et  comme  il  ne  peut  être  moins  général,  par  hypothèse,  il  se 
confond  avec  lui. 

558.  Théorème.  —  Le  groupe  F  contient  des  substitutions  de  la  forme  ^, 
autre  que  celles  de^ .  Supposons  en  effet  qu'il  en  soit  autrement;  nous  allons 
prouver  que  F  ne  peut  être  général. 

Soient /o, /i,...  les  substitutions  de  F;  les  substitutions  ^,  formant  un 
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groupe  qui  contient  F,  seront  données  par  le  tableau  suivant  :  ^o^o* 
?.o/i»"-'»  ^i/o»  ^i/o---;*-M  ?^o»  ^M"- étant  (les  substitutions  qui  ne  satis- 
fassent à  aucune  relation  de  la  forme  ^a  =  ^^fv  ®'  ^^^*  '^  première  se 
réduise  à  l'unité  (39).  Soit  d'autre  part  $^^  la  substitution  qui,  combinée 
à  F,  reproduit  T.  Les  groupes  Fo,  F,,...,  respectivement  transformés  de  F 
par  les  substitutions  ^©t  ^i---»  seront  respectivement  dérivés  de  la  com- 
binaison du  faisceau  F,  auquel  ^o«  ^o--  sont  permutables,  avec  les  trans- 
formées respectives  de  la  substitution  *^^.  Ces  transformées  sont  évidem- 
ment de  la  forme  Ç^^;  supposons-les  égales  respectivement  à  *^^ot./p,i 
*^^a,/^»"-  Deux  cas  seront  à  distinguer  : 

i^  Si  les  substitutions  ^a,,  ^a,  »•••  ne  sont  pas  toutes  différentes,  si  Ton 
a  par  exemple  ^«^  =  ?.a,»  'e  groupe  F,,  dérivé  de  la  combinaison  de  F  avec 
la  substitution  *^^a,/p,»  ou,  ce  qui  revient  au  même,  avec  la  substitution 
$^^a,  »  se  confondra  avec  le  groupe  Fj,  dérivé  de  même  de  la  combinaison 
de  F  avec  $^^a,-  Donc  ^i  et  ^2  transformeront  toutes  deux  F  en  F,,  et  par 
suite,  ^1  ^~^  sera  permutable  à  F.  En  l'adjoignant  à  F^  on  aura  un  nouveau 
groupe  résoluble,  plus  général  que  F,  car  il  contient  ^i^aS  qui  est  de  la 
forme  5^,  sans  être  de  la  forme/. 

2^  Si  les  substitutions  ^a.»  ^a,»-«  sont  toutes  différentes,  elles  reprodui- 
ront, à  Tordre  près,  toutes  celles  de  la  suite  ^o>  ^i/-«*-  Donc  l'une  d'elles, 
^a,  pstr  exemple,  se  réduira  à  l'unité.  Le  groupe  F,  sera  donc  dérivé  de  la 
combinaison  de  F  et  de  la  combinaison  $^.jCela  posé,  soit  X  une  substitution 
de  la  forme  ^,  qui  n'appartienne  pas  à  F,  et  dont  les  coefficients  soient  réels; 
elle  sera  échangeable  à  toutes  les  substitutions  de  F4.  Sa  transformée 
par  ^/  sera  de  la  forme  ^,  sans  appartenir  à  F,  et  sera  échangeable  aux 
substitutions  de  F  (36).  On  pourra  donc  l'adjoindre  à  ce  groupe,  et  obtenir 
ainsi  un  nouveau  groupe  résoluble,  plus  général  que  F. 

Construction  du  second  faisceau. 

559.  Les  substitutions  de  la  forme  ^  contenues  dans  F,  forment  un 
groupe  partiel ,  évidemment  permutable  a  toute  substitution  de  F.  On 
pourra  donc  y  déterminer  un  faisceau  G  plus  général  que  F,  dont  les  sub- 
stitutions soient  échangeables  entre  elles  aux  substitutions  F  près,  et  auquel 
toute  substitution  de  F  soit  permutable  (528).  Si  ce  faisceau  peut  être  dé- 
terminé de  plusieurs  manières,  nous  le  choisirons  de  telle  sorte  que  son  or- 
dre soit  minimum. 

Les  substitutions  de  F  sont  échangeables  à  toutes  celles  de  G;  mais  6  ne 
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contient  aucune  autre  substitution  jouissant  de  cette  propriété.  Car  s'il  exis- 
tait de  telles  substitutions  ^»  ^9.m  leurs  transformées  par  une  substitution 
quelconque  de  T  seraient  échangeables  aux  substitutions  du  groupe  trans- 
formé de  G»  lequel  se  confond  avec  G;  les  transformées  des  substitutions  F, 
g,  g\...  étant  ainsi  échangeables  à  toutes  les  substitutions  de  G,  et  faisant 
d'ailleurs  partie  de  G,  reproduiraient,  à  Tordre  près,  ces  mêmes  substitu- 
tions?, g^  g'^'^"  On  obtiendrait  ainsi  un  faisceau  (F,  ^,  g'f^")  jouissant 
des  mêmes  propriétés  que  F,  et  plus  général  que  lui^  ce  qu'on  suppose  im- 
possible (555). 

Soit  donc  A|  une  substitution  quelconque  de  G,  qui  n'appariienne  pas 
à  F;  il  existera  dans  G  au  moins  une  substitution  B|  qui  ne  soit  pa»- échan- 
geable à  A,,  mais  la  transforme  en  aAf ,  a  désignant  une  substitution 

convenablement  choisie  dans  le  faisceau  F. 

Soient  A'^,  B'^,  a'  les  altérations  produites  par  les  substitutions  A,,  Bf,  a 
dans  les  indices  delà  première  série,  considérés  isolément.  De  l'égalité 
B7*A|B|  =  aA,  on  déduira  a  fortiori  Tégalité  des  opérations  partielles 
B'~*  A'jB'j  et  a'A'j,  et  par  suite  celle  de  leurs  déterminants.  X3r  soifc  d\e  dé- 
terminant de  AV;  B'j"*A',B',  et  a'A\  auront  respectivement  pour  détermi- 
nants dei  ay-df  (i  étant  le  nombre  des  indices  de  la  série.  On  aura  donc 

;  a^^i  (mod.  p). 

Soit  donc  t  une  racine  primitive  de  celte  congruence;  a  sera  une  puis- 
sance de  T,  telle  que  r^,* 

Parmi  les  diverses  manières  de  choisir  les  substitutions  A^  et  B|  dans  le 
faisceau  G,  prenons  Tune  de  celles  où  l'exposant  m,  est  minimum,  tout  en 
restant  supérieur  à  zéro.  Cela  posé,  G  résultera  de  la  combinaison  des  substi- 
tutions Ai  etBi  avec  un  groupe  G<  de  substitutions  échangeables  à  A4  e/  à  B, . 

En  effet,  soit  C  une  substitution  de  G,  qui  transforme  A^,  B,  en  t^A,, 
t'B,;  CA^jB"  =  C  les  transformera  en  T^*"'"' A,,  T'-*""'Br.  On  peut  disposer  des 
indéterminées  m,  v  pour  rendre  les  exposants  s  -+-  um,  t  —  vm  positifs  et 
moindres  que  m  :  mais  par  hypothèse  ils  ne  peuvent  être  moindres  que  m 
sans  s'annuler.  Donc  C  sera  échangeable  à  A^B,.  D'ailleurs  C  =  CBy^Ay'' 
dérive  de  la  combinaison  de  Ç!  avec  Af  et  Bf . 

Si  G4  contient  des  substitutions  qui  ne  fassent  pas  partie  de  F,«aucune 
d'elles  ne  sera  échangeable  à  toutes  les  autres  :  car  elle  serait  échangeable  à 
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toutes  les  substitutions  de  G,  ce  qui  ne  peut  être.  Mais  si  As,  B2  sont  deux 
quelconques  de  ces  substitutions,  on  aura  une  égalité  de  la  fornoe 

^  Choisissons  Â2,  B2,...  de  telle  sorte  que  mj  soit  minimum^  sans  être  nul; 
on  verra  comme  tout  à  l'heure  que  G|  résulte  de  la  combinaison  de  A3,  B2 
avec  un  groupe  G29  dont  les  substitutions  sont  échangeables  à  A«,  B,,  A,,  B2. 
On  peut  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  la  suite  des  substitu- 
tions étrangères  à  F  qui  sont  contenues  dans  G;  et  l'on  arrive  enfin  à  ce  ré- 
sultat : 

Théorème.  —  Le  faisceau  G  résulte  de  la  combinaison  de  F  avec  une  double 
suite  de  substitutions^  A|,  B|;  A2f  B2;...;  A^j,  B^,,  lelle^  que  chacune  de  ces 
substitutions  soit  échangeable  à  toutes  les  autres,  sauf  à  son  associée^  à  laquelle 
elle  est  liée  par  une  des  relations  suivantes  : 

B7'A,B,  =:t".A„    B7*A2Bî=:r"«A„ 

560.  Les  exposants  m^y  m,,...  divisent  /x.  Car  on  a,  par  exemple, 

(B7)-A.B«  =  r".«A„ 

et  Ton  pourra  disposer  de  u  pour  rendre  m,  u  congru  à  /w'  (mod.  /x),  mf  étant 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  m^  et  de  /x.  Si  m^  ne  divisait  pas  /ui,  m' 
serait  moindre  quemi,  ce  qui  est  impossible,  par  hypothèse. 

Soit  donc  iL  =  m^i^  =  /w^c^j  ==  ....  Les  substitutions  A*;,  B%  A*%  B*«,..., 
étant  échangeables  à  toutes  celles  de  G,  appartiendront  à  F. 

Les  nombres  (f|,  d^j,.-  sont  tous  égaux  a  un  nombre  premier  tt.  Supposons 
en  effet  qu'il  en  soit  autrement,  et  soit  n  un  nombre  premier,  qui  divise  un 
ou  plusieurs  des  nombres  d^i,  â^^....  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il 
diyise  seulement  J,,  et  soit,  pour  abréger,  c?,  =  e;r,  p.  =  e::  =  m,  ett. 

Les  substitutions  A|,  BJ,  F  et  leurs  dérivées  seront  échangeables  à  toutes 
celles  de  G,  aux  puissances  près  de  t''.  En  effet,  AJ,  par  exemple,  est 
échangeable  aux  substitutions  F,  A,,  Aj,  P2»..m  et  B,  la  transforme  en 
t'"»^A,  =  T*A,.  Elles  sont  seules  a  jouir  de  cette  propriété  :  car  toute  substi- 
tution de  G  peut  évidemment  se  mettre  sous  la  forme 

S=/A*'BH?'BP«..., 

/étant  une  substitution  de  F;  et  les  substitutions  A^  B,,...  la  transforme- 
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ront  respectivement  en  t"'"»P*S,  t'"'"»S,....  Donc,  pour  que  S  soit  permu- 
table à  toutes  ces  substitutions  aux  puissances  près  de  r"",  il  faudra  qu'on  ait 

— /w,  (3,  ^5,  e,     m,  ai  ^ /te,     — mj^^^SiCy    nijoti^tte,. .  »     (mod.  fx), 

^i«  ^19  ^2*  ^2<-**  étant  des  entiers. 

Multiplions  ces  relations  par  tt,  il  viendra,  en  remarquant  que  en  =  pi, 

—  TT/iî,  (3,  ^TT/n,  a,  ^—  TT/WaPa^Tr/n,  a^^.  •  .^o    (mod.  /x). 

Donc  -^—  =  €  divisera  Si  et  a,;  -^  =  (fj  divisera  ttISî  et  Tiaa,  et  comme  c^a 

est  premier  à  n,  il  divisera  jSj  et  «2.  etc.  Donc  A 2%  B^jS...  appartiendront 
à  F,  et  S  sera  dérivée  des  substitutions  F,  A\,  B\. 

Le  groupe  H  =  (F,  A\ ,  li\)  est  permutable  à  toutes  les  substitutions  de  T. 
Car  le  groupe  H',  transformé  de  H  par  une  substitution  quelconque  9^^ 
prise  dans  F,  a  ses  substitutions  échangeables  à  celles  du  faisceau  G',  trans- 
formé de  G,  aux  puissances  près  de  -f^^  transformée  de  t*.  Or  G'=  G;  d'au- 
tre part,  les  puissances  de  t^^^  sont  des  puissances  de  t^;  donc  les  substitu- 
tions de  H'  sont  échangeables  à  celles  de  G,  aux  puissances  près  det^;  donc  H', 
qui  d'ailleurs  est  contenu  dans  G,  se  confond  avec  H.  De  plus,  les  substitu- 
tions de  H,  étant  contenues  dans  G,  sont  échangeables  entre  elles,  au}^  F  près. 
Le  faisceau  H  jouira  donc  des  mêmes  propriétés  que  G,  tout  en  contenant 
moins  de.  substitutions,  ce  qui  est  contraire  a  notre  hypothèse. 

Pour  échapper  à  cette  conclusion,  il  faut  évidemment  que  tous  les  nom- 
bres (^,,  c^2»---  se  réduisent  à  n;  alors  H  =  G. 

561.  Posons  x^  =  d;  6  sera  une  racine  primitive  de  la  congruence 

0''^i    {mod.  p), 

et  l'on  aura 

B7'^Ai  Bi  =  6Ai,    B7' A2B2  =  6 Aa,» .  • . 

D'ailleurs  F  doit  contenir  la  substitution 

que  nous  avons  désignée,  pour  abréger,  par  $.  Pour  que  cette  substitution 
soit  réelle,  il  faut  que  6  soit  un  entier  complexe,  ne  contenant  d'autre  ima- 
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ginaire  que  i  :  d'où  la  condition 

e/^'-'^i    (mod. /?), 
qui,  comparée  à  la  relation  Q'^^  i,  montre  que  n  divise p*—  i. 

562.  L'ordre  de  chacune  des  substitutions  de  G  est  premier  à  p.  En  effet, 
si  G  contenait  une  substitution  S  d'ordre /^^r,  il  contiendrait  S^,  qui  est  d'or- 
dre/?, et  par  suite  n'appartient  pas  à  F.  Soit  donc  S^  =  /A^*BJ*  Aa'...;  l'un 
au  moins  des  exposants,  a^  par  exemple,  sérail  ^o  (mod.Tr).  Cela  posé, 
By^S^B,  serait  d'ordre/?,  et 6*«S^ d'ordre /?7r;  résultat  absurde,  ces  deux  sub- 
stitutions devant  être  identiques. 

563.  Supposons  maintenant,  pour  fixer  les  idées,  que  a  se  réduise  à  2. 
Les  deux  substitutions  A|,  Aj  étant  d'ordre  premier  à  p,  et  échangeables 
entre  elles,  on  pourra  remplacer  les  indices  o^o»  ^o»--*»  ^r»  ^'rf-  ^^^  d'au- 
tres indices  indépendants /o»  ^ofM/r«  ^rf-  choisis  de  telle  sorte  que  A, 
et  A2  soient  ramenés  simultanément  à  leurs  formes  canoniques.  Les  nou- 
veaux indices  jo»  ^o»*-*  qui  remplacent  Xq^  cCq,.,.  seront  des  fonctions 
linéaires  de  x^,  ^r^,...,  dont  les  coefficients  s'exprimeront  rationnellement 
en  fonction  de  {,  et  des  facteurs  ai,  64,...,  aa,  &a,...,  par  lesquels  A,  et  A^ 
multiplient  respectivement  jp,  z^,...,  ces  facteurs  étant  eux-mêmes  les  ra- 
cines de  congruences  dont  les  coefficients  sont  des  entiers  complexes  formés 
avec  I  (176),  Quant  aux  indices  j^^,,  2^,...,  leurs  expressions  se  déduiront 
des  précédentes  en  changeant  o^o,  x^,...^  i,  a,,  è,,...,  «a,  éa,; ..  en  o-^,, 
;r;,...,  i^,  af,  bP\...,  a{,  b(,...  (22). 

Les  substitutions  A";,  Aa  appartenant  à  F,  on  aura 

Les  /acteurs  ai,  b^,...  ne  différent  donc  les  uns  des  autres  que  par  des  puis- 
sances de  6;  de  même  pour  a^,  62»  •  •  •  • 

564.  Théorème.  —  Soit  jx'  le  nombre  des  indices y^^  j'o>"*  ^^  ^  série y^^, 
^o»**M  que  les  substitutions  Af  et  Aa  multiplient  respectivement  par  a^  et  a,. 
Cette  série  contiendra  [i'  indices  z^j  2'^,,...,  que  ces  mêmes  substitutions  multi- 
plient respectivement  par  a^b^'^  aaô^s  \k  et  £2  étant  des  entiers  quelconques 
moindres  que  tt. 

En  effet,  la  substitution  B^'B^s  transformant  respectivement  A|,  A,  en 
6^*  A|,  6^»  Aj,  remplacera  les  indices 70»  yo>*"  P^^  ^^^  fonctions  linéaires  y, 
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y',...  des  indices  y^y  ^of-»  telles,  que  A,  et  Aj  les  multiplient  respective- 
ment par  ai  6^»  et  a^Q^^  Mais  A|  multipliant  chacun  des  indices  y^^  Zq^... 
par  un  facteur  constant,  ne  pourra  multiplier  une  fonction  de  ces  indices 
para,  $^s  que  si  cette  fonction  contient  seulement  les  indices  que  A,  multi- 
plie par  ce  facteur.  On  peut  faire  un  raisonnement  analogue  pour  As-  Les 
indices  Zq,  z^,...  qui  figurent  dans  les  fonctions  9,  ç>',...,  seront  donc  mul- 
tipliés par  a,d^'  et  a^^^*,  dans  les  substitutions  A^  et  A2.  D'ailleurs  les  fonc- 
tions y,  9',...,  en  nombre  /x',  doivent  être  distinctes  pour  que  le  détermi- 
nant de  B^'Ba'  ne  soit  pas  congru  à  zéro.  Donc  le  nombre  /jl"  des  indices  z^, 
z\j,...  dont  elles  dépendent  est  au  moins  égal  à  jui'. 

On  verrait  de  même  que  fJt'>  fx";  donc  fx'  =  /x". 

Les  indices  jo>  ^o>-*-  se  partagent  donc  en  suites  également  nombreuses, 
et  correspondant  chacune  à  un  système  de  valeurs  de  ^,,  ^3.  Pour  les  mettre 
en  évidence,  nous  désignerons  les  indices y^,  z^,...\  y^,  Z;.,...,  par  le  sym- 
bole général  [Ç,  £0  e]^,  e  étant  un  indicateur  variable  de  o  à  |ui'—  i ,  et  qui  ser- 
vira à  distinguer  les  divers  indices  d'une  même  suite,  Ç,,  S,  des  indicateurs 
variables  d'une  suite  à  l'autre,  entre  les  limites  o  et  tt  —  i,  et  r  un  indica- 
teur variable  d'une  série  à  l'autre. 

Les  substitutions  A,,  A2  prendront  la  forme 

D'ailleurs  cette  forme  ne  sera  pas  altérée,  si  l'on  remplace  les  indices  d'une 
suite  quelconque  par  des  fonctions  linéaires  de  ces  mêmes  indices  (on  aura 
soin  d'altérer  parallèlement  les  indices  homologues  des  séries  conjuguées)  : 
car  chacune  d'elles  multiplie  par  un  même  facteur  les  indices  d'une  même 
suite,  et  par  conséquent  leurs  fonctions  linéaires.  Il  reste  donc  dans  le 
choix  des  indices  un  certain  arbitraire  dont  nous  allons  profiter  pour  sim- 
plifier l'expression  des  substitutions  B,,  B2. 

565.  Commençons  par  B|  :  cette  substitution,  transformant  A,,  A2  en  9  A,, 
A2»  remplacera  les  indices  [£,  ^2c]o  de  la  suite  ^,,  £2  p^i*  des  fonctions  des 
indices  de  la  suite  ^1  +  1,  ^2*  Les  indices  indépendants  restant  arbitraires 
dans  la  suite  p,  £2»  on  pourra  prendre  pour  indices  indépendants  dans  la 
suite,  I,  I2  les  fonctions  queBi  fait  succéder  aux  indices  de  la  suite  o,  ^2; 
pour  indices  indépendants  dans  la  suite  2,  §2  les  fonctions  que  B|  fait  suc- 
céder à  ceux  de  la  suite  i,  £2»  etc.,  jusqu'à  la  suite  tt  —  i,  £2»  dontB«  rem- 
placera les  indices  [tt—  i,  la»  ^]o  par  des  fonctions  Ço»--»  fe>---  des  indices 
de  la  suite  o,  ^2- 

54. 
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Cela  posé,  B'  remplacera  en  général  l'indice  [oÇa^Jo  par  (f^\  mais  elle 
appartient  à  F  (560);  donc  Çe  =  <^[oS2€]o»  d  étant  un  coefficient  constant. 
Posons  en  général 

*7^'[Si?2e]«  =  [?.  ?»êTo     avec    6^  =  rf    (mod. /?), 

B,  remplacera  la  fonction  [Ç,  £2ê]'o  P^**  *«  [§i-+-^»  ?2t  sjo- 

Donc  en  prenant  ces  fonctions  pour  indices  indépendants,  et  supprimant 
les  accents^  qui  deviennent  inutiles,  B«  prendra  la  forme 

566.  Passons  à  la  substitution  B2  :  elle  remplace  les  indices  de  la  suite 
?i»  §2  paï*  des  fonctions  de  ceux  de  la  suite  Ç,,  I2-+-  '•  Considérons  en  par- 
ticulier les  indices  des  suites  pour  lesquelles  ^f  =  o.  Par  des  changements 
d'indices  convenables,  exécutés  dans  chacune  de  ces  suites,  on  pourra  faire 
en  sorte  que  B2  remplace  tout  indice  [o§2ê]o  de  Tune  de  ces  suites  par 
*2  [o»  ?2  -H  '»  sjo»  ^2  étant  un  coefficient  constant.  Ce  changement  d'indices 
n'altérera  évidemment  pas  les  expressions  de  A|,  A2.  Il  n'altérera  pas  noo 
plus  celle  de  B|,  pourvu  qu'il  soit  accompagné  de  changements  analogues, 
effectués  sur  les  indices  de  chacun  des  groupes  de  suites  qui  correspondent 
aux  diverses  valeurs  de  Ç,. 

Cela  posé,  soit  9  la  fonction  par  laquelle  B,  remplace  [£«  ^2  ^Jo  *  ^2  B'/  et 
B^i'Ba  remplaceront  respectivement  [oÇ^ê],,  par  b^b^l^t,  Ç2-1-  »»  ejo  ^^  P****' 
b\'(p.  Mais  ces  deux  substitutions  sont  identiques,  B|  étant  échangeable 
à  B2.  Donc  y  se  réduit  à  62  [|,,  I2  -^  »  »  c]»  et  Ba  est  de  la  forme 

B,=  |[^,  ?,e]o     ft2[?i,$2-l-i,e]o  |. 

Nous  obtenons  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Les  substitutions  A<,  B^,  A2t  B2  peui^ent  se  ramener  à  la 
forme 

e/,  par  suite  f  les  substitutions  de  G  seront  de  la  forme 

567.  Le  calcul  des  coefficients  a,,  a.^,  &m  &2  ^  demandé  la  résolution  de 
diverses  congruences,  ayant  pour  coefficients  des  entiers  complexes  formés 


DE  LA  RÉSOLUTION  PAR  RADICAUX.  Ai9 

avec  i.  Cette  résolution  pourrait  nécessiter  Tintroduction  de  nouvelles  ima- 
ginaires. Il  est  essentiel  d'éclaircir  ce  point;  nous  y  parviendrons  par  les 
considérations  suivantes  : 

Soient  S  une  substitution  de  G,  qui  n'appartienne  pas  à  F;  S,  S',...  ses 
transformées  par  les  substitutions  de  F.  Chaque  substitution  de  F  transfor- 
mera les  substitutions  S,  S\...  les  unes  dans  les  autres  :  car  supposons  que 
la  substitution  T,  appartenant  à  F,  transforme  S'  en  S'';  soit  U  la  substitu- 
tion de  F  qui  transforme  S  en  S';  UT  transformera  S  en  S";  donc  S"  fait 
partie  de  la  suite  S,  S',.... 

Il  résulte  de  là  que  ks  substitutions  de  F  sont  permutables  au  faisceau 
(F,  S,  S',...).  Donc  ce/aisceau  contiendra  toutes  les  substitutions  de  G,  qui 
est,  par  hypothèse,  parmi  tous  les  seconds  faisceaux  possibles»  celui  dont 
Tordre  est  minimum. 

Considérons  en  particulier  la  substitution  A|  et  ses  transformées  A,, 
A',,....  D'après  ce  qui  précède,  l'une  au  moins  de  ces  transformées  ne  sera 
pas  contenue  dans  le  groupe  (F,  A,)  moins  général  que  G.  Soit 

A'.=r  I    [?.Ç.£]o      6'e^5.-*-*5.[H.  -4-p.,  ^,4-  (3,,  £]o   I, 

cette  transformée  :  elle  aura  le  même  caractéristique  que  A,  (172). 

Ici  deux  cas  seront  à  distinguer,  suivant  que  n  est  un  nombre  premier 
impair  ou  égal  à  2. 

568.  Premier  cas:  n  premier  impair.  A<  a  pour  caractéristique 

la  multiplication  s'étendant  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  £,  ^1,  Is*  ^*  Or 
multiplions  ensemble  les  /x  facteurs  correspondants  à  u*ne  même  valeur  de  r, 

et  dont  ^  =  a  sont  égaux  à  af—  K,  a  à  (a,  9Y  —  K,  etc.:  il  viendra 

C  =  (flr- K'^  )'...(«?/''- K'/.-.^JJ  («V-K'^)', 

la  multiplication  ne  s'étendant  plus  qu'aux  diverses  valeurs  de  r. 

Quant  à  C,  caractéristique  de  A'^,  deux  cas  seront  à  distinguer,  suivant 
que  ^1,  jS-j  sont  ou  non  nuls  à  la  fois. 

i»  Si  |3<  =  jSa  =  o,  on  aura 
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Groupons  comme  tout  à  l'heure  les  facteurs  qui  correspondent  à  une  même 

valeur  de  r  :    on   aura  e  de   ces   facteurs  égaux  à  c'^— K,  e  égaux  a 

{c^Y  —  K,  etc.  En  effet,  A'j  n'appartenant  pas  au  faisceau  F,  l'un  au  moins 
des  exposants  a^  a^,  par  exemple  ol^^  ne  sera  pas  congru  à  o  (mod.n).  On 
pourra  donc  choisir  arbitrairement  e  et  Çj»  ce  qui  pourra  se  faire  de  e  ma- 
nières différentes,  et  déterminer  ensuite  ||  de  telle  sorte  que  a.li-i-aalî 
se  réduise  à  |9(mod.7r),  ^  étant  un  entier  arbitraire.  On  aura  donc  comme 
tout  à  l'heure 

•(4)  C'^ff  (^''''-*^')'' 

2^  Si  /3,,  jSs  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  considérons  les  n  Indices 
[S,2a£]^,...,  [^,  +  /w/3,,  52  +  'w/32»  £jr»'-«  que  A',  permute  circulaîrement. 
Le  facteur  de  C  correspondant  à  ce  groupe  de  n  indices  sera 

Faisant  le  produit  des  expressions  analogues  correspondantes  aux  divers 
groupes  d'indices,  on  trouvera  encore  pour  C  la  valeur  (4). 

Les  deux  caractéristiques  C,  Çl  devant  être  égaux,  on  aura  une  relation 
de  la  forme 

er—a^p"^     (mod.  p). 

Cela  posé,  la  substitution 

aura  pour  caractéristique  (i— -  YJ'Y^\  et  il  en  sera  de  même  de  ses  transfor- 
mées 

par  les  diverses  substitutions  de  F;  d'où  l'on  déduit 

c'"-^:i     (mod.  ;?). 
Soit  maintenant 

m 

une  quelconque  des  substitutions  de  G;  elle  aura  pour  caractéristique 

(5)  fj  [{fa]-b-.'ai'b'i'ri''~K^]'. 
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Mais  d'autre  part  T  appartient  au  groupe  dérivé  de  F,  S,  S',...  (567). 
Soit  T  =  <pS^S'^'...,  f  étant  une  substitution  de  F,  qui  multiplie  par  <p  les 
indices  de  la  première  série  :  T  aura  pour  caractéristique 

Pour  que  les  expressions  (5)  et  (6)  soient  égales,  il  faudra  qu'on  ait  une 
relation  de  la  forme 

(fa]^  ftV  ay  fev  Y  =  ç*/»^ ,    d'où    «V  *"'  ^?  *V  =  ^^  9''^  "'  » 

^  étant  un  entier.  On  aura  une  relation  analogue  pour  tout  système  de  va- 
leurs de  r,,  Um  ^2,  U2-  Donc  toutes  les  quantités  de  la  forme  a]' b'I' a]* bl\  et  en 
particulier  a^^bt,  a^,  b^,  sont  des  produits  d'entiers  complexes  ne  contenant 
d'autre  imaginaire  que  i.  Donc  la  réduction  des  substitutions  Â|,  B«,  As,  63 
à  leur  forme  type  a  pu  se  faire  sans  introduire  d'imaginaire  nouvelle. 

On  peut  supposer  que  les  coefficients  a,,  ^«f  ^2*  b^  se  réduisent  à  l'unité. 
Car  F  contenant  les  substitutions  ai,  6|,...,  G  pourra  être  considéré  comme 
dérivé  de  la  combinaison  de  F,  non  plus  avec  les  substitutions  A^  B^  Aa.  Ba* 
mais  avec  celles-ci  a,"^A,,  67* B,,  a^^Aj,  67*83»  où  les  coefficients  ont 
disparu. 

569.  Second  cas  :  tt  =  2,  d*où  6  =  —  i .  A|  a  pour  caractéristique 

Si  j3,  =  182  =  0,  A'j  aura  pour  caractéristique 

Dans  le  cas  contraire,  le  facteur  de  C  correspondant  au  groupe  des  deux 
indices  [liÇa^Jr»  [£i-i"pM  ?2-+-/32»  e]r  que  A',  permute  entre  eux  sera 

en  posant,  pour  abréger,  /n  =  «< /3|-f- a2J32»   et  remarquant  que  l'on   a 
0^^Q\  car  le  nombre  71=  2  divisant/?''—!  (561),  p  est  impair. 
La  condition  C  =  C'  donnera  comme  tout  à  l'heure 

c*e-=«v*    (mod.p). 
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Cela  posé,  ia  substitution 

S  r=  A'.  A7^^=  I   [l  l,  6]o       0--^«.^.  +  -.?.[^.  +  (3.,   ?,  4-  (3„  £]o  I 

aura  pour  caractéristique  (K^— 6'")"*.  H  en  sera  de  même  de  ses  transfor- 
mées 

S'=|  [^.$»6]o    CeT.^.-^T.^^^.  +  ô.,  ^,4-3,,  e]o  I,..., 

d*oii  les  conditions 

(7)  c''0T.*.-*-ï.**=e"',...     (moû.  p). 

Soit  maintenant 

Tune  quelconque  des  substitutions  de  G;  elle  aura  pour  caractéristique, 
d'une  part 

d'autre  part 

ll^[K^ -{<?€'... yp'e'^y, 

en  posant,  pour  abréger, 

Pour  que  ces  deux  expressions  soient  égales,  il  faut  qu'on  ait  une  rela- 
tion de  la  forme 

ou,  en  remarquant  que  c'^,...  se  réduisent  à  des  puissances  de  Q  en  vertu 
des  relations  (7),  une  relation  de  la  forme 

(/«]> &v ...)'=  9'''^ es     ou  enfin    aî' 6^ . . .  =r /- «  ©z»^/, 

j  étant  une  racine  primitive  de  la  congruence 

jf'^0,    ou    f^i    (mod./>). 

Cela  posé,  si  p*—i  est  divisible  par  4.  on  aura 


•-V 


7'-'=!; 

m 

j  sera  donc,  ainsi  que/et  (f^\  un  entier  complexe  ne  contenant  d'autre  ima- 
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ginaire  que  i  :  donc  les  expressions  a^*2»'j*...,  et  en  particulier  a,,  6f,...,  ne 
contiendront  d'autre  imaginaire  que  i;  et  Ton  pourra  choisir  la  double  suite 
Af,  Bf,  Â2,  B2  de  telle  sorte  qoe  tous  ces  coefficients  se  réduisent  à  l'u- 
nité (568). 

Soit  au  contraire/?"— 1^0  (mod.4)  :  J  ne  sera  plus  un  entier  complexe 
formé  avec  /;  maisy^^— i  le  sera  toujours;  donc  chacune  des  expressions 
aî*6j'...  est  de  l'une  des  formes / ou ^*, /étant  un  entier  complexe  formé 
avec  {.  En  particulier,  suivant  que  les  coefficients  ai,  &{,...  seront  de  Tune 
ou  de  l'autre  de  ces  deux  formes,  les  racines  des  congruences  caractéris- 
tiques 

JJ^(K^-«îO'=o,     JJ^(fr-6;0'=o,...     (mod.p), 

des  substitutions  correspondantes  A4,  B^,...  satisferont  ou  non  à  la  con- 
gruence 

« 

(8)  X^''-'  =  i     {moû.p). 

570.  Or  la  double  suite  A,,  B,,  A^,  B^»  qui,  combinée  à  F,  reproduit  G, 
peut  être  choisie  de  telle  sorte  :  i**  que  les  racines  des  congruences  carac- 
téristiques de  deux  substitutions  associées  satisfassent  ou  ne  satisfassent  pas 
à  la  fois  à  la  congruence  (8);  2^  que  parmi  les  couples  de  substitutions  asso- 
ciées, il  en  existe  tout  au  plus  un  pour  qui  ces  racines  n'y  satisfassent  pas. 

1*^  En  effet,  si  les  racines  de  la  congruence  caractéristique  de  A,,  par 
exemple,  satisfaisaient  à  la  congruence  (8),  celles  de  la  congruence  carac- 
téristique de  B,  n'y  satisfaisant  pas,  on  pourrait  dans  la  construction  de  G 
remplacer  la  double  suite  A^,  B4,  A2,  B^  par  la  double  suite  équivalente  A|, 
A4B4,  A2»  B3,  dans  laquelle  la  substitution  Af  B,,  qui  remplace  B,,  aura 
pour  congruence  caractéristique  la  suivante  : 

dont  les  racines  satisfont  à  la  congruence  (8). 

2"^  Si  d'autre  part  les  deux  couples  de  substitutions  A,,  B^,  A2,  B2  avaient 
des  congruences  caractéristiques  dont  les  racines  ne  satisfissent  pas  à  la 
congruence  (8),  on  pourrait,  dans  la  construction  de  G,  les  remplacer  par 
les  deux  suivants  :  AjAj,  BiAj,  A4B4A2B2,  A4B,B2,  où  les  racines  des 
congruences  caractéristiques  satisfont  à  la  congruence  (8). 

On  peut  enfin  supposer  la  double  suite  A, ,  B, ,  A2»  B2  choisie  de  telle  sorte 
que  chacun  des  facteurs  a,,  éj,...  se  réduise  à  i  ou  à/.  Car  soit  «<  =/j\  par 
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exemple;  on  pourra,  dans  la  construction  de  G,  remplacer  la  substitution  A, 
par  celle-ci/-*  A,,  pour  laquelle  le  facteur  se  trouve  réduit  à  y. 

Les  facteurs  a,,  fe<,...  seront  donc  tous  égaux  à  i,  sauf  ceux  d'un  seul 
couple,  tel  que  a,,  6,,  qui  pourront  être  égaux  à  i  ou  àj,  mais  seront  égaux 
entre  eux, 

571.  Si  «1  =  6|  =  £22  =  ^2  =  I»  I21  réduction  de  A,,  B^,  Aat  Ba  à  leur  forme 
type  pourra  s'opérer  sans  introduire  d'imagiuaire  nouvelle. 

572.  Soit  au  contraire  a<  =  b^  =j\  avec  a2=  62  =  i.  Dans  cette  liypo- 
ihèse,  la  réduction  du  faisceau  G  à  sa  forme  type,  telle  que  nous  l'avons  in- 
diquée, introduirait  l'imaginaire  y.  Pour  éviter  cet  inconvénient,  nous  allons 
reprendre  les  opérations  avec  plus  de  soin. 

Ramenons  d'abord  simultanément  les  substitutions  A,,  A2  à  leurs  formes 
canoniques 

Les  indices  [oÇaSJo  de  la  première  série  que  A,,  A^  multiplient  respecti- 
vement par  y,  6^«  seront  de  la  forme  [oÇa£]o"^y{'?2Ê]o»  [oSa^Jo  et  [iÇa^Jo 
étant  des  fonctions  des  anciens  indices,  ayant  pour  coefficients  des  entiers 
complexes  formés  avec  i.  La  suite  des  indices  [i  S^elo  de  la  même  série  que 
A,,  A2  multiplient  par  —y,  ô^»  sera  formée  des  fonctions  [oHas]©— y  [ïi2£jo. 
respectivement  conjuguées  des  précédentes  par  rapport  ày.  On  pourra  d'ail- 
leurs évidemment,  sans  altérer  l'expression  des  substitutions  A|,  As,  rem- 
placer les  indices  d'une  même  suite  par  des  fonctions  linéaires  des  indices 
de  cette  même  suite,  fonctions  dont  les  coefficients  soient  des  entiers  com- 
plexes, formés  avec  i  ety.  11  conviendra  seulement  d'effectuer  sur  les  indices 
(les  suites  conjuguées  par  rapport  à  y,  et  des  séries  conjuguées  par  rapport 
à  «,y,  des  transformations  respectivement  conjuguées  par  rapport  à  l'une  de 
ces  imaginaires  ou  par  rapport  à  toutes  deux. 

573.  La  substitution  B2,  transformant  A4,  A2  en  A^,  dAai  remplacera  en 
général  les  indices  de  la  première  série  et  de  la  suite  §0  la  par  des  fonctions 
de  ceux  de  la  première  série  et  de  la  suite  §|,  SaH-i.  Et  l'on  peut  profiler 
de  l'indétermination  qui  reste  dans  le  choix  des  indices  pour  faire  en  sorte 
que  B2  remplace  chacun  des  indices  [Çiocj^  par  [SiieJ^.  D'ailleurs  la 
forme  canonique  imaginaire  trouvée  plus  haut  pour  Ba  montre  que  son 
carré  se  réduit  à  l'unité.  Donc  Ba  remplacera  réciproquement  [S,  i  £j  0  par 
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[Il  o  s]  „ ,  et  sera  de  la  forme 

11  est  clair  que  la  forme  des  substitutions  A,,  Ao,  Bo  ne  sera  pas  altérée 
si  Ton  prend  pour  indices  indépendants,  au  lieu  de  [oocj^,...,  [oos]'^,,... 
des  fonctions  linéaires  quelconques  (à  coefficients  complexes)  de  ces  mêmes 
indices,  pourvu  qu'on  altère  de  la  même  manière  les  indices  de  chacune  des 
suites  o,  £j,  et  qu'on  fasse  subir  en  outre  aux  indices  des  suites  i,  B.f 
conjuguées  de  celles-là  par  rapport  à  y,  des  altérations  conjuguées  de  celles- 
là  par  rapport  à  j.  Nous  allons  profiter  de  cette  indétermination  pour  ra- 
mener la  substitution  B|  à  une  forme  simple. 

574.  Cette  substitution,  échangeable  à  Aa,  B^,,  transforme  A,  en  5 A,. 
Elle  remplace  donc  les  indices  [oooj'^^,...,  [ooe]'^),...  par  des  fonctions  des 

indices  [loo]'^,,...,  [iosJq, Nous  allons  prouver  que  les  indices  peuvent 

être  choisis  de  telle  sorte  que  ces  fonctions  se  réduisent  respectivement  à 
(a -f- j3y)  [looJo,...,  (a-h  jSy)  [iosJq,...,  a  et  |3  étant  un  système  de  solu- 
tions arbitrairement  choisi  parmi  ceux  de  la  cpngruence 

(9)  «î-hP'^  —  i     (mod. />). 

{Fo«r  au  n^  197  la  solution  de  cette  congruence  en  nombres  entiers  réels.) 
Supposons  en  effet  que  les  q  indices  [oooJq,...,  [o,  o,  q  —  i)^  aient  pu 
être  choisis  de  telle  sorte,  que  B|  les  remplace  par  (a-f- j3y)  [locj^,..., 
(a-4-/3y)  [i,  o,  y  —  ijo',  nous  allons  prouver  que  l'indice  suivant  [ooq]\^ 
pourra  être  choisi  de  telle  sorte,  que  B|  le  remplace  par  (a  -h  ]3y)  [loy]'^^. 
En  effet,  l'indice  [oo^rj'^et  les  suivants  ayant  été  choisis  arbitrairement, 
soit  Çi  la  fonction  des  indices  [iooJ'q,...,  [iosJq,...  que  B,  lui  fait  suc- 
céder :  deux  cas  seront  à  distinguer  : 

I®  Si  la  fonction  Çi  contient  quelqu'un  des  indices  [i,  o,  y -h  i]'^,,.,.  de 
rang  supérieur  à  y-f- 1,  sa  conjuguée  f©  par  rapport  à  y  contiendra  l'un  des 
indices  [o,  o^  q-h  i]'o,«"  conjugués  de  ceux-là;  ce  sera  donc  une  fonction 
distincte  des  y-f-i  premiers  indices,  et  on  pourra  la  prendre  pour  in- 
dice indépendant  à  la  place  de  [o,  o,  y-f-iJo  P^r  exemple.  Soit  donc 
?o=  [o,  o,  ^r-hi]'^;  (f^  sera  égale  à  [1,  o,  ^r-i- i]'^^. 

D'ailleurs  la  forme  canonique  imaginaire  trouvée  plus  haut  pour  B, 
montre  que  son  carré  multiplie  tous  les  indices  par  —  i.  Donc  Bf,  rempla- 
çant [ooyj'jj  par  fi,o,  yH-i]o,  remplacera  réciproquement  [ï,o,  y-hi]o 
par  —  [ooy]o,  et  son  conjugué  [o,  o,  ^  -+- 1]^  par  —  [io^Jq. 

55. 


436  LIVRE  QUATRIÈBIE. 

Cela  posé,  soient  c,  d  deux  entiers  arbitraires  :  on  pourra  prendre  pour 
indice  indépendant,  à  la  place  de  [oo^Jq,  la  fonction 

(a  -t-  py) (c  -  dj)[o o q].  -h  (c  H-  dj) [o,  o,  9  -f-  ij., 

que  B|  remplace  par  sa  conjuguée  multipliée  par  a  -f-  |3y. 

2^  Si  9i  ne  contient  aucun  des  indices  [1,  o,  ^r-»-  i]'^,...,  elle  contiendra 
rindice  [lo^r]'^;  car  sans  cela  B|  remplaçant  les  y-hi  indices  [ooo]^,..., 
[ooq]ç^  par  des  fonctions  de  q  indices  seulement,  son  déterminant  serait 
congru  à  zéro.  Soit  donc 

9,  =3  (m -h  /i/)[io5f]',-h(rH-5/)[i,  o,  g  — i]'. -+-..., 

BJ  remplacera  l'indice  {00 ^rj^  par 

Mais  elle  doit  le  multiplier  par  —  i;  d'où  les  relations 

(m4-ry')(m-n/)  =  ~i  J 

/      .      -N/  -x      /  -x/        Q  -x         l  (mod.  p), 

OU,  en  effectuant  les  calculs  et  égalant  séparément  à  oies  termes  réels  et 
les  termes  imaginaires, 

(10)  m* -h  n'^  —  I, 

(11)  (m  -i-a)r-4-  (n  -h  P)5^o, 
{17.)                                        {n  —  (3)r— (m— a)*^o. 

Cela  posé,  on  pourra  prendre  pour  indice  indépendant,  à  la  place  de 
[ooy]'^j,  la  fonction 

[a  -f-  6/ )  { [o o q'\,  +  (c  -f-  dj)  [o,  o,  j  -  i]'.  4- . . .  j. 

que  B|  remplace  par  sa  conjuguée,  multipliée  par  ol-^^j\  pourvu  que  ron 

ait 

(a-f  6/)(/7H-ny)  =  (a-6/)(a-hpy), 

r -f-  5/  -+-  («  H-  (3jf)(c  H-  rf/)  =  (m-h  n/)(c  ~  rf/)'  (mod.  />), 

•••^ • » 

d'où 

(i3J  (m—  a)a  —  (n-4-  P)6  =  (ii  —  (3)aH-(m-i-a)6  =  o, 

(i4)  r^{aL'--m)C'-{^-\-  n)d^s  -h(P  —  n)<?H-(a-*-  m)d^o, 
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575.  On  pourra  toujours  satisfaire  à  ces  relations;  car  les  deux  relations 
(i3),  dont  le  déterminant  est  congru  à  zéro  en  vertu  des  relations  (9)  et 
(10),  se  réduisent  à  une  seule,  qui  détermine  le  rapport  de  a  à  6.  De  même, 
les  relations  (i4)  se  réduisent,  en  vertu  des  relations  (9),  (10),  (11),  (12) 
à  une  seule,  qui  détermine  l'un  des  entiers  c,  d^  en  fonction  de  l'autre. 

Admettons  donc  que  B,  remplace  en  général  l'indice  [oocj'^j  par 
(a-f-|3y)[io£]Q;  et  soit  «jp  la  fonction  par  laquelle  elle  remplace  l'indice 
fois]'^;  B1B2  remplacera  [oosJq  par  9,  et  B^Bi  le  remplacera  par 
(a  H-  jSy)  [i  I  £]'(j.  Donc  (f  est  égal  à  cette  dernière  expression.  Donc  B<  rem- 
place en  général  [0Ç2  s]o  par  (a  + 13/)  [i  ^2^]\\  et  comme  son  carré  est  égal 
à  —  I,  elle  remplacera  réciproquement  [i^jeJ^  par  (a  — i3y)[o£2€jo.  On 
aura  donc 

B.=.-|  [?,Ç,e];     (a4-(3y0M[?.-^^S.>sTo  1- 

Nous  prendrons  alternativement  pour  indices  indépendants  les  quantités 
[Ç<  Ç2---€]o  ou  les  quantités  [Ç|52--£jo  dentelles  dépendent  (572)  et  qui  ne 
contiennent  plus  d'autre  imaginaire  que  i;  rapportées  à  ces  nouveaux  in- 
dices, A25  B2  ne  changeront  pas  de  forme;  mais  A4,  Bf  deviendront 

576.  Bécapilulanl  ce  qui  précède;  on  a  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Si  Von  n'a  pas  à  la  /ois  p"*  ^3  {xnoA .  i^)  e/  ;:=  2,  on  pourra^ 
sans  altérer  l'expression  des  substitutions  de  F,  et  sans  introduire  d'imaginaire 
nouvelle,  mettre  A,,  B,,  A2,  B2,...,  A^y,  B<y  sous  la  forme 

A,  =  I  [Ç.  Ç,...e].    e^'[$iÇr...€].  |,     B,  =  I  [$t$î...e]«    [Si4-i,  g,,.. .,  e],  j, 
(i5)    <  A,=  I  [Ç,E,...e]«     e^«[Ç,  Ç,...e]o  |,     B,=  |  [g,  g,.,  .e].     [$„  5, -+- 1,. ..,  e].  |. 


Si  l'on  ap^^3(mod.4)  etn='x,  A2,  B2,...,  conserveront  encore  la  forme 
(i5);  mais  A,,  B,  auront^  suivant  les  cas^  soit  la  forme  ci-dessus^  soit  celle-ci  : 

# 

l  B,  =  I  [$!$»...  6]t    ae^.[$,Ç,...e],4-(3[Çi-M,  g,,...,  i\  |; 
a,  p  étant  un  système  de  solutions  [arbitrairement  choisi)  de  la  congruence 

a»4-(3»^  — I     (mod.  7?). 
En  prenant  les  expressions  [Ç,  ?2-"€]o=  [o^a-eJo-Hyô^' [i|2-êJo  A^^''^ 


i38  LIVRE  QUATRIÈME. 

indices  indépendants  ^  on  n  altérera  pas  la  forme  de  A2»  Bj,...!  et  F  on  réduira 
A , ,  B,  à  la  forme  suis^ante 

Fin  de  la  réduction. 

577.  Soit  inaintenanl  <>  une  substitution  quelconque  de  F;  les  substitu- 
tions A'j,  B'i,  A'a,  B'a,...  transformées  de  A,,  B,,  Aa»  Ba»...  par  t?,  apparte- 
nant au  faisceau  G,  seront  de  la  forme 

/.Af.Bf.A««Bf....,  g-.A^'.Bf.A'/^Bf»..., /,A';'Bf';Af»Bj'...,  g^^A^I  Bf!  Af.  Bf»...,..., 

/i»  ^o  /j»  g'iy"'  désignant  des  substitutions.de  F,  qui  multiplient  respecti- 
vement les  indices  de  la  r-+-  1'^'"*  série  par  la  puissance//"  des  facteurs/,, 

gs^fiy  giy Ces  transformées  satisfont  d'ailleurs  aux  conditions  suivantes: 

[*^  Le  faisceau  G  =  (F,  A,,  B,,  Aai  Ba,...)  a  toutes  ses  substitutions  de  la 
forme  /A'/B^;  A^'B^j'...;  son  transformé  (F,  A'j,  B'^,  A^,  B'o,...)  a  ses  substi- 
tutions de  la  forme/'A'i'*Bi^' A',''BÎ^\..;  mais  ces  deux  faisceaux  sont  iden- 
tiques; donc,  quels  que  soient/,  a,,  |3,,  «a»  ^2*'"*  on  pourra  déterminer 
f'f  ^M  Ju  ^2,  J2,...  de  manière  à  satisfaire  à  Tidentité    • 

(18)  /^A>B7....=/ArB^.... 

Substituons  dans  le  premier  membre  les  valeurs  de  A'^,  B'^,...;  faisons  en- 
suite passer  en  avaïit  les  facteurs  A,,  puis  les  facteurs  B|,  etc.,  en  remar- 
quant que  les  substitutions  A,,  B|,...  sont  toutes  échangeables  entre  elles, 
aux  F  près;  la  relation  (18)  prendra  la  forme 

d'où 

a\xt  -f-  c,/,  -h. .  .^a,,     b\xi  -+-d',/,  4-. . .  ^  (3,, . . .     (mod.  ?:), 

relations  qui  ne  pourront  être  toujours  satisfaites  que  si  Ton  a 


('9) 


«'.     c\ 


b\     d\      ... 


•  •  *  •      *  4 


^o    (raod.  tt). 


2"^  On  a  entre  les  substitutions  6,  A,,  B^,.,.  l'égalité 

Ay  BV- . .  A';  BV- .  .=::  e'.''i-^ir»+--- AV  B^. . .  Av  B^,»- . . , 
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qui  devra  subsister  entre  leurs  transformées  6',  A',,  B', ,...  par  t?.  Or  soit 
%?=L«p^/,  on  aura  ©'  =  6''^  D'autre  part,  posons 

I  X,  =  d,x^  -h  c,y,  4- . . . ,     Y,  =.6',^,  -f-  rf'.j,  -f- ....... , 

I  S,  =  a',  E,  4-  c',  Yî,  4- . . . ,    H,  =  6',  Ç,  4-  rf',  yJ»  ^"  •  •  •  >  •  •  •  ; 

on  aura,  aux  substitutions  F  près, 

A'."B/«. .  .=  Af«  BT«. . . ,     A7'  B>..  .=  k\  B«.. ..,..., 
d'où 

A','«  B7' . . .  A7'  B',"' . . .  =  e^i H.  -  ^. ït-»-. . .  A'/.  B  ■'»• . , .  A',"  B/- .... 


I 


On  aura  donc 

(^«)  X,Hi  —  S.Y,  4-.  ..=/>p(^,Yî,  —  Çij,  4-...)> 

relation  qui  subsistera  pour  toutes  les  valeurs  de  a?i,  j,,...,  ?<,  vj,,.... 

3®  La  substitution  Ai'*Bi^'...  doit  avoir  le  même  caractéristique  que 
Af*Bï*...  dont  elle  est  la  transformée. 

Si  n  est  impair,  ces  caractéristiques  sont  respectivement  (568) 

Donc  chacune  des  quantités/''g-f*...,  et  par  suite/,,  ^i,...,  doivent  se 
réduire  à  des  puissances  de  d. 
Si  TT  étant  égal  à  2,  A,  et  B,  ont  la  forme  (i5),  ces  caractéristiques  seront 


JJ  [K* -(/."fff'... )''''' Ô^*^'"*"-]'     el    [K»— 6'./. -+-•••] 


ve 


On  aura  donc 

relation  qui  subsistera  pour  toutes  les  valeurs  de  a?,,  j,,...  et  déterminera 
ainsi  chacune  des  quantités/,,  ^1»...,  au  signe  près. 
Remarquons  toutefois  que  si/7^^3(mod.4),  on  aura 

(23)  X,  Y,  4-. .  .^:r,j^',  4-. . .     (mod.  2), 

sans  quoi  l'équation  (22)  serait  impossible;  car,  en  l'élevant  à  la  puissance 
^ »  et  remarquant  que /f"'*^g^i'''~*E=.  ..=e:  I,  il  viendrait  la  condition 
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absurde  i^— I  (mod./?).  La  relation  (23)  une  fois  satisfaite,  les  rela- 
tions (22)  donneront  simplement /,^±:  i,  g^^±  i,... 

Enfin,  si  n  étant  égal  à  2»  A4  et  B|  ont  les  formes  (17),  les  caractéris- 
tiques seront 

expressions  qui  ne  pourront  être  identiques  [p*  étant  ici  congru  à  3  (mod.4^ 
que  si  Ton  a 

(24)  X,  4-  Y,  H-  X,  Y,  -f-XjY, -H-. .  .^Xi  -f- j,  -f  XtXi  -4-^aJî  -4-. .  -, 

et  qui  donneront  alors/, ^±:  i,  gt^di  i,..., 

578.  Considérons  maintenant  la  substitution  linéaire 

V=|a7„y,,...     «',j:, -hc',7, -+-.  . .,  è'.^r, -hrf',)^, -h. . .,. . .   I     (mod.  tt). 

La  relation  (19)  montre  que  son  déterminant  n'est  pas  congru  à  zéro;  la 
relation  (21)  qu'elle  est  abélienne  (217),  et  multiplie  par/?^  les  exposants 
d'échange  des  substitutions 

Xîi-iftjPt.  .  .=  I  or,,  j,,. ..     ^,  H-  a,,  y\  -f-  (3,,.  . .   |. 

En  outre,  si  n  est  égal  à  2,  elp^  congru  à  3  (mod.  4)»  l'une  des  deux  rela- 
tions (a3),  (24)  sera  satisfaite.  Si  c'est  la  première,  V  sera  hypoabélienne 
de  première  espèce;  car,  en  substituant  dans  la  relation  (23)  les  valeurs  de 
X,,  Y<,...  données  par  les  relations  (20)  et  égalant  les  coefficients  des  di- 
verses variables  ic,,  ji,...,  on  obtient  immédiatement,  sauf  le  signe  de 
quelques  termes  (lequel  est  indifférent  par  rapport  au  module  2),  les  rela- 
tions qui  caractérisent  les  substitutions  hypoabéliennes  de  première  espèce 
(262).  On  voit  de  même  que  si  la  relation  (24)  est  satisfaite,  V  sera  hypo- 
abélienne de  seconde  espèce. 

579.  Réciproquement,  soit 

V=:  I  :c,,  7,,. . .     a\xi  4-  c\)r^  -+-. . .,  b\Xi  -hd',^,  -h. . .,. . .  |     (mod.  i:), 

une  substitution  abélienne  (hypoabélienne)  qui  multiplie  les  exposants  d'é- 
change par />(^.  Cherchons  à  déterminer  une  substitution  corrélative  \^  qui 

transforme  A|,  B,,...  en/,  A"*B*'...,  g-,  Af^Bf».. .,...,  /,,  ^,,...  étant  des 
substitutions  de  F. 
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i^  Soit  d'abord  n  premier  impair  :  on  aura  V  =  PPQ,  P  étant  la  substitu- 
tion qui  multiplie  o^i,  x^,.,.  par  ^,  sans  altérer  j,,  j2»-'->  et  Q  une  substi- 
tution abélienne,  qui  n'altëre  plus  les  exposants  d'échange,  et  qui,  par 
suite,  dérive  des  substitutions  L^,  M^,,  N^^y  du  n°  220.  Or  les  substitutions  $, 


(26)  OK 


i^ 


[^1  Si- ••?!*•••  s]«      ^  6*"  ^"[^1  Çj. . . /w.  .  .  e]i 


m 


(27)  X„>=:   1    [S.Ç,...6]o       0'>^-'[Ê.Ça...e] 


«      » 


ont  respectivement  pour  corrélatives  P,  L^,  M^,  N^^^;  et  la  substitu- 
tion V,  qui  en  dérive  de  la  même  manière  que  V  dérive  de  P,  Lj^,  M^,  Np,,^» 
aura  évidemment  V  pour  corrélative. 

2°  Soit  7r  =  2,  /?''^i  (mod.4).  La  substitution  \Ç^|^,  corrélative  de  ^, 
aura  la  forme 


(28)  ^,=  1  [?.?,...£].    7      nS.S-..e].  |. 

A  cela  près,  rien  ne  sera  changé  au  raisonnement. 

3*"  Soit  rr  =2,  /?''^3(mod.4)  et  supposons  que  A,,  B<  soient  de  la 
forme  (i5)  :  V  étant  hypoabélienne  de  première  espèce,  sera  dérivée  des 
seules  substitutions  M^^,  N,x,v  (263);  et  '^  le  sera  des  substitutions  corréla- 
tives OKy,  X^^v- 

4^  Enfin,  si  A^  et  B|  ont  la  forme  (17)9  V  sera  hypoabélienne  de  seconde 
espèce,  et  dérivée  des  substitutions  L,,  M,,  U,  et  de  celles  des  substitu- 
tions Mjt,  N^,v  pour  lesquelles  fx  et  v  sont  >i  (278-281).  Aux  substitu- 
tions L,,  Ml,  U  on  pourra  faire  correspondre  celles-ci  ; 

Aux  autres  substitutions  Mp,,  Nji..v  on  pourra  faire  correspondre  des  substi- 
tutions 0ïLpL,  Xji^v  ayant  respectivement  les  formes  (26)  et  (27).  Cela  posé, 
la  substitution  *<?,  dérivée  des  substitutions  ^,,  oit,,  t),  oïl^,  ^^,v  de  la 
même  manière  que  V  dérive  de  L,,  M,,  U,  Mj^,  N^,v»  aura  V  pour  corrélative. 

580.  La  substitution  *<?,  que  nous  venons  de  déterminer,  n'est  pas  la  seule 
substitution  de  la  forme  $P^qui  ait  V  pour  corrélative;  mais  il  est  aisé  de 
déterminer  toutes  les  substitutions  qui  jouissent  de  cette  propriété. 
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Soit  1  Tune  des  substitutions  cherchées  :  on  aura  2  =  ^2,,  2|  étant  une 
nouvelle  substitution  de  la  forme  ^,  et  qui  transforme  A,,  B,,. . .  en /'A,, 
g^'B,,.. .,/',  g\...  étant  des  substitutions  de  F.  Mais  ces  transformées 
ont  respectivement  les  mêmes  caractéristiques  que  A,,  Bi,...  :  donc/\  g',,., 
se  réduisent  à  des  puissances  de  6,  Soient /'=  6^s  g'=  9"*',...;  on  aura 
2,  =  A*'B^/...22»  ^2  étant  une  substitution  de  la  forme  ^  ot  échangeable 
à  A,,  B,,...,  ce  qui  exige  évidemment  qu'elle  soit  de  la  forme 


(  ?'9)  ^ 


[^. ?a...e]    2^ «;,[?. S-i---g]o 


où  les  divers  coefficients  représentés  par  le  symbole  général  a]^  sont  des  en- 
tiers complexes,  formés  avec  i,  et  indépendants  deÇf,  ^2 

Si  chaque  suite  ne  contenait  qu'un  indice,  le  dernier  indicateur  s  ne  serait 
susceptible  que  d'une  seule  valeur,  et  pourrait  être  supprimé  sans  inconvé- 
nient; (B  appartiendrait  alors  au  faisceau  F;  mais,  pour  plus  de  généralité, 
nous  continuerons  de  supposer  que  chaque  suite  contient  jtx.'  indices,  |x'  étant 

Quant  à  la  substitution  '^A'/B^/...,  elle  est  le  produit  de  substitutions 
partielles  dont  Tune  est  égale  à  9^,  les  autres  étant  de  la  forme 


(3o)  S=: 


[?.?,...£]      ^  «5;,^;     [/./:...£]. 


/..'t, 


où  les  coefficients  oc][]\\  sont  des  entiers  complexes  indépendants  de  s. 

La  substitution  1  est  donc  le  produit  de  ^  par  deux  autres  substitutions, 
appartenant  respectivement  aux  formes  §  et  @. 

581.  Nous  avons  vu  (557)  que  le  groupe  F  résulte  de  la  combinaison 
d'une  substitution  de  la  forme  $^^avec  un  groupe  partiel  F'  formé  de  sub- 
stitutions qui  ne  déplacent  pas  les  séries.  D'après  ce  qui  précède,  on  aura 
^^^=  cjn^h'^'f  s'  et  6'  étant  respectivement  des  formes  s  et  6;  quant  aux 
substitutions  de  F,  elles  seront  de  la  forme  S6,  et  pourront  se  réduire  à  la 
forme  s  ou  à  la  forme  G,  si  l'une,  des  substitutions  composantes  appartient 
au  faisceau  F,  formé  des  substitutions  communes  à  ces  deux  formes. 

Formons  l'échelle  de  substitutions  génératrice  du  groupe  F',  de  telle  sorte 
que  les  substitutions  du  faisceau  F  soient  les  premières  introduites  (526). 
Soit 


DE  LA  RÉSOLUTION  PAR  RADICAUX.  M 

celte  échelle.  Les  substitutions  S|,  Sj, . . . ,  S,,  6,, . . . ,  considérées  isolément, 
appartiendront  à  T. 

En  effet,  nous  allons  prouver  que  le  groupe 

est  résoluble;  cornnoe  il  contient  r,  qui  est  résoluble  et  général,  il  se  con- 
fondra avec  lui.  Il  suffit  pour  cela  de  faire  voir  que  chacune  des  substitu- 
tions/^,/,..., s,,...,  s„,  6,,,..,  6„,  (P^s'G'est  permutable  au  groupe  dérivé 
des  précédentes;  nous  allons  le  montrer,  par  exemple,  pour  la  dernière  de 
ces  substitutions.  Les  substitutions/,,/,...,  s,  6|,...,  8«e„,  î^g'6'  formant 
Téchelle  d'un  groupe  résoluble,  on  aura  par  exemple 

/',  étant  une  substitution  de  F.  On  en  déduit,  en  remarquant  que  les  substi- 
tutions de  la  forme  6  sont  échangeables  à  celles  de  la  forme  s, 

Or  le  premier  membre  de  cette  égalité  est  de  la  forme  G;  le  second  est  de 
la  forme  s  :  d'ailleurs  les  seules  substitutions  communes  à  ces  deux  formes 
sont  celles  de  F;  donc  les  deux  substitutions  ci-dessus  appartiennent  à  F. 
Soit/"  leur  valeur  commune  :  les  transformées  de  G,^  et  de  S,„  par  $^g's'  se- 
ront respectivement  égales  à  S*"...err'/^  ^^  ^^f'n^^l"'"^Vf',n  î  ^Hes  appartien- 
dront donc  au  groupe  dérivé  de/,/,....  s,,...,  s,,,  G,,...,  G„,  ce  qu'il  fal- 
lait démontrer. 

582.  Le  groupe  F'  contient  des  substitutions  de  la  forme  6,  autres  que  celles 
de  F.  Supposons  en  «ffet  qu*il  en  soit  autrement;  nous  allons  voir,  comme  au 
n**  558,  que  le  groupe  F,  exclusivement  dérivé  des  substitutions  F,  s,, ... , 
cS„,  *^8'5'  ne  peut  être  général. 

Soient/o,  /,•••  'es  substitutions  de  F;  ^o/o»  ^o/>---;  ^«/o»  ^i/. ...;.. . 
celles  de  la  forme  g.  Les  groupes  F^,  Fi,...  transformés  de  F  par  les  substi- 
tutions Go,  G,,...,  seront  respectivement  dérivés  des  substitutions  F,  S|,..., 
^s,i,  auxquelles  les  transformantes  sont  échangeables,  jointes  aux  trans- 
formées $'^s'Ga,/p,,  a'^tS'Ga,/p,,...  de  la  substitution  ç^s'G'. 

Cela  posé,  si  l'on  a  Ga.  =  G»,,  on  obtiendra  un  groupe  résoluble  plus  gé- 
néral que  F,  en  lui  adjoignant  la  substitution  ^^^J\  qui  lui  est  permuta- 
ble (558).  Si  au  contraire  toutes  les  substitutions  G»,,  Ga,,...  sont  distinctes, 
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Tune  d^elles,  6»,  p^i*  exemple,  se  réduira  à  ruoité.  Soit  alors  W  une  substi- 
tution de  la  forme  ^»  qui  n'appartienne  pas  à  F,  et  dont  les  coefficients 
soient  réels  :  on  pourra  adjoindre  à  r  la  substitution  6, W67* ,  qui  est  échan- 
geable à  toutes  ses  substitutions. 

583.  Le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  F  qui  sont  de  la 
forme  G  est  évidemment  permutable  à  toutes  les  substitutions  de  F.  On 
pourra  donc  (528)  j'  déterminer  un  faisceau  G',  plus  général  que  F,  permuter 
ble  aux  substitutions  de  T^  et  dont  les  substitutions  soient  échangeables  entre 
elles,  aux  ¥  prés.  Si  ce  faisceau  peut  être  déterminé  de  plusieurs  manières, 
nous  le  choisirons  de  telle  sorte  que  son  ordre  soit  minimum.  Raisonnant 
comme  précédemment,  nous  verrons  successivement  : 

i*'  Que  G'  résulte  de  la  combinaison  de  F  avec  une  double  suite  A', ,  B', ,...; 
A',.,  B',.  dont  chaque  substitution  est  échangeable  à  toutes  les  autres,  sauf  à 
son  associée,  à  laquelle  elle  est  liée  par  une  relation  de  la  forme 

B  7"  *  A ,  B ,  =  9' A ,,..., 

Q'  désignant  la  substitution  de  F  qui  multiplie  les  indices  de  la  r-\-  i'^'"*  série 
par  9'P';  le  facteur  6'  étant  une  racine  de  la  congruence 

(3i)  9'^-'=i     (mod./?), 

et  n'  un  diviseur  premier  de  p^  —i  (559-:561  )» 

2^  Que  les  jx'  indices  qui  se  déduisent  Vun  de  Vautre  par  la  variation  de 
l'indicateur  6  peuvent  être  remplacés  par  d^autres  indices  indépendants,  qui 
se  partagent  en  n'^  suites,  en  réunissant  ensemble  les  indices,  en  nombre 
[x"=  ij/n''^,  que  A\,...,  A'„,  multiplient  par  les  mêmes  facteurs  :  et  qu'c/i  choi- 
sissant convenablement  les  nouveaux  indices,  et  remplaçant  l'indicateur  unique 
6  par  &  indicateurs  yj  < ,  rj  2  »  •  •  •  variables  de  o  àn^  —  1,  et  un  indicateur  e'  va- 
riable de  o  à  [i"  —  i,  on  pourra  mettre  les  substitutions  A\.,  B', , . . . ,  sous  la 
forme  suivante  : 


à  moins  que  l'on  n'ait  p""  ^3  (mod.  4)  ^^  ^'=  2»  auquel  cas  A\  et  B\  pourront 
avoir,  au  lieu  de  la  forme  précédente,  celle-ci  : 

(33)  f  ^''^  '  f^'^'*  ••*^'*  ••^'^*     ""  ^''''t?'  ^'*  "'  '^'  "^'''  "^'^*  I' 
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(  Voir  les  n^*  562-576.)  Il  est  clair  d'ailleurs  qu'on  peut  ramener  ces  substi- 
tutions aux  fornoes  types  ci-dessus  en  opérant  séparément,  et  de  la  même 
manière,  sur  chacune  des  suites  d'indices  qui  correspondent  aux  divers  sys- 
tèmes de  valeurs  de  S|,^2)*--*  En  agissant  ainsi,  les  expressions  des  substi- 
tutions F,  A|,  Bo*--9  ^41  S2f"-  ne  seront  évidemment  pas  altérées.  Il  faudra 
seulement  y  écrire  [Çi  Ç2"^««--£']r  à  la  place  de  [§,£2-*-e]r- 

3*^  Qu'à   chaque   substitution   <?  de  T y   qui  transforme  A'^,   B'j,...    en 

g  m  M  ^m  ■ 

/,'  A  ■'  B'f  ' . . . ,  g\  A'/'  B'j  ' .......  correspond  une  substitution 

appartenant  au  groupe  abëlien  {et  dans  certains  cas  à  l'un  des  groupes  hypo- 
abéUens)  de  degré  tt'^^'  (577-578). 

5**  Que  chacune  des  substitutions  G|,  G2,...,  6'  est  le  produit  de  deux  substi- 
tutions partielles  y  ayant  les  formes  suivantes  (579-580)  : 


(34) 


(35J 


[5i$2...yîi. .  .e'J      \û:;J;^;  [Ç,  Ça. . .  m,...  e'], 


m 


\» 


[ÇiÊ-i. .  .vîi. . .  e']      -N  «*'-[$«  ?j-  •  -  ^îi-  •  •  ?']i 


5*^  Que  les  deux  substitutions  partielles  dont  E, ,  62» . . .  sont  le  produit  appar- 
tiennent au  groupe  T  (581);  que  si  |ul">  1,  r  contiendra  des  substitutions 
de  la  forme  (  35  ),  autres  que  celles  du  faisceau  F  (582)  ;  que  parmi  ces  substi- 
tuons on  pourra  déterminer  un  second  faisceau  G",  analogue  à  G  e/  à  G'  ;  etc. 

584.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  [j/'  se  réduise  à  l'unité.  Les  sub- 
stitutions de  la  forme  (35)  se  réduiront  à  celles  de  F. 

Soient  maintenant  x?  =  3^:^ une  substitution  quelconque  de  T  :  on  pourra 
lui  déterminer,  comme  aux  u**^  578  et  583,  deux  substitutions  corrélatives 
V,  V,  appartenant  respectivement  aux  groupes  abéliens  (hypoabéliens)  de 
degrés  tt^^,  rr'^*^,  et  y  multipliant  les  exposants  d'échange  par/?P(nîod.  tt), 
/>P(mod.  tt').  Les  deux  groupes  A,  A'  respecti^^ement  formés  par  l^  ensemble  des 
substitutions  V  et  par  l'ensemble  des  substitutions  V,  étant  isomorphes  à  F, 
seront  résolubles.  De  plus  ^  ils  seront  primaires.     ' 

En  effet,  si  A,  par  exemple,  n'était  pas  primaire,  il  existerait  des  fonc- 
tions f,  9',...  des  indices  a?,,  j^,,...,  en  nombre  moindre  que  ces  indices,  et 
que  chaque  substitution  de  A  remplacerait  par  des  fonctions  linéaires  de  9, 
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<pV....  Celles  des  subslilutions  de  la  forme 

qui  n'allèrent  pas  ces  fonctions,  fornieraient  un  faisceau  D  permutable  à 
toutes  les  substitutions  de  A.  Les  substitutions  de  F,  permutant  entre  elles 
les  substitutions  Ar'Bf'...,  aux  F  près,  de  la  même  manière  que  celles  de  A 
permutent  les  substitutions  ^v^' iJi>i * . .  •  >  seraient  permutables  au  faisceau  dé- 
rivé  de  F  et  des  substitutions  formées  avec  A,,  B,,...,  comme  celles  de  F) 

le  sont  avec  .i,,  iji,,, Ce  faisceau  étant  contenu  dans  G,  et  moins  générai 

que  lui,  un  tel  résultat  est  inadmissible  (559). 

585.  Réciproquement,  soient  L,  L'  deux  groupes  résolubles  et  primaires, 
respectivement  contenus  dans  les  groupes  abéliens  (bypoabéliens)  de  de- 
grés 71**,  Ti'*'**'.  Associons  leurs  substitutions  de  toutes  les  manières  possi- 
bles, de  telle  sorte  que  deux  substitutions  associées  Y,  Y'  multiplient  les 
exposants  d'échange  par  des  facteurs  respectivement  congrus  à  une  même 
puissance  de  p.  Soient/??  (mod.  7r),/?P(mod.  vf)  ces  facteurs.  A  chaque  sys- 
tème de  substitutions  associées,  tel  que  Y,  Y',  on  pourra  faire  correspondre 
une  substitution  \'^  de  la  forme  9^^f  dont  Y,  Y'  soient  les  corrélatives.  Le 
groupe  T  formé  par  les  substitutions  ainsi  déterminées^  jointes  aux  substitu- 
tions F,  A I ,  B, , . . . ,  A'j ,  B', , . . . ,  sera  résoluble.  ^ 

En  effet,  soit  A  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  L  qui  sont 
les  corrélatives  de  celles  de  F.  Ce  groupe,  étant  contenu  dans  L,  sera  réso- 
luble (521  ).  Il  est  d'ailleurs  isomorphe  à  F;  ce  dernier  groupe  sera  donc  ré- 
soluble, si  le  groupe  F(  formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  ont  pour 
première  corrélative  l'unité  est  lui-même  résoluble  (525).  Or  soit  A',  le 
groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  \J  qui  sont  les  corrélatives  de 
celles  de  F,.  Ce  groupe,  étant  contenu  dans  L\  sera  résoluble  (521).  Il  est 
d'ailleurs  isomorphe  à  F,;  ce  dernier  groupe  sera  donc  résoluble,  si  le 
groupe  F2  formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  ont  leur  seconde  corré- 
lative égale  à  l'unité  est  lui-même  résoluble.  Or  soit  $p*^(  une  substitution 
de  Fj.  Ses  corrélatives  se  réduisant  a  l'unité,  le  facteur /??•  par  lequel  elles 
nuiltiplient  les  exposants  d'échange  se  réduit  à  i  (mod.  n)  et  à  1  (mod.  tt'). 

Cela  posé,  la  substitution  $p«  transforme  A,,  B,,...,  A', ,  B'^,...  en  A^^'=  A,, 

B,,...,  A'f*=  A'j,  B'j,...  :  elle  aura  donc  l'unité  pour  chacune  de  ses  cor- 
rélatives. Il  en  sera  donc  de  même  de  ^,;  donc  ^^  transformera  A,,  B,,..., 

A',,  B',,...  en/,  A,,  ^,  Bn-..,/,'  A',,  g-'iB',, ...,/,,  g^^,..  .,/i'  »  gt^--  étant 
des  substitutions  de  F.  Pour  que  ces  transformées  aient  mêmes  caractéris- 
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tiques  que  Âo  B,,..  ,  A'j,  B', ,...  il  faut  que/»,  g^,,...  se  réduisent  à  des  puis- 
sances de  ô,  telles  que  ô^sô"*',...  (580)  et/[  ,  g"',,...  à  des  puissances  de  6\ 

telles  que  ^'^',  6'-*' On  en  déduit  ^^  =  A'/B^/..,  A'/' B'f'.../ /étant 

une  substitution  de  la  forme  ^,  échangeable  à  A,,  B,,...,  A',,  B',,...,  et  qui, 
par  suite,  appartient  à  F. 

Or  il  est  clair  que  le  groupe  (F,  A,,  B,,...,  A',,  B'i,...)  est  résoluble,  et 
permutable  aux  substitutions  telles  que  $^',  qui  d'ailleurs  sont  échangeables 
entre  elles.  Le  groupe  Ta,  dérivé  de  la  combinaison  de  ces  diverses  substi- 
tutions, est  donc  résoluble. 

586.  Il  semble  au  premier  abord  qu'il  y  ait  une  certaine  indétermination 
dans  la  manière  de  construire  le  groupe  F;  car  on  peut  déterminer  de  di- 
verses manières  une  substitution  'Ç  ayant  pour  corrélatives  deux  substitu- 
tions associées  quelconques,  telles  que  V,  V.  Mais  de  quelque  manière  qu'on 
les  détermine,  le  groupe  T  sera  le  même.  Soient  en  effet  ^,  '9,  deux  substitu- 
tions ayant  chacune  V,V' pour  corrélatives.  On  aura  V^  =  t:>^,,  ^,  étant  une 
substitution  de  forme  ^,  ayant  pour  corrélatives  l'unité,  et,  par  suite,  dé- 
rivée de  F,  A,,  B,,...,  A'j,  B',,...  (585).  Le  groupe  F  contenant  dès  le  début 
de  la  construction  ces  dernières  substitutions,  il  est  indifférent  de  leur  ad- 
joindre ensuite  la  substitution  '^  ou  la  substitution  tp,  ;  car,  dans  Fun  et  Fau- 
tre  cas,  F  contiendra  ^P  et  "^i. 

587.  On  voit  par  ce  qui  précède  que  la  construction  du  groupe  F  re- 
vient à  celle  des  groupes  auxiliaires  L,  L'.  Aux  diverses  manières  de  déter- 
miner ces  groupes  correspondent  pour  F  autant  de  groupes  différents.  D'ail- 
leurs, notre  recherche  étant  bornée  aux  groupes  les  plus  généraux  de  la 
forme  F,  on  devra  supposer  que  L,  V  sont  les  groupes  les  plus  généraux  de 
leur  espèce  (*).  Leur  détermination  conduit  donc  au  problème  C. 

588.  Plaçons  ici  quelques  définitions  : 

Une  substitution  abélienne  sera  dite  abélienne propre,  si  elle  n'altère  pas 
les  exposants  d'échange. 


(*)  On  serait  en  droit  d'exiger  que  non-seulement  L,  L',  mais  encore  A,  A^  fussent  primaires 
(584).  Mais  cette  condition  n*est  pas  nécessaire  à  la  résolubilité  du  groupe  r.  En  la  négligeant, 
nous  n'avons  donc  à  craindre  d'autre  inconvénient  que  d'obtenir  pour  r  des  groupes  non  géné- 
raux, ou  formant  double  emploi  avec  d'autres.  Nous  indiquerons  plus  loin  le  moyen  de  parer  avec 
certitude  à  ce  défaut. 
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Si  TT  =  2,  toute  substitution  abélienne,  et  notamment  toute  substitution 
hypoabélîenne,  sera  évidemment  abélienne  propre. 

Deux  groupes  contenus  dans  le  même  groupe  abélien  seront  dits  sem- 
blables [improprement  semblables),  si  l'on  peut  les  transformer  l'un  dans 
l'autre  par  des  substitutions  abéliennes  propres  (impropres). 

589.  On  obtiendra  le  même  groupe  F,  à  la  notation  prés,  en  employant 
pour  groupes  auxiliaires,  à  la  place  de  L  {ou  de  V),  T  un  quelconque  L,  des 
groupes  qui  lui  sont  semblables. 

Soient  en  effet  F,  A,,  B,,...,  A',,  B'^,...,  s^,...,  $„,  G,,...,  G«,  «^s'g'  les 
substitutions  de  F  :  i,  S,,...,  S„,  S' les  substitutions  correspondantes  de  L; 
S  la  substitution  abélienne  propre  qui  transforme  L  en  L,,  s  sa  corrélative, 
construite  comme  au  n^  579.  Le  groupe  r«,  construit  a  l'aide  du  groupe  L,, 
aura  pour  substitutions  F,  A,,  Bo...,  A',,  B',  ,.^.,  5~*§,8,,..,  S~'S„8,  G,,..., 
c„,  s~**^«'86'.  D'ailleurs  8  est  permutable  au  faisceau  F,  Af^Bi,...,  et  échan- 
geable à  A'^,  B'j,...  ainsi  qu'à  ^i,...,  G,,,  6'.  Donc  le  groupe  transformé  de  r 
par  s  n'est  autre  que  T^.  On  pourra  donc,  par  un  simple  changement  d'in- 
dices indépendants,  réduire  les  substitutions  de  F  à  la  forme  de  celles  de  F,, 
et  réciproquement  (172). 

590.  On  pourra  déterminer  comme  il  suit  l'ordre  de  F. 

Soient  g  une  racine  primitive  de  la  congruence  g*""'  ^^i  (mod.  w);  V,, 
Vs,...  les  substitutions  de  L;  g^\  ^^S**-  les  facteurs  par  lesquels  elles  mul- 
tiplient les  exposants  d'échange  :  L  contient  la  substitution  W  =  V7' V^'..., 
qui  les  multiplie  par  ^«•'"t+as"»:-*-  .  Cela  posé,  on  pourra  profiter  des  indé- 
terminées /w,,  /Wj,...  pour  que  a,  m, -h  «3/^2 -h.. .  se  réduise  à  d,  plus 
grand  commun  diviseur  deoci,  a2fM  n  —i.  Supposons  oc  t=de^,  a^^de^^.,,, 
TT—  I  =  ûfe;  on  aura  V,  =  W^S^,  Va  =  W^'Sj,...,  S,,  Sa,...  étant  des  sub- 
stitutions de  L  qui  soient  abéliennes  propres.  Soit  maintenant  £  un  entier 
quelconque  compris  entre  o  et  6  —  i.  A  chaque  substitution  S4  contenue 
dans  L,  et  qui  n'altère  pas  les  exposants  d'échange,  correspondra  une  autre 
substitution  W^Sf  qui  les  multiplie  par  g^'S  et  réciproquement.  Soit  donc  o> 
l'ordre  de  L;  celui  du  groupe  partiel  formé  par  celles  de  ses  substitutions 

qui  sont  abéliennes  propres,  sera  —  =  — 3-- 

Le  nombre  rf,  que  nous  appellerons  Yexposant  du  groupe  L,  est  au  plus 
égal  à  2.  En  effet,  la  substitution  qui  multiplie'tous  les  indices  par  g,  et  les 
exposants  d'échange  par  g'^,  étant  échangeable  à  toute  substitution  linéaire, 
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os(  contenue  dans  I..,  sans  quoi  on  pourrait  Padjoindre  à  ce  groupe,  pour 
fornier  un  groupe  analogue  mais  plus  général,  ce  qui  est  contraire  à  notre 
hypolhèse. 

On  voit  de  même  que  ^  désignant  une  racine  primitive  de  la  congruence 
g"^~^^  I  (mod.  7i'),  et  d*  un  entier  au  plus  égal  à  2,  les  substitutions  de  L' 
seront  de  la  forme  W'^'S', ,  W  étant  une  substitution  de  L'  qui  multiplie  les 
exposants  d'échange  par  g"^\  et  S',  une  substitution  abélienne  propre.  L'or- 
dre du  groupe  partiel  formé  par  ces  dernières  substitutions  sera  ,  ^*  > 
&/  étant  l'ordre  de  L'. 

591.  Soient  maintenant  •<?  =  ^Jt^P;^  une  substitution  quelconque  de  T. 
W^S,,  ^'^'S'j  ses  corrélatives;  elles  multiplieront  les  exposants  d'échange 
par/>P;  mais  elles  les  multiplient  par  g^^'S  ^"''^';  on  aura  donc 

(36)  /??  =  gr'''(mod.  7r)  =  g^'''''(mod.  tt'). 

Réciproquement,  soient /9,  &,  s'  trois  entiers  quelconques  qui  satisfassent 
aux  relations  (36),  S,,  S',  deux  substitutions  abéliennes  propres  quelcon- 
ques prises  dans  les  groupes  L,  L',  ^,  une  substitution  quelconque  de  la 
forme  ^^  et  ayant  l'unité  pour  chacune  de  ses  corrélatives  :  le  groupe  F 
contiendra  les  substitutions  de  la  forme  ^^1,  qui  ont  pour  corrélatives 
W^S,,  W'^'S'j .  Soient  donc  A  le  nombre  des  valeurs  de  /5  (mod.  v)  qui  per- 
mettent de  satisfaire  à  une  relation  telle  que  (36),  /  le  nombre  de  manières 
de  choisir  la  substitution  S|,  /'  le  nombre  de  manières  de  choisir  la  substi- 
tution S\,  q  le  nombre  de  manières  de  choisir  la  substitution  ^,  :  Tor- 
dre il  de  r  sera  klVq. 


I  .j 


Or  nous  venons  de  trouver  /=  — ^>  /'=  -, D'autre  part,  la  sub- 

siilulion  ^,  =/A''B^j'...  A'/'B'f'...  a  évidemment  (/?"  —  1  ) tt^^tt'^'  formes  dis- 
tinctes correspondant  aux  divers  systèmes  de  valeurs  de/,  a,,  p,,..,  «j, 

/5', Entin  soient /^^s /?p«,...  les  diverses  puissances  de/?  qui  sont  congrues 

à  la  fois  à  des  puissances  de  g'^  suivant  le  module  tt  et  à  des  puissances 
de  ^^'  (mod.  tt')  :  il  est  clair  que/>"'«P'"*'"'«P*^  sera  l'une  de  ces  puissances. 
On  peut  d'ailleurs  disposer  des  indélerminées  /n<,  /Wo,...  de  manière  à  ré- 
duire l'expression  précédente  à/>^,  c^  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de 

jo,,  pa D'ailleurs  (?  divise  v;  car/?"  étant  congru  à  i^g^'^"*(mod.7r)  (561) 

et  à  i^^'^-'  (mod. .71')  (583),  v  est  l'un  des  nombres  de  la  suite/?,,  /Po,.... 

57 
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Les  diverses  valeurs  de  p  qui  permeltent  de  satisfaire  aux  relations  de  la 
forme  (36)  seront  donc  les  suivantes  :  o,  c?,...,  (^  —  i  j  ^,  en  nombre  ^• 

On  aura  donc  k  =  -z^  d*oti 

0 
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CHAPITRE  IV. 

RÉDUCTION  DU  PROBLÈME  €. 


§  I.   —  Groupes  décomposables.  • 

592.  Soit  L  On  groupe  résoluble,  primaire  et  général  contenu  dans  le 
groupe  abélien  (dans  l'un  des  groupes  hypoabéliens)  de  degré />^".  Il  résulte 
de  la  combinaison  d'une  substitution  W  qui  multiplie  les  exposants  d'é- 
change par  g*^  [g  étant  une  racine  primitive  de  la  congruence  g-''"*  =?  i 
fmod./?),  et  d  étant  au  plus  égal  à  2]  avec  des  substitutions  abéliennes 
propres  (590).  Le  groupe  A  formé  par  les  substitutions  abéliennes  propres 
contenues  dans  L  est  évidemment  permutable  aux  substitutions  de  L;  il  ne 
peut  d'ailleurs  se  réduire  à  la  seule  substitution  i.  En  effel,  si  /?  =  2,  il  se 
confond  avec  L;  et  si  /?>  2,  L  contient  la  substitution  g  qui  multiplie  tous 

les  indices  par  §^(590),  substitution  dont  la  puissance  ^ — ^  estabélienne 

propre  et  multiplie  tous  les  indices  par  —  i. 

593.  Le  groupe  L  sera  dit  décomposable^  si  n  étant  égal  à  mX,  on  peut 
déterminer  X  systèmes  de  2m  fonctions  linéaires  des  indices,  réelles  et  dis- 
tinctes, et  telles  :  i^  qu'en  les  prenant  pour  indices  indépendants  les  expo- 
sants d'échange  des  substitutions  correspondantes  à  deux  indices  de  sys- 
tèmes différents  soient  tous  congrus  à  zéro;  2^  que  chaque  substitution  de  L 
remplace  les  indices  de  chaque  système  par  des  fonctions  linéaires  des  in- 
dices d'un  même  système. 

Le  groupe  L  étant  supposé  décomposable,  il  peut  exister  plusieurs  ma- 
nières d'y  déterminer  des  systèmes  de  fonctions  jouissant  des  propriétés  ci- 
dessus  :  nous  choisirons,  pour  y  appliquer  nos  raisonnements,  une  de  celles 
où  le  nombre  X  des  systèmes  est  minimum. 

Soient  070,  jo»...;...;  o?^,  j;., ...;...  les  2/wX  fonctions  considérées,  l'indi- 
cateur r  variant  d'un  système  à  l'autre,  entre  les  limites  o  et  X—  i;  Cj.^, 
C^.,,. ..;...;  C^.^,  C^^, ...;...  les  substitutions  correspondantes.  Le  déterminant 
formé  par  leurs  exposants  d'échange  mutuels  ne  peut  être  congru  à  zéro. 

57. 
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Mais  (CjoC^J»...  étant  congrus  a  zéro,  par  hypothèse j  ce  déterminant  se  ré- 
duira au  produit  des  déterminants  partiels 


(t-xu  Wo)     (^*u  ^^/o)      •  •   • 
(  Kjjr^  Ltx^  )     {  ty  „  ijYo  J      •   •   • 


iCx,   Cx.)      (C,.   Cjr,)       .    .    . 


•     •    ■    • 


Donc  aucun  de  ces  déterminants  partiels  ne  sera  congru  à  zéro. 

594.  Chaque  substitution  de  L  sera  le  produit  de  deux  substitutions  par- 
tielles N  A  P,  dont  la  première  remplace  les  indices  de  chaque  système  par 
les  indices  correspondants  d'un  autre  système,  et  dont  la  seconde  remplace 
les  indices  de  chaque  système  par  des  fonctions  de  ces  mêmes  indices  (5i5;. 

Ici  deux  cas  seront  à  distinguer,  suivant  que  les  substitutions  de  A  se  ré- 
duiront ou  ne  se  réduiront  pas  toutes  à  la  forme  P. 

595.  Premier  cas.  —  Ce  cas  ne  peut  se  présenter  si  p  =  2,  ni  si  d=  2.  (m 
si  p  =  2,  L  se  confond  avec  A;  et  si/>>  2,  mais  rf=  2,  L  dérive  de  la  com- 
binaison de  A  avec  la  substitution  g,  laquelle  est  évidemment  de  la  forme  P 
(590).  Si  donc  les  substitutions  de  A  étaient  de  cette  forme,  aucune  substi- 
tution de  L  ne  déplacerait  les  systèmes,  et  L  ne  serait  pas  primaire  (311;. 

Soit  donc  d=  i  :  on  aura  X=  2.  Soient  en  effet  2,,  un  système  quel- 
conque, 2,  le  système  que  W  lui  fait  succéder,  I2  celui  qu'elle  fait  succéder 
à  2,.  La  substitution  W^  fait  succéder  Jiia  à  2„.  Mais  on  a  W*  =  ^S,  S  étant 
une  nouvelle  substitution  de  L,  qui  sera  abélienne  propre,  et  par  suite  de 
la  forme  P,  Donc  W^  sera  lui-même  de  cette  forme,  et  par  suite  ne  dépla- 
cera pas  les  systèmes.  Donc  ^2  se  confond  avec  2o-  Donc  les  substitutions  A 
et  W,  dont  L  est  dérivé,  permutent  exclusivement  entre  eux  les  deux  sys- 
tèmes 2^,,  2,.  Si  donc  il  y  avait  d'autres  systèmes  que  ces  deux-Ui,  L  ne 
serait  pas  primaire  (311). 

596.  Une  substitution  quelconque/,  prise  dans  le  groupe  A,  est  le  pro- 
duit de  deux  substitutions  partielles  /o,  /,  opérées  respectivement  sur  les 
indices  des  deux  systèmes  1^  et  2,.  Chacune  de  ces' substitutions  partielles 
sera  abélienne  propre ,  Car/^,  par  exemple,  transformée^^,  C^,,...,  C^,,  ('^.t.- 
en  substitutions  telles  que  D  =  C*^C^,...,  D'  =  Q.,Cj,...,...,  Cj.,,  C^,,....Mais 
la  substitution /transforme  également  C;^,,  C^,,...  en  D,  D',...;  et  comme 
elle  appartient  à  A,  D,  D',...  auront  mêmes  exposants  d'échange  mutuels 
que  C^^,  C^,»....  D'autre  part,  les  exposants  d'échange  de  C-r.,  Cr.,...  avec 
^*\f  C^,.*--  étant  congrus  à  zéro,  par  hypothèse,  il  en  sera  de  même  de 
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«eux  (le  D,  D',...  avec  les  mêmes  substilulions.  Enfin/,,  transformant  C^.^, 
C^,,...  en  elles-mêmes,  n*al(ëre  pos  leurs  exposants  d'échange  mutuels. 
Donc/o  est  abélienne  propre. 

Cela  posé,  soient  f^f^^  flf\  ,...  les  diverses  substitutions  de  K  :  A  con- 
tiendra chacune  des  substitutions  partielles  f^,  /^  ♦•••>  /i»  /i  »••••  On  voil  en 
effet,  comme  au  n°  547,  que  le  groupe  dérivé  de  la  combinaison  de  L  avec 
ces  substitutions  partielles  est  résoluble.  D'ailleurs  ses  substitutions  sont 
abéliennes.  Enfin  il  serait,  contre  Thypothëse,  plus  général  que  L,  si  /o, 
/o  »---»/i«/i'  >•••  n'étaient  pas  contenues  dans  L,  et  par  suite  dans  A. 

597.  Le  choix  des  indices  indépendants  a^ot^o»--*»  ^i>  Jn--  présente  un 
certain  arbitraire.  Prenons  en  effet  pour  indices  indépendants,  a  la  place 
de  Xi,  yt,...  par  exemple,  des  fonctions  quelconques  z,  u,...  de.  ces  indices* 
Les  substitutions  C^,  C«,...  correspondantes  à  ces  nouveaux  indices  seront 
de  la  forme  C^^C^^.^...,  et,  par  suite,  auront  des  exposants  d'échange  congrus 
a  zéro  avec  C^,,  C^,,....  En  outre,  il  est  clair  qu'après  ce  changement  d'in- 
dices, chaque  substitution  de  L  fera  encore  succéder  aux  indices  de  chaque 
système  des  fonctions  des  indices  d'un  même  système.  Les  deux  propriétés 
fondamentales  du  n**  593  seront  donc  conservées. 

Le  choix  des  indices  indépendants  restant  arbitraire  dans  le  premier  sys- 
tème, prenons  pour  indices  iudépendants  dans  le  second  système  les  fonc- 
tions a?,,  y,,...  que  la  substitution  W  fait  succéder  à  œ^,  y^ Cette  sub- 
stitution remplaçant  respectivement  x^,  v,,...  par  des  fonctions  de  x^, 
Vo,...,  on  pourra  la  mettre  sous  la  forme                  * 


W    :rr 


"^•j   ^0»  •  •  •         *^\f  ^*i>  •  •  •  I 


[ 


t  • 


On  en  déduit 


g-'  \\'  = 


^•»  y'of  •  •  •    s  ,  ^{^99  Vif  •  •  •  )>  S"  Vv-^*»  .Vo>  ...),.■• 


Mais  L,  contenant  g^  et  W,  contient  g'"'  W^,  et  cette  substitution,  étant  abé- 
lienne propre,  appartient  à  A;  chacun  des  deux  facteurs /o,/,  dont  elle  est 
le  produit  appartiendra  également  à  A;  et  L,  résultant  de  la  combinaison 
de  A  avec  W,  résultera  également  de  la  combinaison  de  A  avec 


Quant  au  groupe  A,  il  résulte  de  la  combinaison  des  deux  groupes  par- 
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liels  Ao»  Ai,  respectivement  formés  des  substitutions /o,/^  ....  et  des  sub- 
stitutions/i,/(  ,....  D'ailleurs  X  transforme  évidemment  ces  deux  groupes 
l'un  dans  Tautre.  Donc  L  résulte  de  la  combinaison  de  X  avec  un  seul  de 
ces  groupes,  tel  que  A^^. 

Remarquons  enfin  que  la  substitution  X,  qui  transforme 

multipliant  les  exposants  d'échange  par  g,  chaque  élément  du  premier  dé- 
terminant partiel  du  n^  593  sera  égal  à  l'élément  correspondant  du  second, 
multiplié  par  g.  Il  suffît  donc  que  le  premier  déterminant  ne  soit  pas  con- 
gru à  zéro  pour  que  l'autre  ne  le  soit  pas  non  plus. 

598.  Réciproquement,  soient  !/  un  groupe  résoluble  et  contenu  dans  le 
groupe  abélien  de  degré  />*'";  0'  son  ordre;  rf'  son  exposant;  A'  le  groupe 
partiel  formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  sont  abéliennes  propres; 
soient  enfin 

les  substitutions  de  A'.  On  pourra  construire  ainsi  qu'il  suit  un  groupe  ré- 
soluble L,  contenu  dans  le  groupe  abélien  de  degré/?*'". 

Ecrivons  à  la  suite  des  indices  x»,  jo»-«-  d'autres  indices  en  nombre  égal, 
.r,,  V,,...  et  supposons  que  les  exposants  d'échange  des  substitutions  C^^,, 
(^,.,„..  avec  Cj.^,  Cy^,.... soient  congrus  a  zéro,  et  que  leurs  exposants  d'é- 
change mutuels  soient  égaux  à  ceux  des  substitutions  C^r,,  C^,,...  respecti- 
vement multipliés  par  g'\  Le  déterminant  des  exposants  d'échange  des 
substitutions  Cj.,,  C^,»...,  Cjr.f  C^,.....,  étant  le  produit  de  deux  déterminantes 
partiels,  égaux  à  un  facteur  constant  près,  et  dont  le  premier  n'est  pas 
congru  à  zéro,  ne  sera  pas  congru  à  zéro.  Cela  posé,  le  groupe  A«  formé 
dos  substitutions 

X9,  y\, . .  :     (xx^-h  ^r,  -h  . .  . ,  a' J7,  -h  (3'j'«  -h  ...... . 

•X\y   y*\y  .    .    •  Xlf    y\f  ... 

jointes  à  la  substitution 

forme  un  groupe  de  substitutions  abéliennes  :  car  les  substitutions  de  Ao 
sont  abéliennes  propres,  et  X  multiplie  les  exposants  d'échange  par  g.  Ce 
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groupe  est  résoluble.  En  efTet,  X  transforme  Ao  en  un  groupe  A|  formé 
des  substitutions 

^.,7i,..-      «Jf, -4- (3^-, -+-. .  ♦,  a':r,  4- (3'j, -f-..  .,.'.  . 


Or  A\  étant  contenu  dans  L\ 'est  résoluble.  Ses  isomorphes  Ao«  A,  le 
seront  également  (525).  Mais  leurs  substitutions  sont  échangeables.  Le 
groupe  (Ao»  A,)  sera  donc  résoluble  (527);  et  en  lui  adjoignant  X,  qui  lui 
est  permutable,  on  aura  encore  un  groupe  résoluble. 

L'ordre  0  du  groupe  L  est  égal  à  f />  —  i)û,  û. étant  l'ordre  du  groupe 
partiel  A  formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  sont  abéliennes  propres 
(590).  Ces  dernières  substitutions  dérivent  de  la  combinaison  de  A©  et  de  A, 
avec  X*^'.  Mais  X''"*,  multipliant  chaque  indice  par  —  i,  est  le  produit  de 
deux  substitutions  partielles,  multipliant  respectivement  par  —  i  les  in- 
dices a?o,yo»---  ^^  '^s  indices  a?i,j,,...,  et  qui  appartiennent  respectivement 
à  Ao  et  à  A,.  Donc  A  se  réduit  a  (A^,  A,)  et  contiendra  Î2'^  substitutions, 
fi'  étant  Tordre  de  A'.  On  a  d'ailleurs 

12'=: j     d  ou     0  — • 

/;-!  p-i 

599.  Pour  que  le  groupe  L  co^nstruit  comme  il  vient  d'être  indiqué  soit 
général,  on  devra  naturellement  prendre  L'  aussi  général  que  possible  dans 
son  espèce.  Mais,  de  plus,  d'  doit  être  égala  2.  Car  supposons  que  V  con- 
tint une  substitution  S'  qui  multipliât  les  exposants  d'échange  par  g.  Cette 
substitution  étant  permutable  à  A',  la  substitution  S,  qui  altère  les  indices 
^o>7o»---  de' la  même  manière  que  S',  et  qui  en  outre  altère  de  la  même 
manière  les  indices  ^r,,  /<••••>  serait  permutable  à  chacun  des  groupes  Ao,  ' 
A|  et  échangeable  à  X.  Elle  serait  d'ailleurs  abélienne,  car  elle  multiplie 
tous  les  exposants  d'échange  par  g".  On  pourrait  donc  l'adjoindre  au  groupe 
L,  et  obtenir  ainsi  un  groupe  plus  général,  L  ne  contenant  évidemment  au- 
cune substitution  qui  multiplie  les  exposants  d'échange  par  ^  sans  permuter 
les  deux  systèmes. 

La  détermination  du  groupe  L  se  trouve  ainsi  ramenée  à  celle  du  gk^oupe 
L'.  Ce  dernier  peut  être  lui-même  décomposable;  mais  comme  d'  est  égal 
à  :2,  on  ne  pourra  retomber  sur  le  premier  cas  de  décomposahilité  que  nous 
venons  de  discuter. 

600.  Second  cas.  —  Supposons  maintenant  que  le  groupe  L  ne  soit  pa; 
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décomposable  de  la  façon  indiquée  ci<dessi»s.  Il  pourra  Têlre  d'une  seconde 
manière,  qui  nous  reste  à  discuter. 

Soient  N' F,  N"P",...  les  substitutions  de  L.  N',  N",...  et  F,  P",.-.  clant 
respectivement  des  formes  N  et  P  (594).  Les  déplacements  opérés  sur  les 
X  systèmes  par  les  substitutions  N',  N",...  forment  un  groupe  A,  résoluble 
et  primitif  (546).  Donc  X  est  une  puissance  d'un  nombre  premier  n.  Soil, 
pour  fixer  les  idées,  X  =  7r^.  Remplaçant  l'indicateur  unique  r  par  deux  in- 
dicateurs H,  yj,  variables  de  o  à  ;r  —  i,  A  résultera  (533  et  546)  de  la  com- 
binaison : 

1°  D'un  faisceau  E  de  substitutions  remplaçant  le  système  (2,  vj)  parle 
système  (?-t-a,  vj  -i-/3);  les  constantes  a,  p,  variables  d'une  substitution  à 
l'autre,  prenant  chacune  toute  la  suite  des  valeurs  o,...,  tt  —  i  (mod.  tt); 

2°  D'un  groupe  H,  dont  les  substitutions  le  remplacent  par  le  système 
[a^-\-b'ii,  a'%-\-b'Yt),  a,  b,  a\  b'  étant  des  entiers  constants  pour  une 
même  substitution. 

601.  Soient  N|P«,  N2P2.---  les  substitutions  de  A; 

les  déplacements  qu'elles  font  subir  aux  systèmes.  Le  groupe  formé  par  les 
substitutions  N^,  Ng,...  contiendra  au  moins  une  substitution  de  E  autre  que 
l'unité. 

En  effet,  A  contient,  par  hypothèse,  une  substitution  N.P,  qui  déplace 
les  systèmes;  la  substitution  correspondante  N,  ne  se  réduira  pas  à  Tunité. 
Si  elle  est  échangeable  k  toutes  les  substitutions  de  E,  on  aura  a,  =  ft',  =  i, 
A,  =a,  =  o,  et  N,  appartiendra  à  E.  Dans  le  cas  contraire,  soit  N'  une  sub- 
stitution de  E  qui  ne  soit  pas  échangeable  à  N,  :  L  contient  une  substitution 
N'  P'  qui  fait  subir  aux  systèmes  le  déplacement  N'.  D'ailleurs  N'  P'  est  per- 
mutable à  A;  donc  A  contient  (N^P<)-'.(N' F)-'  N,  P^N'P,  substitution  qui 
l'ait  subir  aux  systèmes  le  déplacement  N;*  N'~'  N,  N',  lequel  appartient  à  E. 

602.  Le  groupe  formé  par  les  substitutions  N,,  N^,.-.  contient  tout  le  fais- 
ceau E.  En  effet,  les  substitutions  de  L  étant  permutables  à  A,  celles  de  A 
l(î  seront  a  fortiori  au  groupe  (N,,  Ng,...)-  Mais  elles  le  sont  à  E.  Elles  le 
seront  donc  au  groupe  formé  par  les  substitutions  communes  à  (N,,  Na,...) 
et  à  E.  Si  ce  groupe  ne  contenait  pas  toutes  les  substitutions  de  E,  il  ne  se- 
rait pas  transitif,  et  par  suite,  A  ne  serait  pas  primitif  (53). 

Celles  des  substitutions  N|P,,...  du  groupe  A  dont  les  premiers  facteurs 
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N,,...  apparliennentàE  forment  un  faisceau  C  permutable  aux  substitutions 
de  L.  Car  la  transformée  de  N,  P,  par  une  quelconque  de  ces  dernières  sub- 
slilulions,  N'P',  appartient  à  A,  et  son  premier  facteur  N'"*  N,  N'  appartient 
à  E.  On  pourra  donc,  en  formant  l'échelle  génératrice  du  groupe  L,  faire 
passer  les  substitutions  de  C  en  avant  des  autres. 

Considérons  plus  spécialement  encore,  parmi  les  substitutions  de  <^,  celles 
qui  ne  déplacent  pas  les  systèmes  :  elles  forment  un  faisceau  rf,  permutable 
aux  substitutions  de  C.  On  pourra  les  faire  passer  en  avant  de  toutes  les 
autres. 

603.  Chaque  substitution  de  #,  telle  que/,  est  le  produit  de  substitutions 
partielles/,,/,,...  altérant  respectivement  les  indices  des  divers  systèmes. 
On  verra,  comme  au  n**  596,  que  chacune  de  ces  substitutions  partielles  est 
ahétienne  propre  [hypoabélimne),  et  quetlesst  contenue  dans  ê.  On  verra  en- 
suite (548-550)  que  6  résulte  de  la  combinaison  de  §  ai^ec  les  substitutions 

et  que  L  résulte  de  la  combinaison  de  ^  avec  des  substitutions  IJ,  F  J',...;  J, 
J',...  étant  des  substitutions  qui  remplacent  les  indices  de  chaque  système  par 
les  indices  correspondants  d'un  même  systémç^  et  I,  T,...  des  substitutions  qui 
remplacent  les  indices  de.  chaque  système  par  des  fonctions  linéaires  de  ces 
mêmes  indices^  fonctions  dont  les  coefficients  sont  les  mêmes  pour  tous  les  sys- 
tèmes, 

604.  Chacune  des  substitutions  J,  J',...  est  abélienne propre  [hypoabéHenne), 
Oàv  elle  est  le  produit  de  transpositions  effectuées  entre  deux  systèmes. 
Chacune  de  ces  transpositions  est  une  substitution  abélienne  propre  (hy- 
poabélienne).  Soient  en  effet  S  l'une  d'entre  elles;  H^  et  H,  les  deux  sys- 
tèmes qu'elle  permute;  C^,,  C^,...  et  C, ,  C^,....  les  substitutions  respectivcr 
ment  correspondantes  aux  indices  de  ces  deux  systèmes;  M,  M,,...  celles 
qui  correspondent  aux  autres  indices  :  S  transforme 

Mais  parmi  les  substitutions  e^i>*iil>P.,.  il  en  est  une  qui  remplace  H,  par  H» 
et  qui  transforme  ainsi  C^,  C^,...  en  Cj,  C^,....  Donc  C^,  C^,...  ont  mêmes 
exposants  d'échange  mutuels  (et  mêmes  caractères)  que  C^,  C, D'ail- 
leurs les  exposants  d'échange  de  C^^,  Cq,.,.  avec  Cj,  C^,...,  M,  M,,...  et 
ceux  deCj,  C^,...  avec  M,  M,,...  sont  congrus  a  zéro.  Il  en  est  de  même 

5.8 
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(les  exposants  d'échange  des  substitutions  transformées.  Enfin  S  transfor- 
mant en  elles-mêmes  les  substitutions  M,  M,,...  n'altère  pas  leurs  exposants 
d'échange  mutuels  (ni  leurs  caractères). 

m 

605.  Le  groupe  L  contient  les  substitutions  I,  T,...,  J,  J', Car  le  groupe 

dérivé  des  substitutions  S^  I,  1',...,  J,  J',...  est  résoluble  (551).  Ses  substi- 
tutions sont  abéliennes  (hypoabéliennes);  car  IJ,  l'J',...  et  J,  J',...  l'étant, 
F,  r,...  le  seront.  Enfin  il  conlient  L,  et  ne  peut  être  plus  général  que  L. 
par  hypothèse. 

606.  Les  substitutions  J,  J',...  forment  le  groupe  désigné  ci-dessus  par  A. 
Quant  aux  substitutions  dérivées  de  ef,  I,  T,...  qui  ne  déplacent  pas  les  sys- 
tèmes, chacune  d'elles  est  le  produit  de  substitutions  partielles  altérant  res- 
pectivement les  indices  d'un  seul  des  systèmes  2o»  ^i«*--  de  manière  à  mul- 
tiplier les  exposants  d'échange  des  substitutions  correspondantes  par  un 
facteur  constant,  qui  sera  le  mémo  pour  tous  les  systèmes  (et  à  ne  pas  al- 
térer leurs  caractères).  Soient  Lo  =  (/6 *o»---)  le  groupe  formé  par 

celles  de  ces  substitutions  partielles  qui  altèrent  tes  indices  du  système  1^; 
F^,  =(/i,...  i|,...)  le  groupe  formé  par  celles  qui  altèrent  les  indices  du  sys- 
tème 2,,  etc.  Ces  groupes  sont  les  transformés  de  l'un  quelconque  d'entre 
eux,  L^,  par  les  substitutions  de  A.  En  effet,  soit  J  une  substitution  de  A, 
qui  remplace  les  indices  de  2,  par  ceux  de  1^  :  elle  est  évidemment  permu- 
table au  groupe  [S,  I,  1',...).  Mais,  d'autre  part,  les  transformées  des  sub- 
stitutions/o/,,. ..,...,  ij^  «,,...,...  de  ce  groupe  par  J  font  subir  aux  indicos 

de  2,  des  altérations  évidemment  représentées  par  J^'y^*'»'..»  J"*'©' 

Ces  dernières  substitutions  se  confondent  donc,  à  l'ordre  près,  avec  les  sub- 
stitutions/,,..., I,,.... 

607.  Soient  réciproquement  o?^,  Vo»«";'m  ^p»  Jp»-»*;-»-  /  systèmes  d'in- 
dices indépendants,  choisis  de  telle  sorte,  que  les  exposants  d'échange  des 
substitutions  correspondantes  C^,  Cot..»,  C'^ ,  C',...  satisfassent  aux  rela- 
tions suivantes 

(f>)Or))^o,    si    ^>^ç.\    et    ((>^C(;')^^(r(.)C(.')) 

(et  que  leurs  caractères  soient  indépendants  de  p). 

Soient  A  un  groupe  résoluble,  dont  les  substitutions  permutent  ces  sys- 
tèmes entre  eux  d'une  manière  primitive,  en  remplaçant  les  uns  par  les 
autres  les  indices  correspondants;  F^o  "»  gï'oupe  résoluble,  dont  les  sul>sti- 
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tulions  n'altèrent  que  les  indices  Xo,  ^o»---  du  premier  système,  qu'elles 
remplacent  par  des  fonctions  linéaires  de  ces  mêmes  indices,  choisies  de 
(elle  sorte,  que  les  exposants  d'échange  mutuels  des  substitutions  correspon- 
dantes soient  tous  multipliés  par  un  même  facteur  (leurs  caractères  restant, 
inaltérés);  Lq,...,  Lp,...  les  groupes  analogues,  transformés  de  L^  par  les 
substitutions  de  A. 

Soient  Z^,,  /«,...  des  substitutions  choisies  arbitrairement  dans  les  groupes 
Lq,  L,,...,  de  manière  à  multiplier  les  exposants  d'échange  par  le  même 
facteur.  Formons  leur  produit /^ /,....  Le  groupe  L  dérivé  de  l'ensemble  des 
substitutions  composées  telles  que  /qA...  et  du  groupe  A,  étant  contenu 
dans  le  groupe  résoluble  dérivé  de  A  et  de  Lot  sera  résoluble.  D'ailleurs  ses 
substitutions  sont  abéliennes  (hypoabéliennes);  car  chacune  d'elles  multi- 
plie évidemment  par  un  même  facteur  constant  tous  les  exposants  d'échange 
qui  ne  sont  pas  congrus  à  zéro  et  laisse  les  autres  congrus  à  zéro  (en  outre 
elle  n'altère  pas  les  caractères). 

Pour  que  le  groupe  L  ainsi  formé  soit  général,  on  devra  choisir  A  et  L^ 
aussi  généraux  que  possiblo,  chacun  dans  son  espèce. 

608.  Dans  le  cas  où  les  substitutions  de  Lq  sont  hypoabéliennes,  il  est 
important  de  reconnaître  quel  est  celui  des  deux  groupes  hypoabéliens  au- 
quel appartient  le  groupe  L  construit  par  le  procédé  ci-dessus.  On  y  parvient 
comme  il  suit  : 

Les  indices  Xq,  Jo»---  ^^  premier  système  peuvent  être  supposés  choisis 
de  telle  sorte,  que  les  substitutions  correspondantes  forment  une  double 
suite  Xf,  i)b|,  aist  Dba,...  telle,  que  tous  leurs  exposants  d'échange  mutuels 
'  soient  congrus  a  zéro,  sauf  ceux  de  deux  substitutions  associées,  qui  seront 
congrus  à  i,  et  que  <A*2s  i^l^sf-  aient  pour  caractère  o,  «Ao,,  ifli,  ayant  pour 
caractère  o  ou  i  suivant  que  Lq  est  contenu  dans  le  premier  ou  dans  le  se- 
cond groupe  hypoabélien.  Gela  posé,  les  substitutions  correspondantes  à  œ^, 
j^p,...  ayant  même  caractère  et  mêmes  exposants  d'échange  mutuels  que 
celles  qui  correspondent  à  œ^,  Jo»---  '^^  substitutions  correspondantes  aux 
indices  a?o, /o»---î---î  ^'p*  J'p,. ..;...  formeront  une  double  suite,  où  tous  les 
exposants  d'échange  seront  congrus  à  o,  sauf  ceux  des  substitutions  asso- 
ciées, et  où  le  nombre  des  couples  ayant  pour  caractère  i  sera  égal  à  o  ou 
k  X,  suivant  que  Lo  sera  contenu  dans  le  premier  ou  dans  le  second  groupe 
hypoabélien.  Mais  L  est  lui-même  contenu  dans  le  premier  ou  le  second 
groupe  hypoabélien,  suivant  que  ce  nombre  est  pair  ou  impair  :  d'où  le 
résultat  suivant  : 

58. 
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Le  groupe  L  sera  contenu  dans  le  premier  groupe  hypoabelien^  à  moins  que  1 
ne  soit  impair  et  Lo  contenu  dans  le  second  groupe  hypoabéUen  :  auquel  cas  L 
sera  lui-même  contenu  dans  le  second  groupe  hypoabéUen. 

609.  Soit  d  Texposant  du  groupe  L^;  ses  subalitutions  seront  de  la  forme 
W;So,  Wo  étant  une  substitution  qui  multiplie  les  exposants  d'échange  mu- 
tuels deCy,  Cq,...  f)ar^^,  et  S©  une  substitution  abélienne  propre.  Soient  A„ 
le  groupe  formé  par  les  substitutions  partielles  S^,...;  Wg,  W,,...  et  A^, 
A,,...  les  transformés  de  W^,  et  de  A^  par  les  substitutions  de  A. 

Les  substitutions  W^,  W«»...  multipliant  respectivement  les  exposants 
d*écbange  mutuels  de  Co,Co,...,  ceux  deC, ,  C',...,  etc.,  par  un  même  fac- 
teur g'^f  leur  produit  W  appartiendra  à  L.  Les  substitutions  de  A^  lui  ap- 
partiendront également  et  seront  abéliennes  propres;  car  elles  n'altèrent 
pas  les  exposants  d'échange,  et  parmi  les  substitutions  de  L|,...  qui  jouissent 
de  la  même  propriété,  et  qu'on  peut  leur  associer,  se  trouvent  les  substitu- 
tions [.  De  même  les  substitutions  de  A,,...  appartiendront  à  L. 

Chacune  des  substitutions  /o/|...  est  de  la  forme  W^S^S,...,  So,  S,,...  ap- 
partenant à  Ao,  à  A,,....  En  effet,  l^  est  de  la  forme  WJS^^,  et  multipliera 
les  exposants  d'échange  de  C'y,  C'^,,...  par  g''^  Donc  /q/i...  multiplie  tous 
-les  exposants  d'échange  par  ^''S  et  si  l'on  pose  Z^/,...  =  W^T,  T  ne  les  alté- 
rera plus,  et  par  suHe  se  réduira  à  la  forme  SoS|.... 

On  voit  par  là  que  l'exposant  du  groupe  L  sera  égal  à  d. 

• 

610.  11  est  aisé  d'obtenir  son  ordre.  Soient  ù  l'ordre  de  A,  0  celui  de  L^, 

celui  de  A^. 

Les  substitutions  de  L  sont  de  la  forme  NW^S^Si...,  N  étant  une  substi- 
tution de  A.  Or  N  peut  être  choisi  de  il  manières  différentes;  e  peut  prendre 

la  suite  (les  valeurs  o,.,.,  ^—^ — ;  et  chacune  des  X  substitutions  S^,  S,,... 
peut  être  choisie  de  —^3—  manières.  On  aura  donc  pour  l'ordre  cherclié 


Q. 


p-  I  /  dO 


1  rfO  \^ 


611.  Pour  que  L  soit  primaire,  il  faut  et  il  suffit  que  Lq  le  soit  par  rap- 
port aux  indices  qu'il  altère  (312).  Mais  il  peut  être  décomposahie  ou  non. 

S'il  était  décomposahie  de  la  manière  indiquée  aux  n^*  595-599,  L  le  se- 
rait. Il  faudrait  en  effet  qu'après  avoir  choisi  convenablement  les  indires 
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indépendants  x^,  yo»---  ^"  système  2^,  on  pût  les  répartir  en  deux  sous-sys- 
tëmes  que  les  substitutions  de  A^  ne  déplaceraient  pas.  On  pourrait  alors 
réunir  les  indices  de  chacun  de  ces  sous-systèmes  à  leurs  homologues  dans 
les  autres  systèmes;  et  la  totalité  des  indices  se  trouverait  ainsi  répartie  en 
deux  grands  systèmes,  que  ne  déplacerait  aucune  des  substitutions  des 
groupes  Ao,  A,,...,  A  dont  la  combinaison  reproduit  le  groupe  A.  Donc  L 
serait  décomposable  de  la  manière  indiquée.  Cette  hypothèse  ayant  été  dis- 
cutée plus  haut,  nous  pouvons  Texclure. 

612.  Si  L^  est  décomposable,  mais  de  la  seconde  manière,  on  verra, 
comme  tout  à  Khedre,  qu'en  choisissant  convenablement  les  indices  indé- 
pendants a?^,  j^,...,  'ils  se  partageront  en  sous-systèmes  tels,  que  Lo  puisse 
être  construit  au  moyen  de  deux  groupes  auxiliaires  A^,  et  L^o-  Le  groupe  A^ 
sera  formé  de  substitutions  qui  permutent  les  sous-systèmes  en  remplaçant 
les  uns  par  les  autres  les  indices  correspondants.  Quant  k  L^^,  il  résultera 
de  la  combinaison  d'un  groupe  A^^  dont  les  substitutions  n'altèrent  pas  les 
exposants  d'échange  des  substitutions  correspondantes  aux  indices  du  pre- 
mier sous-système,  et  d'une  substitution  W^o  qui  multiplie  ces  exposants 
d'échange  par  g^.  Cela  posé,  soient  A,,^,  Aoi,...  et  W^o»  Wqi,...  les  trans- 
formés de  A<,ç,  W^^^,  par  les  substitutions  de  A^  :  L^  sera  dérivé  de  la  combi- 
naison des  substitutions abéliennes  propres  de  A^^»  Aoi,...,  A^  avec  la  substi- 
tution Wq^Woi...»  qui  multiplie  les  exposants  d'échange  des  substitutions 
C'y,  CJ,,...  par  g^.  La  substitution  W^  élant  une  substitution  de  L^  qui  muK 
tiplie  les  exposants  d'échange  par  g^,  et  qui  soit  d'ailleurs  quelconque,  on 
peut  supposer  Wo  =  W,,^Woi.... 

Cela  posé,  partageons  les  indice^  de  chaque  système  en  sous-systèmes, 
en  réunissant  ensemble  ceux  dont  les  homologues  dans  le  système  2^  appar- 
tiennent au  même  sous-syslèmc  :  et  soient  respectivement  Aovt  A,v»...; 
Ap,  A,,...;  Wov»  W|vf...  les  transformés  de  Aov.  A^,,  Wov  par  les  substi- 
tutions de  A.  Le  groupe  L  sera  dérivé  des  substitutions  A^o»-*.»  Ajj^v»---» 
W  =  Wgo...W^.v...,  A,,,...,  Aj4,...,  A.  Gela  posé,  les  substitutions  de  A,  A„, 
d'où  dérivent  celles  de  A,,...,  Ap^,...  forment  par  leur  réunion  un  groupe  A' 
de  substitutions  abéliennes  propres  qui  permutent  transitivement  les  sous- 
systèmes  en  remplaçant  les  uns  par  les  autres  les  indices  correspondants, 
et  qui  transforment  les  uns  dans  les  autres  les  groupes  A^^,...,  A^^  et  les 
substitutions  W^jo».  •..  Wjiv  Le  groupe  L  peut  donc  se  construire  k  l'aide 
des  groupes  A'  et  L^^^  de  la  manière  indiquée  au  n**  607,  avec  cette  seule  dif- 
férence que  A'  ne  permute  plus  les  sous-syslèmes  primitivement. 
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Le  groupû  L  étant  primaire,  L^^  le  sera;  s*il  était  décomposable,  on  ver- 
rait, comme  tout  à  Tifeure,  que  L  peut  se  construire  à  l'aide  d*un  groupe  À'' 
et  d'un  groupe  L^o©  de  degré  moindre  que  L„^>,  etc. 

On  pourra  donc,  sans  nuire  a  la  généralité  des  résultats,  admettre  que 
dans  la  construction  du  n^  607  le  groupe  L^  est  indécomposable,  pourvu 
qu'on  admette  d'autre  part  que  le  groupe  A  puisse  être  remplacé  dans  la 
construction  par  un  autre  groupe  D  dont  les  substitutions  permutent  les 
systèmes  transitivement,  mais  non  primitivement. 

613.  La  détermination  du  groupe  L  se  ramène  ainsi  à  celle  des  deux 
groupes  D  et  L^»  de  degrés  X  et  z?^"*,  ce  dernier  étant  indécomposable.  Par 
la  première  de  ces  deux  questions,  on  retombe  sur  le  problème  A,  mais 
avec  un  degré  fort  abaissé.  La  seconde  fait  l'objet  des  sections  suivantes. 


§  11.  —  Ghoupes  indécomposables  de  première  catégorie. 

614.  Soit  r  un  groupe  résoluble  et  primaire  aussi  général  que  possible 
parmi  c^ux  qui  sont  contenus  dans  le  groupe  abélien  (dans  l'un  des  groupes 
hypoabéliens)  de  degré />^'".  Celles  de  ses  substitutions  qui  sont  abéliennes 
propres  forment  un  groupe,  évidemment  permutable  aux  substitutions  de  F. 
On  pourra  donc  y  déterminer  (d'une  ou  de  plusieurs  manières)  un  faisceau  F 
permutable  aux  substitutions  de  F,  et  dont  les  substitutions  soient  échan- 
geables entre  elles.  Ce  faisceau  étant  choisi  aussi  général  que  possible,  on 
pourra  ramener  ses  substitutions  à  la  forme  canonique  (240-244);  car  F 
étant  primaire,  le  groupe  G  formé  par  l'ensemble  des  substitutions  abé- 
liennes  (hypoabéliennes)  permutables  a  F  le  sera  a  fortiori  :  et  suivant  que  F 
sera  de  première,  seconde  ou  troisième  catégorie,  nous  dirons  que  F  est  de 
première,  seconde  ou  troisième  catégorie.  Nous  pourrons  d'ailleurs  étendre 
cette  définition  aux  groupes  décomposables  dans  la  construction  desquels 
figure  le  groupe  F. 

Nous  supposerons  dans  ce  paragraphe  que  F  est  de  première  catégorie. 

.615.  Les  indices  indépendants  étant  choisis  de  manière  à  ramener  F  à  la 
forme  canonique  formeront  un  seul  couple  de  systèmes  conjoints.  Car  s'il 
en  existait  plusieurs,  chaque  substitution  de  F  remplacerait  les  indices  d'un 
couple  de  systèmes  paT  des  fonctions  de  ceux  d'un  même  couple  de  sys- 
tèmes. D'autre  part,  les  exposants  d'échange  de  deux  indices  quelconques 


DE  LA  RÉSOLUTION  PAR  RADICAUX.  403 

appartenant  à  deux  couples  différents  sont  congrus  à  zéro.  Cette  double 
propriété  subsisterait  évidemment  si  Ton  prenait  dans  chaque  couple  pour 
indices  indépendants,  au  lieu  des  indices  imaginaires  actuels,  les  fonctions 
réelles  dont  ils  dépendent.  Le  groupe  T  serait  donc  décomposable,  contrai- 
rement à  rhypotbëse. 

Soient  v  le  nombre  des  séries  dans  chaque  système,  fx  le  nrombre  des  in- 
dices de 'chaque  série.  Nous  désignerons  par  x^!,  j,^,.. ,  les  indices  de  la 
T-h  i'^"**  série  du  premier  système,  et  par  a?,!,  7,!,...  ceux  de  la  série  con- 
jointe; par  Cor.  Co;.,...,  C,r,  C,r.-..  les  substitutions  correspondantes.  Enfin 
nous  profiterons  de  ce  qui  reste  d'arbitraire  dans  le  choix  des  indices  pour 
faire  en  sorte  que  les  exposants  d'échangô  (CorC,;.),  (C^^^C,;.),...  soient  con- 
grus k  Tunilé,  et  les  autres  à  zéro  (246).  Quant  aux  caractères  de  ces  sub- 
stitutions lorsque  F  est  contenu  dans  Tun  des  groupes  hypoabéliens,  ils 
seront  congrus  à  zéro  (292). 

616.  Le  nombre  p^  sera  >  4-  En  effet,  chaque  substitution  de  F  multiplie 
les  indices  d'une  même  série  par  un  même  facteur  complexe  a,  formé  avec 
la  racine  i  d'une  congruence  irréductible  d«  degré  v;  et  les  facteurs  par  les- 
quels elle  multiplie  deux  séries  conjuguées  sont  réciproques  (241).  Cela 
posé,  si  ^^=2  ou  3,  on  aura  toujours  a^*  ^a(mod./?),  et  les  deux  séries 
conjointes  se  confondront  en  une  seule;  si  p^^=!\,  d'où  /?  =  2,  v  =  2,  on 
aura  a""*  ^a''(mod./i),  et  les  deux  séries  conjointes  seront  conjuguées. 
Dans  l'un  et  l'autre  cas,  F  ne  serait  pas  de  première  catégorie. 

617.  La  sul>stitution  W,  qui  laisse  invariables  les  indices  du  premier 
système,  et  multiplie  ceux  du  second  par  g^  racine  primitive  de  la  con- 
gruence gP-y^i  [moA.p)  appartient  à  F.  En  effet,  formons  la  suite  G, 
G',...  des  groupes  résolubles  primaires  les  plus  généraux  parmi  ceux  où  les 
indices  se  groupent  en  séries  et  systèmes  comme  dans  F;  puis  effaçons  dans 
ces  groupes  toutes  les  substitutions  qui  ne  sont  pas  abéliennes  (hypoabé- 
liennes).  Les  substitutions  conservées  formeront  une  suite  de  groupes  réso- 
lubles (521),  parmi  lesquels  se  trouvera  le  groupe  F.  Or  la  substitution  W 
se  trouve  contenue  dans  chacun  des  groupes  G,  G',....  D'ailleurs  elle  mul- 
tiplie tous  ceux  des  exposants  d'échange  qui  ne  sont  pas  congrus  à  zéro 
par  un  même  facteur^  (et  n'altère  pas  les  caractères,  qui  sont  tous  congrus 
à  zéro,  et  qu'elle  multiplie  par  de  simples  facteurs  constants).  Donc  elle  est 
abélienne  (hypoabélienne)  et  sera  conservée  dans  F. 

Le  groupe  F  aura  donc  l'unité  pour  exposant  et  résultera  de  la  combi- 
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naison  de  W  avec  le  groupe  A,  formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui 
sont  abéliennes  propreis, 

.618.  Posons 

Sx:=  \   .  • . ,  ^,.,  j^y, .  • .      •  •  •  »  (      I J  ^f.    9  (      i)  y^    >  •  •  •   I  » 

*  —    I     •  ;  •  >    "^^  r>  J  r^ '    "^r-i-l»  /  r-f-l>  •  •  •     j  •  • 

On  voit  immédiatement  que  ces  deux  substitutions  sont  réelles  et  abé- 
liennes propres  (hypoabéliennes). 

Soit  maintenant  S  une  substitution  quelconque  de  A;  elle  remplace  les 
indices  x%^y\  par  des  fonctions  linéaires  des  indices  ic^,  j^,...  d'une  même 
série;  on  aura  donc  8  =  ^^$^?,  ^  étant  une  nouvelle  substitution  abélienne 
propre  (hypoabélienne)  qui  ne  déplace  pas  la  première  série  du  premier 
système. 

619.  Cherchons  la  forme  générale  de  la  substitution  ^.  Soient 

les  fonctions  par  lesquelles  elle  remplace  les  indices  x\^y\^...\  elle  rem- 
place les  indices  de  la  série  conjointe  â;^»7Ô>...  par  des  fonctions 

de  ces  mêmes'  indices.  Quant  aux  indices  des  séries  conjuguées  de  ces 
diîux-là,  elle  les  remplace  par  des  fonctions  conjuguées  des  précédentes. 
:5^  transformera  donc  C«r»  C^;.,...,  C,r,  C,^,...  en 

dont  les  caractères  sont  également  congrus  à  zéro.  Pour  que  leurs  expo- 
sants d'échange  soient  congrus  à  ceux  des  substitutions  dont  elles  sont 
transformées,  il  faudra  qu'on  ait 


I  aP'aP'-^-aP'aP''^-,.  ,  =  iy     «/''"p/'''^- af  §f -4-. . . so, . . ., 

I 


(')      \  6/a/-h6/;''a/;V..  .so,     6/(3/-f- 6f  P^J'h-.  . .  =  i,. . . ,     (mod./;), 


Ces  relations,  qui  doivent  subsister  pour  toute  valeur  de  r,  expriment  que 
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les  deux  substitulions 

(2)     I  ...y  Xr,  Xr^ ,  rt/'''j?;-4-a^'"7;. -h...r  fr^'^j  +  ft'/V"  ■^•••>--*  I» 

opérées  successivement  sur  les  indices  du  premier  système,  auraient  pour 
produit  Tunité.  Elles  permettent  de  déterminer  sans  difficulté  et  sans  am- 
biguïté les  coeffîcients  a,  |3,...,  a,,  /S^,...  en  fonction  de  a,  a,,..,,  b,  è, 

pourvu  que  le  déterminant  A  de  la  substitution  (:{)  ne  soit  pas  congru  à 
zéro.  (S'il  Tétait,  le  déterminant  de  '^  serait  lui-même  congru  à  zéro,  étant 
évidemment  le  produit  de  deux  déterminants  partiels,  dont  l'un  ne  diffère 
de  A  que  par  le  changement  des  lignes  horizontales  en  verticales.) 

Chacune  des  substitutions  ^  et  par  suite  chacune  des  substitutions  de  A 
est  donc  complètement  déterminée  lorsqu'on  connaît  les  fonctions  qu'elle 
fait  succéder  aux  indices  de  la  première  série  du  premier  système;  nous 
pourrons  donc,  dans  la  représentation  de  ces  substitutions,  écrire  seulement 
ce  qui  se  rapporte  à  ces  indices  et  laisser  le  reste  sous-entendu. 

620.  Parmi  les  substitutions  ^que  nous  venons  de  déterminer,  on  doit 
distinguer  spécialement  celles  de  la  forme 

Les  substitutions  de  F  sont  de  cette  forme.  Réciproquement  on  voit,  cbmme 
au  n^  617,  que  toutes  les  substitutions  de  cette  forme  appartiennent  à  F. 
D'ailleurs  elles  sont  abéliennes  propres  (hypoabéliennes),  échangeables 
entre  elles^  ei  forment  un  faisceau  permutable  à  toutes  les  substitutions 
de  F;  ce  faisceau,  ne  pouvant  être  plus  général  que  F,  se  confond  avec  lui. 
Si  chaque  série  ne  contient  qu'un  indice,  les  substitutions  de  la  forme  ^  se 
réduisent  à  celles  de  F;  adjoignant  a  ce  faisceau  les  substitutions  <A,  9,  qui 
lui  sont  permutables  et  sont  échangeables  entre  elles  et  la  substitution  W, 
on  obtiendra  le  groupe  cherché  F,  qui  ne  pourra  être  déterminé  que  d'une 
seule  manière,  et  dont  l'ordre  sera  évidemment  égal  a  2v{/>''—  i)(y5  —  i). 

621.  Passons  au  cas  plus  généra)  ou  chaque  série  contient  plusieurs  in- 
dices. 

Lemme.  —  Le  groupe  A  est  dérivé  de  celtes  de  ses  substitutions  qui  sont  de 
la  forme  ^,  jointes  à  une  substitution  unique,  de  ta/otme  ^$^^,  ou  à  deux- 
substitutions,  l'une  de  la  forme  ^^,  i  autre  de  la  forme  ^^. 
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En  effet,  r  étant  primaire,  contient  une  substitution  2  qui  permule  entre 
eux  les  deux  systèmes.  Soit  g^  le  facteur  par  lequel  elle  multiplie  les  expo- 
sants d'échange  :  A  contiendra  la  substitution  W"^!  qui  permute  les  sys- 
tèmes, et  par  suite  sera  de  la  forme  Jl(l?P»^o;  ^t  A  résultera  de  la  combi- 
naison de  cette  substitution  avec  d'autres  substitutions  3TL,=^»^,, 
niVjrzz  $Pi^2,...  qui  ne  déplacent  pas  les  systèmes.  Soit  â  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  v,  p<,  pa,...;  A  contiendra  une  substitution  X  de  la  forme 
*r^^;  et  3TL,,  alla,...  résulteront  de  la  combinaison  des  puissances  de  X  avec 
des  substitutions  de  la  forme  ^(557). 

Soit  maintenant  k  un  entier  tel,  que  kâ-h  p©  ^oit  positif  et  <(?;  A  con- 
tient la  substitution  8  =  ^(e^«'^o-^*.  laquelle,  combinée  à  ^  et  aux  substi- 
tutions .^,  reproduira  évidemment  tout  ce  groupe. 

Si  m&-^  po  =  o,  cette  dernière  substitution  se  réduit  à  la  forme  A^,  et 
le  lemme  se  trouve  démontré.  Dans  le  cas  contraire,  A  contient  8^,  qui  est 
de  la  forme  ç^caô+p.)^  Donc  2{kâ'hpo)  est  un  multiple  de  âf  et  comme 
^^  +  Po  <  <^f  2  {kâ  -h  po)  =  ^;  <^  se  réduira  alors  à  la  forme  5^  ^,  et  A  ré- 
sultera de  la  combinaison  de  s  avec  des  substitutions  de  la  forme  ^,  ce  qui 
démontre  notre  proposition. 

622.  Théorème.  —  Le  groupe  T  contient  des  substitutions  de  la  forme  ^, 
autres  que  celles  de  F. 

S'il*  en  était  autrement,  F  résulterait  de  la  combinaison  de  W  et  de  F  avec 
une  substitution  de  la  forme  ^Ç^^,  ou  avec  deux  substitutions,  des  formes 
.•a^  et  ^^.  Nous  allons  prouver  que  dans  l'un  et  l'autre  cas,  F  ne  serait 
pas  général. 

Premier  c\s.  — -  Soient/o,/,,...  les  substitutions  de  F;  ^o/o.  ^o/i»--; 
^«/•»  ?.i/M'-;---  celles  de  la  forme  ^  [^^  se  réduisant  à  l'unité  (39)1; 
•^xa'^^'  la  substitution  qui,  combinée  à  F  et  à  W,  reproduit  F.  Les  groupes 
Ffl,  F,,...  transformés  de  F  par  les  substitutions  ^o»  ^i>---  sont  respective- 
ment dérivés  de  W,  F  et  des  transformées  de  A^^'.  Ces  transformées  sont 
évidemment  de  la  forme  ^^^;  supposons -les  égales  respectivement  à 
'^^^^«o/p».  ^^JE^^a./p,»...-  Deux  cas  seront  à  distinguer  : 

I**  Si  i^a,  =  ?^a,»  ^1  ^7*  sera  permutable  à  F  et  pourra  lui  être  adjointe  de 
manière  à  former  un  nouveau  groupe  plus  général. 

2°  Si  au  contraire  les  substitutions  î^a.»  ^a..---  sont  toutes  distinctes, 
elles  reproduisent  toute  la  suite  ^o»  ?.o---;  l'une  d'elles,  î^a,,  par  exemple, 
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se  réduit  donc  à  Tunité.  La  substitutioD  de  forme  ^ 

I    "^o»  Xê9  -^o»  •  •  •       ^0»  -^0»   ^i»  •  •  •    |i 

éciiaDgeabie  aux  substilutions  ^,  $,  F,  W  le  sera  k  toutes  les  substitutions 
de  r,:  sa  transformée  par  57*  le  sera  h  celles  de  r,  et  pourra  s'adjoindre  à 
ce  groupe. 

623.   Second  cas.  —  Soient  A^'  et  9^^  les  deux  substitutions  qui,  . 
jointes  à  W  et  à  F,  reproduisent  T.  I.e  carré  de  ^^'  est  de  la  forme  ^,  et 
appartient  à  T;  donc  il  appartient  à  F,  par  hypothèse.  D'ailleurs  ^^,  multi- 
pliant tous  les  indices  par  —  i,  appartient  aussi  à  F.  On  aura  donc 

étant  l'une  des  substitutions  de  F. 
Or  soit 

Sa  conjointe  Si"*  ^'^  sera 

et  aura  pour  réciproque  la  suivante  (619) 

Cela  posé,  l'égalité  des  deux  substitutions  ^  et  (^"*^^)""*/ donnera 
a^fa,  fc^ya,,...,  Ui^fbj  fc,  ^y*6i,...     (mod./?), 

et  deux  cas  seront  à  distinguer  : 

i*^  Si/=^i,  on  aura  é^Ea^,...  et  les  coefiicients  symétriques  par  rapport 
à  la  diagonale  seront  égaux  dans  l'expression  de  ^. 

2*^  Si  /^i  (mod./?),  les  coefficients  diagonaux  a,  ft,,...  seront  nuls.  L'un 
au  moins  des  autres  coefficients,  tel  que  6,  ne  sera  pas  nul;  et  les  relations 
6^/a,,  a,^/6  donneront /^=^i,  d'oii/^  — i.  Les  coefficients  symé- 
triques par  rapport  à  la  diagonale  seront  donc  égaux  et  de  signes  con- 
traires. Dans  ce  dernier  cas,  le  nombre  des  indices  a?J,  yj,...  sera  pair,  sans 
quoi  le  déterminant  A  de  a,  2»,...,  a,,  &i,...  s'annulerait;  car  en  changeant 

59. 
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les  lignes  horizontales  en  lignes  verticales,  ce  qui  n^altëre  pas  le  détermi- 
nant, on  change  le  signe  de  tous  ses  termes.  Donc  A^  — A,  d'où  2A=eo 
et  enfin  A^o. 

Cette  dernière  conclusion  ne  serait  pas  exacte  si  p  était  égal  à  a.  Mais, 
dans  ce  cas,  les  deux  formes  trouvées  pour  la  substitution  ^  ne  sont  pas 
distinctes,  car  les  deux  valeurs  /^i  et/^—  i  (mod.  2)  sont  identiques. 

624.  Soit  maintenant  Ti  le  groupe  transformé  de  F  par  une  substitution 
quelconque  ^4  de  la  forme  ^.  Il  sera  résoluble,  et  ses  substitutions  seront 
abéliennes  propres  (hypoabéliennes).  De  plus,  si  F  était  général,  F,  le  se- 
rait; car  s'il  était  contenu  dans  un  autre  groupe  analogue  mais  plus  gé- 
néral F',,  F  le  serait  dans  le  groupe  F',  transformé  de  F',  par  '^\  D'ailleurs 
F,  est  formé  des  substitutions  W,  F,  auxquelles  ^«  est  échangeable,  jointes 
aux  transformées  de  ^'^'  et  de  ^^',  lesquelles  sont  évidemment  des  formes 
A^^  et  ^^^.  On  peut  se  proposer  de  choisir  ^4  de  telle  sorte,  que  l'ex- 
pression de  ^'1  se  trouve  simplifiée  autant  que  possible. 

625.  1°  Soit/^  I  et/? >  a.  La  substitution  ^'  est  de  la  forme 

Admettons  d'abord  que  l'un  des  coefficients  diagonaux,  tel  que  a,  ne  soit 
pas  congru  à  zéro,  et  posons 

^ ,  m  I  X ^f  y^f ...      X ^^  y*^  H-  I jTj, . . .  I ; 

If      s 
ou 

L'égalité  évidente 
montre  que  ^^  est  égale  à 

Cette  substitution  multipliera  donc  x^  par  un  simple  facteur  constant  si 

l'on  pose 

a/  -h  6  ^  o, . . . . 

D'ailleurs  ^1,  étant  échangeable  aux  substitutions  de  F,  le  sera  en  parti- 
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culicr  à  (ii^')*;  on  aura  donc 

Donc  ^',  aura  la  même  forme  générale  que  '^',  avec  cette  circonstance  par- 
ticulière que  les  coefficients  &,...  s'annulent. 
Soit  donc 

Si  Tun  des  coefficients  diagonaux  tels  que  6<  est  ^o(mod./?),  on  fera  dis- 
paraître les  coefficients  c,...  par  une  transformation  analogue  à  la  précé- 
dente. 

626.  On  peut  continuer  cette  réduction  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  m\v 
transformée  où  les  coeificients  diagonaux  restants  soient  tous  nuls.  Mais  on 
pourra,  par  une  nouvelle  transformation,  faire  en  sorte  que  l'un  de  ces  coef- 
ficients cesse  de  s'annuler. 

Supposons,  par  exemple,  que  nous  ayons  dans  ^^  bt^C2^...^o.  L'un 
au  moins  des  coefficients  &2*-**  doit  différer  de  zéro,  le  déterminant  de  ^^ 
ne  pouvant  s'annuler.  Soit,  par  exemple,  62  <û.  Prenons  pour  transfor- 
mante la  substitution 

Si^^  aura  pour  transformée  ^^'2.  on  posant 

expression  où  le  coefficient  diagonal  2Ô2X  est  ^o,  si  X^o. 

On  pourra  donc  maintenant  reprendre  la  réduction,  et  arriver  enfin  à  une 
dernière  transformée  A^^  0(1  l'on  ait  simplement 

(4)  ^»=  !  xixU-'    ^<*  *r:,.-.  t- 

627.  2*^  Soit/=  — I,  et/i>a.  On  a 

et  l'un  des  coefficients  è,  c,...,  b  par  exemple,  sera  ^o(mod./?).  Prenons 
pour  transformante  la  substitution 


470  LIVRE  QUATRIÈME. 

a^'  sera  transformé  en  ^^',,  ^'i  =-'^~*^r^<^«^'^i  étant  une  nouvelle  sub- 
stitution (le  la  même  forme  que  ^\  mais  qui  remplace  arj,  y^  par 

ou  simplement  par  èjg,  —bx'^,  en  disposant  des  indéterminées  /,  m,...  de 
telle  sorte  qu'on  ait 

Par  une  suite  de  réductions  analogues  à  celle-là,  on  arrivera  enfîn  à  une 
transformée  a^'„  où  Ton  ait 

628.  3*^  Soit  p  =  2.  On  aura/^  1  ^=  —  i .  On  appliquera  la  réduction  du 
n^  625  tant  qu*on  aura  des  coefticients  diagonaux  qui  ne  s'annulent  pas. 
S'ils  s'annulent  tous,  on  appliquera  la  réduction  du  n®  627.  On  arrivera 
ainsi  à  une  transformée  ^^'„,  où  î^  soit  réduite  à  l'une  des  formes  (4)»  (5) 
ou  à  une  forme  mixte  telle  que 

(6)  '^'„=:|  ^;,r;,2;,...   ax\,  bz\,  -6^;,...  |. 

On  pourra  d'ailleurs  supposer  que  a,  è,...  se  réduisent  à  l'unité.  En  effet, 
si  cela  n'avait  pas  lieu,  il  suffirait  de  transformer  ^^'„  par  la  substitution 

pour  obtenir  une  transformée  analogue  a  ^^'„,  mais  dans  laquelle  les  coef- 
ficients a,  6,...  seraient  remplacés  par  l'unité. 

629.  Supposons  la  réduction  ci-dessus  effectuée,  et  soit  $^^^  ce  qu'est 
devenu  î^^"  par  cette  suite  de  transformations.  Cette  substitution  sera 
échangeable  à  ^^'„  aux  substitutions  F  près.  En  effet,  la  substitution 
(«^^'')-*(^^')-*^^"^^',  étant  de  la  forme  \  et  appartenant  à  T,  sera  de 
la  forme  F  et  n'aura  pas  été  altérée  par  les  transformations;  on  aura  donc 

/élant  une  substitution  de  F. 

Soit  ^%,  une  substitution  quelconque  de  la  forme  ^\,  et  qui  soit  échan- 
geable à  «a:^'„  aux  F  près  ;  on  aura  évidemment  f^'^a  =  ^^«  -V,  V  étant  une 
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nouvelle  substitution  de  la  forme  î^,  et  échangeable  à  A^'„  aux  F  près.  Il  est 
flair  que  les  substitutions  V  Forment  un  groupe  y,  qui  contient  le  groupe  F." 

Soient/^, /,,...  les  substitutions  de  F;  Vo/o,  Vo/,,...;  V,/,,  V, /,,...;... 
celles  de  y.  Transformons  le  groupe  r„  dérivé  de  la  combinaison  de  W,  F, 
oia^'„,tje^^  par  les  substitutions  Vo,  V^,....  Les  groupes  r„o.  F,,,,...  ainsi 
obtenus  sont  résolubles,  et  leurs  substitutions  sont  abéliennes  propres  (hy- 
poabéliennes).  Étant  d'ailleurs  les  transformés  de  F;,,  qui  lui-même  est 
transformé  de  F,  ils  seront  transformés  de  F  et  seront  généraux  si  F  est 
général  (624). 

Or  ces  groupes  résultent  de  la  combinaison  du  groupe  dérivé  de  W,  F, 
^^„ ,  auquel  V©,  V,  sont  permutables,  avec  les  transformées  respectives  de 
la  substitution  ^S^^„.  Soient  «^^^.V^^/p,,  *^?^.Va./p.».--  ces  transformées. 
Si  les  substitutions  V»,,  Va,,...  ne  sont  pas  toutes  distinctes,  et  que  Ton  ait, 
par  exemple,  Vot^  =  V^,,  le  groupe  F,h  dérivé  de  la  combinaison  de  F  et  de 
A'^„  avec  *^?l.Va,/p,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  avec  *^^^Va,'  se  con- 
fondra avec  le  groupe  F^a,  dérivé  des  mêmes  substitutions.  Or  V,  trans- 
forme F„  en  F^,  =  F„2,  que  V~*  transforme  en  F„.  Donc  V|  Vf*  sera  permu- 
table à.F„  et  pourra  lui  être  adjointe.  Donc  F„  n'est  pas  général. 

Si  au  contraire  les  substitutions  Y»  ,  Va,...  sont  toutes  distinctes,  elles 
reproduiront  à  l'ordre  près  toute  la  suite  V©.  V,,....  Soit  alors  S==^'^„\\/^ 
une  substitution  quelconque  de  la  forme  (P^^,  et  qui  soit  échangeable  à 
**^^  aux  F  près.  Le  groupe  F'  dérivé  de  la  combinaison  de  S  avec  W,  F, 
^^^n  coïncidera  avec  l'un  des  groupes  F;,^,  F„,»...;  car  soit  Va,  celui  des 
termes  de  la  suite  V»,,  Va,,...  qui  coïncide  avec  V^:  les  groupes  F'  et  F,,, 
peuvent  tous  deux  être  considérés  comme  dérivés  de  F,  a^'„,  ^^CV^.  Si 
donc  F  était  général,  F'  le  serait,  quelle  que  fût  la  substitution  S. 

Or  nous  allons  montrer  qu'on  peut  choisir  S  de  telle  sorte  que  F'  ne  soit 
pas  général. 

630.   I**  Si  ^1  est  de  la  forme  (4)f  on  pourra  poser 


«-;»*         »-p* 


et  F'  ne  sera  pas  général,  car  on  peut  lui  adjoindre,  si  />  >  2,  la  substi- 
tution 

on  si  p=  1,  d'où  aEE^iè^...^!  (628)  celle-ci 
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laquelle  est  échangeable  aux  substitutions  de  r\  et  appartient  à  la  forme  ^ 
sans  appartenir  à  F. 

2**  Si  ^„  est  de  la  fornnc  (5),  on  pourra  poser 


S  = 


et  r'  ne  sera  pas  général,  car  on  peut  lui  adjoindre  la  substitution  de 
forme  ^ 

où  /est  un  entier  quelconque  réel.  Cette  substitution  est  en  effet  échangea- 
ble à  chacune  des  substitutions  de  T';  et  /  peut  être  choisi  de  telle  sorte  que 
T  n'appartienne  pas  à  F,  à  moins  toutefois  qu'on  n'ait  p=^2,  le  nombre 
des  indices  de  la  série  étant  quelconque,  ou  /?  =  3,  ce  nombre  se  réduisant 
à  2. 

Même  dans  ces  deux  cas  d'exception,  le  groupe  F'  ne  sera  pas  général, 
car  on  pourra  lui  adjoindre  la  substitution 

qui  est  échangeable  à  ses  substitutions,  et  n'appartient  pas  à  F. 

3"^  Si  ^  a  la  forme  mixte  (6),  les  mêmes  raisonnements  seront  évidem- 
ment applicables, 

631.  Les  substitutions  de  la  forme  ^,  contenues  dans  F,  forment  un 
groupe  partiel  évidemment  permutable  à  toute  substitution  de  F.  On  pourra 
donc  y  déterminer  un  faisceau  G  plus  général  que  F,  dont  les  substitutions 
soient  échangeables  entre  elles  aux  F  près,  et  auquel  toute  substitution 
de  F  soit  permutable  (528).  Si  ce  faisceau  peut  être  déterminé  de  plusieurs 
manières,  nous  le  choisirons  de  telle  sorte  que  son  ordre  soit  mim/wttm. 

On  verra  comme  aux  n^*  559-561  que  G  résulte  de  la  combinaison  de  F  avec 
une  double  suite  de  substitutions  Aj,  B<  ;...;  Aâ,  B^  telle ^  que  chacune  de  ces 
substitutions  soit  échangeable  à  toutes  les  autres  y  sauf  à  son  associée  y  à  laquelle 
elle  est  liée  par  une  des  relations  suivantes 

B7  A,B.=r:0A„     Bj'A.P,  =  eA„..   , 

pu  9  désigne  la  substitution 
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le  fouiieur  Ô  étant  une  rtÂcine  primitwe  de  la  congruence 

Q'^i     (mod. /?), 

et  n  un  nombre  premier ,  qui  divise  /?^  —  i . 

On  verra  ensuite,  comme  aux  n**'  562-564,  que  le  nombre  [i  des  indices  de 
chaque  série  est  un  multiple  de  if,  tel  que  fx'rr^;  puis  on  remarquera  que  le 
choix  des  indices  indépendants  dans  la  première  série  du  premier  système  ri  a 
pas  été  fixé  d'avance;  et  Ton  verra,  comme  aux  n®'  565-576,  qu'on  peut  en 
disposer  de  telle  sorte  qu'en  désignant  les  indices  . . . ,  a/,.^  jj., . . .  par  le  symbole 
général  [^,  l^ . . .  s]',  où  les  indicateurs  Ç| ,  §2»  •  •  •  ^^  nombre  a,  varient  de  o 
à?:  —  I,  et  r indicateur  e  de  o  à  fi' —  s ,  les  substitutions  A,,  B,;...,  A^,  B^ 
prennent  les  formes  suivantes  ; 

I  A.  =  |[Ê. $,...€];    0^.[$.Sv...e];;,   b.  =  |  [g,$,...e];   [?.-m,  ^.,...,  e];  i, 


à  moins  qu'on  n'ait  à  lafi^isp^^'i  (mod.  l\)  et  n  =-  2,  auquel  cas  A,  e/B, 
pourront  avoir,  soit  lesfi)rmes  ci-dessus,  soit  celles-ci  : 

a,  |5  eVa/ï^  un  système  de  solutions  de  la  congruence 

a'-hP's^i     (mod.  p). 

632.  Soient  maintenant  'K>=^sC9^^i  une  substitution  quelconque  de  T; 

/,  Af^  Bf "^  Af  ^  Bf  ^ . .  et  gn  Af  Bf  ^  A^,^"^  B^\. .  les  transformées  de  A,  et  B„ 
par  <>  {/n  et  gn  étant  des  substitutions  de  F).  Faisons  correspondre  k  la 
substitution  \?  celle-ci 

On  verra  comme  aux  n^  577-578  que  si  l'on  n'a  pas  à  la/ois 

/^''^S  (mod.  4)    et    7r=^2, 

Y  fera  partie  du  groupe  abélien  de  degré  n^^,  et  multipliera  les  exposants 
d'échange  par  (—  i^p^;  que  si  p^^3  (mod.  4)  et  tt  =  2,  V  fera  en  outre 

6o 
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partie  du  premier  ou  du  second  groupe  hypoahélien^  suiçanl  que  A, ,  B|  auront 

les  formes  (7)  ou  les  formes  (8). 

Réciproquement,  soit  V  une  substitution  ahélienne  [hypoabélienne)  de  de- 
gré  71^",  et  qui  multiplie  les  exposants  cT échange  par  (—  i)*^^^.  On  verra, 
comme  aux  n*^  579-580,  qu'iY  existe  des  substitutions  de  la  forme  sC9^^jqui 
ont  V  pour  corrélative  ;  et  que  ces  substitutions  sont  de  la  forme  sC  «I^SS,  t  étant 
une  substitution  de  la  forme 


[ll,...t]:    ^4,t:U''----']l 


•5=  ..  . 

et  G  une  substitution  de  la  forme 


Gr= 


[H.?,...e];    ]^«:^[?.ç,...g]: 


On  voit  enfin,  comme  au  n*^  581,  que  si  F  contient  une  substitution  s,  (^, 
de  la  forme  SG,  il  contiendra  ses  deux  composantes  S|,  C|. 

633.  Si  fji'  se  réduisait  à  l*unité,  i'indicateur  £,  n'élant  susceptible  que 
(l'une  seule  valeur,  pourrait  être  supprimé  sans  inconvénieni,  et  les  substi- 
tutions de  la  forme  s  se  réduiraient  à  celles  de  F. 

Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  ix'  soit  >  i.  Le  groupe  Y  con- 
tiendra des  substitutions  {le  la  forme  G,  autres  que  celles  de  F.  Nous  allons 
prouver  en  effet  que  s'il  en  était  autrement,  T  ne  serait  pas  général. 

Dans  le  cas  que  nous  discutons,  F  résulterait  de  la  combinaison  de  VV 
avec  des  substitutions  de  la  forme  h  et  une  substitution  de  la  forme  cM^^'^\ 
ou  deux  substitutions  ayant  respectivement  les  formes  ias'G'  et  $^«"g"  (621  ). 
Adoptons  cette  seconde  hypothèse,  qui  complique  légèrement  la  démons- 
tration. 

La  substitution 

appartient  évidemment  au  groupe  F  et  à  la  forme  ^;  elle  est,  par  hypothèse, 
de  la  forme  j$.  D'autre  part,  chacune  des  substitutions  ^,  $,  ^',  tB"  transfor- 
mant les  unes  dans  les  autres  les  substitutions  de  la  forme  s,  cette  substitu- 
tion pourra  évidemment  se  mettre  sous  la  forme 

2'  étant  encore  de  la  forme  s. 
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Donc  (*^G"j~*(a.Cr')""**^6".a.6'  sera  de  la  forme  S;  mais  elle  est  évidem- 
ment de  la  forme  tB;  c'est  donc  l'une  des  substitutions  F  communes  à  ces 
deux  formes.  Les  deux  substitutions  9^^'\  AtB^  sont  donc  échangeables  entre 
elles  aux  F  près,  et  comme  elles  sont  permutables  au  faisceau  F,  le  groupe 

sera  résoluble. 

Cela  posé,  réunissons  dans  une  même  classe  les  indices  pour  lesquels  s  a 
la  même  valeur  :  chacune  des  substitutions  de  A  se  compose  d'altérations 
pareilles,  exécutées  simultanément  sur  les  indices  des  diverses  classes.  Con- 
sidérons isolément  les  altérations  F©,  ^o^o'  ^o^'o  qu'elles  font  subir  aux 
indices  de  la  première  classe;  elles  forment  évidemment  un  groupe  A©  réso- 
luble, et  n'altèrent  pas  les  exposants  d'échange  (ni  les  caractères)  des  sub- 
stitutions correspondantes  à  ces  indices.  Mais  soient  D©,  D'o,...  les  groupes 
les  plus  généraux  parmi  ceux  dont  les  substitutions,  opérées  sur  les  indices 
de  la  première  classe,  n'altèrent  pas  les  exposants  d'échange  (ni  les  carac- 
tères) des  substitutions  correspondantes;  chacun  d'eux  contient  des  substi- 
tutions autres  que  celles  de  F^,  qui  remplacent  chaque  indice  par  une  fonc- 
tion de  ceux  de  la  même  série  (622).  Soient  Do  celui  de  ces  groupes  qui 
contient  A^;  ^q,  /[,,...  celles  de  ses  substitutions  qui  ne  déplacent  pas  les  sé- 
ries; le  groupe  {Ïq,  /'q»---)  ^^^^  résoluble,  et  permutable  aux  substitutions 
de  Do,  et  notamment  aux  substitutions  $*;j  e^^^,  ^o  ^'o- 

Soient  maintenant  /',  /",...  les  substitutions  de  la  forme  ^  qui  font  subir 
aux  indices  de  la  première  classe  les  altérations  ^q,  i'q, —  Elles  forment 
évidemment  un  groupe  résoluble,  permutable  aux  substitutions  ^6',  $^G", 
ou,  comme  les  substitutions  de  la  forme  s  sont  échangeables  à  celles  de  la 
forme  s,  permutable  aux  substitutions  Jis's',  (P^s"G",  ainsi  qu'aux  autres 
substitutions  de  la  forme  S  et  à  W,  dont  F  est  dérivé. 

Le  groupe  dérivé  de  la  combinaison  de  {t\  /",...)  avec  F  est  donc  résolu- 
ble (527),  et  plus  général  que  F;  car  l'une  au  moins  des  substitutions  /'„, 
/q,...  n'appartenant  pas  à  Fo,  l'une  au  moins  des  substitutions  t\  t'\.,. 
n'appartiendra  pas  a  F,  et  par  suite,  ne  sera  pas  contenue  dans  F. 

Il  reste  à  prouver  que  chacune  des  substitutions  /',  /", . . .  adjointes  à  F, 
laisse  invariables  les  exposants  d'échange  (et  les  caractères).  Or  t'^  n'altère 
pas  les  exposants  d'échange  mutuels  (les  caractères)  des  substitutions  cor- 
respondantes aux  indices  de  la  première  classe;  donc  t\  qui  donne  à  ces 
substitutions  les  mêmes  transformées,  ne  les  altérera  pas  non  plus.  Par  une 
raison  de  symétrie  évidente,  elle  n'altérera  pas  les  exposants  d'échange  mu- 
tuels (ni  les  caractères)  des  substitutions  correspondantes  à  deux  indices 

6o. 


476  LIVRE  QUATRIÈME. 

quelconques  d'une  même  classe.  Enfin,  soient  x,  y  deux  indices  apparte- 
nant à  des  classes  différentes;  x,  x\...  et  y,  y',...  les  divers  indices  de 
leurs  classes  respectives.  Les  substitutions  C^,  C^/,...  correspondantes  à  x, 
x\,..  ont  des  exposants  d'échange  congrus  à  zéro  avec  chacune  des  substi- 
tutions Cy,  C/,....  Leurs  transformées  par  t\  qui  sont  de  la  forme  C*C;'..., 
auront  donc  aussi  des  exposants  d'échange  congrus  à  zéro  avec  les  trans- 
formées de  Cy,  Cy,...  qui  sont  de  la  forme  C^C^!.... 

634.  Le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  r  qui  sont  de  la 
forme  G  est  évidemment  permutable  à  toutes  les  substitutions  de  F.  On 
pourra  donc  (528)  y  déterminer  un  faisceau  G'  plus  général  que  F,  permu- 
table aux  substitutions  de  F,  et  dont  les  substitutions  soient  échangeables  entre 
elles,  aux  ¥  prés.  Raisonnant  comme  précédemment,  on  verra  : 

1**  Que  G'  résulte  de  la  combinaison  de  F  avec  une  double  suite  A\ ,  B',  ;...; 
A'^ ,  B',.  dont  chaque  substitution  est  échangeable  à  toiites  les  autres,  sauf  à 
son  associée,  à  laquelle  elle  est  liée  par  une  relation  de  la  forme 

B',""  *  A ,  B ,  =  0' A , , . . . , 
B'  désignant  la  substitution 

ou  le  facteur  6'  est  une  racine  de  la  congruence  ô'^'^i  (mod.  /;),  et  n'  un 
dimeur premier  de p^  —  i. 

2°  Que  les  ii!  indices  qui  se  déduisent  l'un  de  l'autre  par  la  variation  de  î 
peuvent  être  remplacés  par  d'autres  indices  indépendants,  se  partageant  en 
n'^  suites,  en  réunissant  ensemble  ceux^  en  nombre  ]ul"=  [jJn'~^,  que  A', , . . ., 
A'„>  multiplient  par  les  mêmes  facteurs  :  et  (\u' en  choisissant  convenablement  les 
nouveaux  indices,  et  remplaçant  l'indicateur  unique  î  par  c'  indicateurs  •/;,, 
>32,...  variables  de  o  à  n'  —  \,  et  un  indicateur  t'  variable  de  o  à  [k"  —\, 
on  pourra  mettre  les  substitutions  A\,  B'j , . . . ,  sous  les  formes  suivantes  : 


19) 


i  A',=  I  [?.?,...»),..•.£'];     6%[lf,...-f„...e']l  I, 
\   B',=  I  [Ç.g,...r,,...€'];     [Ç„Ç„...,yi, +!,...,£']:  !, 


à  moins  que  Von  n'ait p^^Z  (moil.  4)  ^t  s'=  i,  auquelcas  k\  et  B',  pourront 
avoir,  au  lieu  de  la  forme  précédente,  celle-ci  : 

I B',  =  I f-^,^,... •/?,...£']:  ae'''.[?,ç,...-/),...£'];+p[H„^„...,-/;.+i,...,£'i:|. 
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On  pourra  opérer  cette  réduction  de  telle  sorte  que  les  expressions  des  sub- 
stitutions F,  A,,  B),...,  S  ne  soient  pas  altérées,  sauf  le  remplacement  de  V  in- 
dicateur unique  s  par  les  indicateurs  vj ,,...,  t' .  • 

3**  Qu'à   chaque   substitution   '^  de  T ^    qui  transforme  A'j,   B'j,...    en 

f[  A*  '  B'f  ' . . . ,  g^  A'/  '  B'f  ' .......  correspond  une  substitution 

appartenant  au  groupe  abélien  [et  dans  certains  cas  à  l'un  des  groupes  hypo- 
abéliens)  de  degré  n'^"^' . 

4®  Que  cha^cune  des  substitutions  de  la  forme  S  qui  entre  dans  V expression 
des  substitutions  de  T  est  le  produit  de  deux  substitutions  partielles^  ayant  les 
formes  suivantes  : 


(«0 


(12) 


[^i$2-..yîi.. .e'j;    \«m,::  [$«2a...m,...e']; 


nti,.  . 


[?.$....V3....6'];     y  a^\[Ç.  S»...*/î...    q']l 


V 


5**  Que  si  r  contient  une  substitution  de  la  forme  s,  il  contiendra  les  deux 
facteurs  partiels  dont  elle  est  le  produit;  que  5i  /jl"  >  r ,  F  contiendra  des  sub- 
stitutions de  la  forme  (  i  a) ,  autres  que  celles  de  Y;  que  parmi  ces  substitutions  on 
pourra  déterminer  un  second  faisceau  G",  analogue  à  G  et  à  G'  ;  etc. 

635.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que|j."se  réduise  à  Tunilc.  Les  sub- 
stitutions de  la  forme  (12)  se  réduiront  à  celles  de  F. 

Soit  maintenant  tpri:  a^çp^^une  substitution  quelconque  de  F  :  on  pourra 
lui  déterminer  deux  corrélatives  V,  V,  appartenant  aux  groupes  abéliens 
(bypoabéliens)  de  degrés  ti^"^,  tt'^^,  et  y  multipliant  les  exposants  d'échange 
par  (  —  i)'^/?P(ifnod.  tt),  (— i)^/>P(mod.  tt').  Les  deux  groupes  A,  A',  res- 
pectivement formés  par  les  substitutions  Y  et  par  les  substitutions  Y',  seront 
résolubles  et  primaires  (584). 

636.  Réciproquement,  soient  L,  V  des  groupes  résolubles  et  primaires,  res- 
pectivement contenus  dans  les  groupes  abéliens  [hypoabéliens)  de  degrés  tt-^, 
7r'*°'.  Associons  leurs  substitutions  de  toutes  les  manières  possibles,  de  telle  sorte 
que  deux  substitutions  associées  Y,  V'  multiplient  les  exposants  d'échange  par 
des  facteurs  respectivement  congrus  suivant  les  modules  n  et  n\  à  une  même 
expression  de  la  forme  (—  i)^/>^.  A  chaque  système  de  substitutions  associées  on 
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pourra  faire  correspondre  une  substitution  *(?,  de  la^  forme  ^<^^^  dont  V,  V 
soient  les  corrélatives.  Le  gwupe  T  formé  par  les  substitutions  ainsi  déterminées^ 
jointes  aux  substitutions  W,  F,  A,,  B,,...,  A'^,  B', ,...,  sera  résoluble  (585j, 
et  restera  le  même  de  quelque  manière  qui  on  choisisse  la  substitution  V  (586). 
Son  ordre  est  égal  à  p  —  \  fois  l'ordre  de  A ,  lequel  sera  égal  à 

/i  (p^-  I   tt't:''''  , ■-  -, -, 

'^  (TT  — ij(7r'— I) 

r/,  d',  fj),  0)'  ayant  la  même  signification  quaux  n^  590-591,  et  k  étant  le 
nombre  de  systèmes  de  valeurs  de  t  (mod.  2)  et  de  p  (mod.  v),  tels^  que 
(—  lYp^  soit  congru  à  une  puissance  de  g^  (mod.  n)  et  à  une  puissance  de 
g"'  [moiï.n')  (590-591). 

On  remarquera  d'ailleurs  qu'il  faut,  pour  que  F  soit  primaire,  qu'il 
contienne  une  substitution  qui  permute  les  deux  systèmes  :  elle  sera  de  la 
forme  ,^$^15^.  Il  faudra  doiw  que  parmi  les  systèmes  de  valeurs  ci-dessus  déter- 
minés pour  T,  p,  il  y  en  ait  un  au  moins  pour  lequel  on  ait  t  =  1 . 

637.  La  construction  du  groupe  F  est  ainsi  ramenée  à  celles  des  groupes 
auxiliaires  L,  L\  qu'on  devra  choisir  chacun  aussi  général  que  possible 
dans  son  espèce.  Leur  détermination  conduit  donc  au  problème  G.  En  les 
choisissant  diversement,  on  obtiendra  pour  F  autant  de  groupes  différents. 
Mais^e  V  on  prend  successivement  pour  L,  par  exemple,  une  suite  de  groupes 
semblables  entre  eux  (588),  les  divers  groupes  F  ainsi  obtenus  seront  eux- 
mêmes  semblables  entre  eux  (589), 

638.  Remarque.  —  Soit  F  un  groupe  de  première  calégoric  construit 
comme  il  vient  d'être  indiqué.  Prenons  pour  indices  indépendants,  à  la  place 
des  indices  [S||a . .  .vj,,. .])?  du  premier  système,  les  fonctions  réelles  Xp 
x\,...  dont  ils  dépendent;  et  pour  indices  indépendants  dans  le  second  sys- 
tème, h  la  place  des  indices  imaginaires  [S,  Ç^.  ..vj, . .  .]j!,  des  fonctions 
réelles  y\  ,y\,*,.  choisies  de  telle  sorte  que  les  exposants  d'échange (C^c',  CyJ. 
(Cj^Cj^'J,. . .  soient  congrus  à  i,  et  les  exposants  d'échange  (Cy^C/J, 
(Cy,C/),...  congrus  à  zéro.  Cela  sera  toujours  possible  (293),  et  dans  le 
cas  où  le  groupe  doit  être  hypoabélien,  les  substitutions  Cy ,  Ç,',,...  auront 
toutes  le  caractère  zéro.  Le  groupe  sera  donc  contenu  dans  le  groupe  hypo- 
abélien Ae première  espèce  (293). 

Soient  a7|,j,,...  les  indices  imaginaires.  Les  nouveaux  indices  ;r',,yi,... 
auxquels  le  groupe  est  actuellement  rapporté,  sont  des  fonctions  de  0^1,^1,..., 
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qui  ne  sont  déterminées  que  par  les  exposants  d'échange  (et  les  caractères) 
des  substitutions  correspondantes.  On  pourra  les  choisir  de  diverses  ma- 
nières» et  obtenir  ainsi  divers  groupes;  mais  chacun  de  ces  groupes  est 
semblable  à  celui  qui  correspond  a  la  solution  évidente  cc^  =  a-, ,  y'^  =  j, , . . . 
Car  on  Ty  ramène  en  le  transformant  par  la  substitution 

laquelle  est  évidemment  abélienne  propre  (hypoabélienne). 

§  III.  —  Groupes  indécomposables  de  seconde  catégorie. 

639.  Soit  r  Tun  des  groupes  cherchés.  Les  indices  indépendants  étant 
choisis  de  manière  a  ramener  son  premier  faisceau  F  à  la  forme  canonique, 
se  partageront  en  systèmes,  contenant  chacun  2v  séries,  contenant  jtx  in- 
dices; et  la  r'^'"*  série  de  chaque  système  sera  conjointe  à  la  r-i-  V^'"^  (247). 
On  voit  d'ailleurs,  comme  au  n®  615,  qu'il  n'y  a  qu'un  seul  système,  sans 
quoi  r  serait  décomposable. 

Soient  ^o»^o*-**»  i/of*»--f  ^r*  Jr****»  Ur,...\*.*  les  nouveaux  indices; 
C^,, ...  les  substitutions  correspondantes.  On  peut  choisir  ces  indices 
(247-251)  de  telle  sorte  qu'ils  se  partagent  en  deux  espèces  :  i^  les  uns, 
x^  y^...  associés  deux  à  deux,  de  manière  qu'on  ait 

(•3)  (C..C,.^0^-(C,.a,,0  =  i     (mod./>); 

les  autres,  tf,...  tels  que  l'on  ait 

(i4)  (C^C^^j^e^ 

e  étant  une  racine,  arbitrairement  choisie,  de  la  congruence 

(i5)  eP-'s— I     (mod.  ^); 

les  autres  exposants  d'échange  étant  tous  congrus  à  zéro.  Il  pourra  d'ail- 
leurs se  faire  qu'il  n'y  ait  d'indices  que  de  l'une  de  ces  deux  espèces.  Quant 
aux  caractères  des  substitutions  C,^,...  dans  le  cas  où  T  est  hypoabélien, 
ils  seront  congrus  à  zéro  (292). 

Chaque  substitution  de  r  est  complètement  déterminée  lorsque  l'on  con- 
naît les  fonctions  qu'elle  fait  succéder  aux  indices  de  la  première  série,  car 
elle  remplace  les  indices  conjugués  par  des  fonctions  conjuguées.  Nous 


480  UVRE  QUATRIÈME. 

pourrons  donc,  dans  l'expression  de  ces  substilutions,  supprimer  comme 
superflues  les  indications  relatives  aux  autres  indices. 

> 

640.  Soit  /  une  racine  arbitraire  de  la  congruence 

(i6)  /p'+'^e/'-    (mod. /?). 

Elle  pourra  s'exprimer  en  fonction  de  l'imaginaire  i  de  degré  2v  qui  a 
déjà  été  introduite  :  car  elle  satisfait  a  la  relation 

//''-'  =  eî/' -')(/»-■)  =  (_.  ,)/»-'  =  ,     (mod.  p). 
Ceh  posé,  la  substitution 

est  abélienne  propre  (hypoabélienne);  car  elle  transforme 


r—f   i..r+v-'l 


qui  lui  est  égal  en  vertu  des  relations  (i/|)  et  (i6). 

Soit  maintenant  '<>  une  substitution  de  r,  qui  remplace  les  indices  de  la 
première  série  par  des  fonctions  de  ceux  de  la  p  4- 1'^""'  par  exemple;  on 
aura  évidemment  <>  =  $p^,  ^  étant  une  nouvelle  substitution  abélienne 
(hypoabélienne)  qui  ne  déplace  pas  les  séries;  et  F  résultera  de  la  combi- 
naison de  celles  de  ses  substitutions  qui  sont  de  la  forme  ^avec  une  seule 
substitution,  de  la  forme  ^'^  (557). 

Parmi  les  substitutions  delà  forme  !^,  on  doit  remarquer  celles  de  la 
forme 

à  laquelle  appartiennent  les  substitutions  de  F. 

Une  substitution  de  cette  forme  multiplie  les  exposants  d'échange  par 

a^'-'.  Pour  qu'elle  soit  abélienne,  il  faudra  donc  que  l'on  ait 

(18)  ap'^'ssm    (mod.  pi, 

m  étant  un  entier  réel;  congruence  dont  les  racines,  satisfaisant  a  fortiori 
à  la  congruence 

af^-^^mP'-^^i     (mod.  p), 
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s'exphmerout  sans  nouvelle  imaginaire.  Réciproquement,  on  voit,  comme  au 
n^  617,  que  T  contient  toutes  les  substitutions  de  la  forme  (17),  où  a  salis- 
fait  àunecongruencedela  forme  (18).  En  particulier,  celles  de  ces  substitu- 
tions pour  lesquelles  m  =  i  seront  abéliennes  propres,  et  appartiendront  à  F. 
D'autre  part,  soit  W  l'une  de  ces  substitutions,  pour  laquelle  on  ait 
m=^  g;  \\  multipliera  les  exposants  d'échange  par  g;  donc  T  aura  pour 
exposant  l'unité,  et  résultera  de  la  combinaison  de  W  avec  des  substitutions 
abéliennes  propres* 

641.  Si  chaque  série  ne  contient  qu'un  indice,  les  substitutions  de  la 
forme  :^se  réduisent  à  celles  de  la  forme  (17);  adjoignant  à  ce  faisceau  la 
substitution  9  qui  lui  est  permutable,  on  obtiendra  le  groupe  cherché  r, 
qui  ne  pourra  être  déterminé  que  d'une  seule  manière,  et  dont  l'ordre  est 
évidemment  égal  à  2v{p* -h  i){p  —  i). 

642.  Passons  au  cas  plus  général  où  chaque  série  contient  plusieurs  in- 
dices. 

Théorème.  —  Le  groupe  T  contient  des  substitutions  de  la  forme  ^,  autres 
que  celles  de  la  forme  ¥ . 

Nous  allons  prouver  en  effet  que  s'il  en  était  autrement,  F  ne  serait  pas 
général. 

Soient  M^o>  ^m---  les  substitutions  de  la  forme  Y,  ^0^0»  ^o^o--m  ^j  ^0» 
^,  Y,,...;...  les  substitutions  de  la  forme  ^(^0  étant  égal  à  l'unité);  *^^'  la 
substitution  qui,  combinée  aux  H^,  reproduit  F,  par  hypothèse.  Les 
groupes  Fo,  F,,...,  respectivement  transformés  de  F  par  les  substitutions 
^0»  ^i»"-  sont  respectivement  dérivés  des  ^  et  des  transformées  de  S*^^'. 
Soient  $^^a,Vp,»  *^^a.^p,*---  ces  transformées.  Deux  cas  seront  à  distinguer  : 

i""  Si  ^a,  =  ^a,»  ^i^r*  sera  permutable  à  F,  et  pourra  lui  être  adjointe, 
de  manière  à  former  un  groupe  plus  général  (558). 

2®  Si  au  contraire  les  substitutions  ^a,,  î^»,,...  sont  toutes  distinctes,  elles 
reproduisent  toute  la  suite  ^0»  ^i>-.;  l'une  d'elles,  ^a.  par  exemple,  se  ré- 
duira donc  à  l'unité.  On  peut  alors  déterminer  une  substitution  X,  de 
forme  î^,  et  permutable  au  groupe  F,,  dérivé  des  T  et  de  ï^^p,.  En  effet, 
s'il  existe  des  indices  x,  y^  de  première  espèce,  on  pourra  poser 

A    =^     I      X^y     y^y   •     •     •  ,       WO,   •     •    •  J"»»  X^y   •    •    •  9       W»,   .    .    .      |, 

et  si  tous  les  indices  sont  de  seconde*  espèce,  on  posera 

X    =     I       U^y       U\,       U\y...  U\y      l/fl,       U\y.,,       |. 

61  . 
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La  transformée  de  X  par  ^7' sera  de  forme  ^  et  permutable  à  F.  Elle 
pourra  donc  lui  être  adjointe,  et  ce  groupe  ne  sera  pas  général. 

Corollaire.  —  T  contient  des  substitutions  abéliennes  propres  de  la  forme  ^ 
autres  que  celles  de  F.  Car  soient  ^,  une  substitution  de  la  forme  ^qui  soit 
contenue  dans  F  sans  être  de  la  forme  ^;  g^  le  facteur  par  lequel  elle  mul- 
tiplie les  exposants  d'échange  :  F  contiendra  la  substitution  W^^:^,,  qui 
est  abélienne  propre,  de  forme  ^et  n'appartient  pas  à  F. 

643.  Les  substitutions  abéliennes  propres  de  forme  ^,  contenues  dans  F, 
forment  donc  un  groupe  partiel,  plus  général  que  F  :  il  est  d'ailleurs  évi- 
demment permutable  à  toute  substitution  de  F.  On  pourra  donc  y  déter- 
miner un  faisceau  G  plus  général  que  F,  dont  les  substitutions  soient  échan- 
geables entre  elles  aux  F  près,  et  auquel  toute  substitution  de  F  soit 
permutable  (528).  Si  ce  faisceau  peut  être  déterminé  de  plusieurs  manières, 
nous  le  choisirons  de  telle  sorte  que  son  ordre  soit  minimum. 

On  verra,  comme  aux  n*^  559-561,  que  G  résulte  de  la  combinaison  de  F 
avec  une  double  suite  de  substitutions  A|,  B*;...;  A^,  B^r,  telle^  que  chacune  de 
ces  substitutions  soit  échangeable  à  toutes  les  autres,  sauf  à  son  associée  ^  à  la- 
quelle elle  est  liée  par  une  des  relations  suis^antes  : 

B7'A|Bi  =  0Ai,     B7*  Ai  Bt  =  0 Ai,. . , , 

ou  0  désigne  la  substitution 

et  le  facteur  9  une  racine  primitive  d^une  congruence  binôme  de  degré  premier 

0*^1    (mod. /?). 
La  substitution  6  devant  d'ailleurs  faire  partie  de  F,  on  aura 
g^Vi^,     (mod./i),        d'où        ;;^-hi^o    (mod.  7:). 

On  verra  ensuite,  comme  aux  n***  562-566,  que  le  nombre  (x  des  indices  de 
chaque  série  est  un  multiple  de  n^,  tel  que  fxV,  et  qu'o/i  peut  remplacer  les  in- 
dices actuels  par  d'autres  indices  [£,  £3 . . .  e]^  choisis  de  telle  sorte  que  les  substi- 
tutions Ai,  B,,  Ajf  Ba,...  prennent  la  forme 

A,=  I  [Ç.  Ç,...e]o    a,  0^'[S,  Ê7-..e]o  |,     Bi=  |  [Ç,  ?,. . .«].     &,  [Ç,  4-1,  E„. .   ,  e]*  |. 
A»=  I  [?i?2.  ..€]•    «»0^«[Ç,  ?2...e],  I,     B,=  I  [Ç,  H2...€]o     6,[î,,  Ç,  H-i,.  ..,'ê],  |, 
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Si  n  est  premier  impair,  chacun  des  coefticients  a^  &,,...  sera  le  produit  de 
facteurs/,  y,  ô,  dont  chacun  est  le  coefficient  d'une  substitution  de  F  (568). 
Ils  s' exprimeront  donc  sans  introduction  d'imaginaire,  et  on  pourra  les  sup- 
poser réduits  à  runité.  Car  si  l'on  désigne  par  a,,  è,,...  les  substitutions 

qui  sont  contenues  dans  F,  G  sera  dérivé  de  la  combinaison  de  F  avec  la 
double  suite  «7*  A,,  07*8,,...,  où  les  coefficients  ont  disparu. 

Si  TT  =  2,  chacun  des  coefficients  a,,  fr,,...  sera  le  produit  de  facteurs/, 
y,  par  un  facteur  y*, y  étant  une  racine  primitive  de  la  congruence 

7^  =  1     (mod. />); 

d'ailleurs,/?''-!-  i  étant  divisible  par  2,  p'^^  —  i  le  sera  par  4;  on  aura  donc 

7>'-'  =  i     (mod.^). 

Donc  y,  et,  par  suite,  a^,  64»...  pourront  encore  s'exprimer  sans  intro- 
duction d'imaginaire  nouvelle.  Mais  deux  cas  seront  à  distinguer  : 
I ^  Si /?" -f- 1  est  divisible  par  4»  on  aura 

ypVi^i     (mod. /i); 
F  contiendra  la  substitution 

et  l'on  pourra,  comme  dans  le  cas  où  n  est  impair,  réduire  à  l'unité  chacun 
des  coefficients  a^  /^n.... 

2*"  Si/^^'-i- i^  2.(mod.  4). y  n'appartient  pas  à  F;  maisy*=6  lui  appar- 
tient. Chacun  des  coeffîcients  ai,  6(,...  sera  donc  de  la  forme /ou  de  la 
formey(/, /étant le  coefficient  d'une  des  substitutions  de  F.  Suivant  que  le 
coefficient  considéré,  a^  par  exemple,  sera  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces 
formes,  les  racines  de  la  congruence  caractéristique  de  la  substitution  cor- 
respondante A|  satisferont  ou  non  à  la  congruence 

X^'+'si     (mod./;). 

Or,  en  opérant  comme  au  n^STO,  on  verra  que  les  facteurs  a^»  62f-  pour- 
ront être  réduits  à  l'unité,  et  les  facteurs  a,,  6,  tous  deux  à  l'unité,  ou  tous 
deuxày\ 

61. 


48i  LIVRE  QUATRIÈME. 

644.  Soient  Q,e,...er  l^s  substitutions  correspondantes  aux  nouveaux  in- 
dices [Ç,  Çj...*]^.  Leurs  exposants  d'échange  ne  sont  pas  altérés  par  les  sub- 
stitutions A,,B|,  A2,  B3,.... 

I**  Or  A,  multiplie  Texposant  d'échange 

Si  a,  =  1,  ce  facteur  ne  se  réduit  a  l'unité  que  pour  Ç'^^S,.  Donc  l'ex- 
posant d'échange  considéré  doit  s'annuler  si  ?i  <Ç|. 

Si  a,  =y,  ce  qui  n'a  lieu  que  si  />''-i-  1  ^  a  (mod.  4)»  ce  facteur  ne  se 
réduit  à  l'unité  que  pour  S*,^  S,  -f-i.  Donc  l'exposant  d'échange  considéré 
s'annulera  si  ^^^S,. 

2*»    B,    le    transforme    en   *f"^*^'^(Cç._,,$,....,e.rQ'.-i,ç', ^'.r+v).   Donc   si 

6,  =  «1  =  I,  l'exposant  d'échange  considéré  sera  indépendant  de  la  valeur 
de  §,;  si  b^  =  a,  =j\  il  changera  de  signe  lorsque  £,  variera  d'une  unité. 

Les  substitutions  Aa^Bj,...  donnent  lieu  k  des'résultats  analogues;  mais 
a,,  b29..>  se  réduisant  à  l'unité,  on  n'aura  pas  de  distinction  à  faire. 

On  peut  résumer  ces  résultats  dans  l'énoncé  suivant  : 

Soit  a,  =  bf  =/*',  V  étant  égal  à  o  ou  à  i;  l'exposant  d'échange 
(Q,ç,..  er  Cç',ç;...£',r^v)  ^^  diffère  de  zéro  que  si  l'on  a 

,     $',  —  $, —  u  =  $',~  Ça  =  .  ..  =  0    (mod.  tt). 

//  est  indépendant  de  ^2^.,.  et  se  trompe  multiplié  par  6"  lorsque  S,  croît  d'une 
unité. 

645.  On  peut  d'ailleurs,  sans  altérer  Texprcslsion  des  substitutions  F,  A,, 
B|,...,  prendre  pour  indices  indépendants  à  la  place  des  indices  [00. ..oj^,..,, 
foo...,  jut.'— ijo  des  fonctions  quelconques  de  ces  mêmes  indices,  pourvu 
qu'on  altère  parallèlement  dans  la  première  série  les  autres  classes  d'in- 
dices correspondant  aux  divers  systèmes  de  valeurs  des  indicateurs  |,,  ë2t..M 
il  conviendra  de  faire  subir  en  même  temps  aux  indices  des  autres  séries 
des  altérations  conjuguées  de  celles-là.  Il  reste  donc  dans  le  choix  des  in- 
dices un  certain  arbitraire  dont  on  peut  profiter  pour  préciser  l'expression 
des  exposants  d'échange  qui  ne  sont  pas  encore  déterminés. 

Soit  d'abord  a,  =  i,  =  1 .  Nous  avons  vu  (247-251  )  qu'on  pourra  déter- 
miner les  indices  [00.. .oj^,...,  [00.^.,  /x'—  i]o  de  telle  sorte  qu'ils  se  par- 
tagent en  deux  espèces  :  les  uns,  tels  que  [oo...o]o>  roo...ijo,  associés 
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deux  à  deux,  de  telle  sorte  que  Ton  ait 

(  Cw...M  Cm  ...,v }  ^  —  (  Cm...i»  Cot...»v  )  ^  I     (  mod .  ^  ), 

les  exposants  d'échange  de  C50...00  et  de  Coo...«o  avec  les  autres  substitutions 
de  la  forme  Coo...ev  étant  tous  congrus  a  zéro;  les  autres,  [00. ..w]©  par 
exemple,  tels  que  Ton  ait 

(C»o...«e  C»o...«iv)^  «    (  mod.  />), 
e  étant  une  racine  arbitrairement  choisie  de  la  congruence  (i5). 

646.  Soit  maintenant  a,  =  fe,  =7,  d'où  n  =  2.  On  pourra  choisir  les  in- 
dices [oo...ê]o  de  telle  sorte,  qu'ils  soient  de  deux  espèces  :  les  uns, 
[oo...o]o,  [00...  i]o»...  associés  en  croix  aux  indices  analogues  ["io...o]v, 
[10...  i]^  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

(  t^oo...o»  t^io...iv  )  ^=  (  t<oo...io  C'io...»v  j  ^  I       (  mod  •  />  ]  , 

les  exposants  d'échange  de  Coe...oo  et  de  Co0...io  avec  les  autres  substitutions 
de  la  forme  C,o...ev  étant  tous  congrus  à  zéro;  les  autres,  [oo...m]o  par 
exemple,  tels  qu'on  ai? 

(CM...«oC,a...«»)^i     (mod.  p). 

Supposons  en  effet  qu'on  puisse  choisir  les  indices  [oo...£jo  de  telle 
sorte  que  les  substitutions  Coo...mo»--'»  Coo...,|i'-i,o  correspondantes  à  [l'—m 
d'entre  eux  aient  chacune  des  exposants  d'échange  congrus  a  zéro  avec  cha- 
cune des  substitutions  C|o...ev  excepté  avec  sa  correspondante  dans  la  suite 
Cio...mv»--'t  C,o...y_,.v.  mais  qu'il  soit  impossible  de  les  choisir  de  telle  sorte 
que  plus  de  fji'—  m  d'entre  eux  jouissent  de  la  propriété  ci-dessus.  Posons 

On  pourra  choisir  a©»  «•»•••»  «m-i  de  telle  sorte  que  les  exposants  d'é- 
change de  Doo  avec  C,o...iv»«"»  C,o...y-i,v  soient  tous  congrus  à  zéro. 

En  effet,  les  exposants  d'échange  de  C00...00  »  Coo...fo«  •••  avec  C,  o...mv*  ••  M  étan  t 

égaux»  au  signe  près,  àceuxdeCoo...//io»-'«  avec  C,o...ov»  C,o...iv»--«  élevés  à  la 
puissance/^'',  sont  congrus  à  zéro.  Par  suite,  les  exposants  d'échange  de  Doo 
avec  G|o...mv»*-*  sont  identiquement  congrus  à  zéro;  et  pour  que  les  autres  le 
soient,  il  suffira  que  les  rapports  de  a^,  &«,...  soient  déterminés  par  les 
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m  —  I  congruences  résumées  dans  la  formule  suivante  : 

Le  coefficient  «o  s^era  nécessairement  congru  à  zéro;  car  s'il  ne  Tétait  pas. 
on  pourrait  prendre  pour  indices  indépendants,  à  la  place  des  indices 
[oo...£Jo  ceux  qui  correspondent  aux  substitutions  Do©»  Coo...io»- •  » 
t''oo...,ii.'-i.o  pai^'mi  lesquelles  il  en  est  /jl'— /w-4-i,  Do©»  Coo...mo»"»  dont  les 
exposants  d'échange  avec  celles  de  la  suite  D,v»  C,o...mv»"-  soient  tous  con- 
grus à  zéro,  sauf  ceux-ci  : 

résultat  que  nous  supposons  impossible. 
Soit  donc  a©  ^  o  :  on  en  déduit 

(Do»D|v)^  CL^l  (  Dm  C10...IV  )  -h  .  .  .-h  «5,_,  (D^a  C]ic...,ii»-i,v)  ^O. 

Parmi  les  coefficients  a,,...,  «/„.«,  qui  ne  sont  connus  que  par  leurs  rap- 
ports, l'un  au  moins,  a,,  sera  ^o  (mod.  p).  On  pourra  prendre  pour  in- 
dices indépendants  ceux  qui  correspondent  aux  substttutions  Ceo...oot  D©©,- •> 
C©©...,{i'~i.o-  Et  si  Ton  suppose  que  cela  ait  été  fait  d'avance,  D©©  se  réduira 

Déterminons  maintenant  des  substitutions 

telles,  que  les  exposants  d'échange  de  E©©  aYecC,o...©vt  C,©...2v..-..  C,o...y-j.v 
soient  tous  congrus  à  zéro.  Nous  venons  de  voir  que  cela  peut  toujours  se 
faire,  et  que  ^«  sera  congru  à  zéro,  ainsi  que  (E©©E4v)-  Mais  ]S©  ne  le  sera 
pas;  car,  s'il  Tétait,  l'exposant  d'échange  de  E©©  avec  C,©...,^  serait  égal  à 

expression  dont  chaque  terme  est  congru  à  zéro.  D'autre  part,  l'exposant 
d'échange  des  substitutions  Co©...eo«  et  par  suite  celui  de  Ëq©,  avec  une  sub- 
stitution quelconque  de  la  forme  Qy,...er  est  congru  à  zéro  si  Ton  n'a  pas 
Ç^  r,  Yj^o,...  (mod.  jr),  r^v  (mod.  av)  (644).  DoncE©©  aurait  tousses 
exposants  d'échange  congrus  à  zéro,  ce  qui  est  inadmissible. 
Le  coefficient  |3o  n'étant  pas  congru  à  zéro,  on  pourra  prendre  pour  in- 


m    — 
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(lices  indépendants  ceux  qui  correspondent  aux  substitutions  Eoo>  Coo...io»---; 
et  si  l'on  suppose  que  cela  ait  été  fait  d'avance,  Eo©  seTéduira  à  Coo..oo« 

On  voit  de  la  même  nianiëre  qjue  les  indices  [oo...2]o,  [oo...3]o  pour- 
ront être  choisis  de  telle  sorte  que  les  exposants  d'échange  des  substitutions 
correspondantes  avec  les  substitutions  C,o...ev  soient  tous  congrus  à  zéro, 
saufceux-ci:(Coo...2oC,o...sv),(Coo...3oC,o...2v);  et  l'on  continuera  ainsi  jusqu'à 
ce  qu'on  ait  épuisé  le  nombre  des  m  premiers  indices  de  la  suite  [oo...£]o 


m 


qui  se  trouveront  ainsi  groupés  en  —  couples. 

647.  On  peut  donc  choisir  les  indices  de  telle  sorte  que  tous  les  expo- 
sants d'échange  de  la  forme  (Coc.eo  C,o...e'v)  soient  congrus  à  zéro,  sauf 
ceux-ci  : 

(  ^M...0«  Vi|o...|v  )»        \i><09...1«  Vi|«...Ov)>  •  •  •  ,        V  ^oo...mo  L«i»...iiivy,  •  •  •  • 

I 

Il  reste  à  prouver  que  ces  derniers  exposants  d'échange,  que  nous  repré- 
senterons pour  abréger  par  ^oi9^io»*--»^m»*--f  peuvent  être  réduits  à  l'unité. 

Pour  cela,  prenons  pour  indice  indépendant,  au  lieu  de  [oo...o]o, 
celui-ci  :  ^oi  [oo...o]o.  La  substitution  correspondante  à  ce  nouvel  indice  sera 

C^ï  00»  ®^  son  exposant  d'échange  avec  C,o...<v  se  réduira  à  l'unité.  On  peut 

donc  supposer  A-qi  =  i .  Cela  posé,  on  aura 

""!•  ^^  (  tj|t...fv  t>M...lt  }  ^=  (  Vi»0...»v  ^10...W  }^=  «  '^    ^=  I  • 

Les  exposants  d'échange  ^on  ^lo*---  étant  ainsi  réduits  à  l'unité,  passons 
aux  suivants,  tels  que  k,n*  Prenons  pour  indices  indépendants,  à  la  place  des 

indices  [S|  Ç2««-'w]r>  ceux-ci  rf'''^[Ç|S2.../w]^,  auxquels  correspondent  les 
substitutions  C?,^.   ,„,  =  C^.ç.   ,„,..  On  aura 


expression  qui  se  réduit  k  l'unité  si  Ton  a 

(19)  rf^'-^'sA-^. 
Mais  00  a 

d'où  Ton  déduit 

(20)  rf,--.s/r5:-'=i, 
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relation  qui  monlre  que  les  racines  de  la  congruence  (19)  sont  des  entiers 
complexes  ne  contenant  d'autre  inoaginaire  que  celle  de  degré  av,  déjà  in- 
troduite dans  le  calcul.  On  pourra  donc  déterminer  d  sans  difficulté. 

648.  On  peut  déterminer  une  substitution  9  qui  remplace  chaque  indice  par 
une /onction  de  ceux  de  la  série  suis^ante^  transforme  A 1 ,  B« ,  Aj,  62, ...  en  A^ , 
B,,  A^,  Ba,...,  et  qui  en  même  temps  soit  abélienne  propre  [hypoabélienne). 

En  effet,  les  indices  étant  choisis  comme  il  vient  d'être  indiqué,  soit  d'a- 
bord ai  =&,=  I.  La  substitution 


(21) 


[çi  qa»  •  •  Ojo,    [Çi  Ça«  •  •  I  Joi  • .  •       L^'^'**^J'»    [^»  ua»  •  •  I  Jii  •  •  • 


OÙ  /est  une  racine  de  la  congruence  (16),  satisfait  aux  conditions  imposées 
à  Ç.  Si  a,  =  fr,  =y,  la  substitution 

« 

(22)  I  [$,Ç....e]o     [Ç,  $,...e],  I 

y  satisfait. 

En  général,  il  y  aura  plusieurs  substitutions  satisfaisant  aux  conditions 
ci-dessus.  Soit  $  l'une  d'elles,  choisie  arbitrairement,  et  que  nous  nous  ré- 
servons de  déterminer  ultérieurement  avec  plus  de  précision.  Chaque  sub- 
stitution de  r,  remplaçant  les  indices  de  la  première  série  par  des  fonctions 
de  ceux  d'une  même  série,  telle  que  la  p  -1-  1'^'"^,  sera  de  la  forme  î^^, 
pétant  une  nouvelle  substitution  abélienne  propre,  qui  ne  déplace  pas  les 
séries.  En  outre,  F  sera  dérivé  de  la  combinaison  de  substitutions  de  la 
•forme  ^avec  une  seule  substitution,  de  la  forme  ^^  (557). 

649.  Soient  maintenant  'Çz=z(^^  une  substitution  quelconque  de  T; 

/,  Pk\'  B*'...,  g^  A^Bf'. ......  les  transformées  de  A|,  B|,...  par  'Q. 

On  verra,  comme  aux  n*^  577  et  578,  que  la  substitution 

V  =  I  X,,  j,, . . .     d,Xx  -f-  6-',  j,  -+-...,  b\x^  -h  rf',;ri  -+- | 

de  degré  tt^*',  corrélative  de  *<?,  a  son  déterminant  non  congru  à  zéro;  quelle 
est  abélienne^  et  multiplie  par  p^  les  exposants  d^ échange  mutuels  des  substi- 
tutions 

X^^y^h^^.    .=1  I  :r,,  ^'i,. . .     ar, -h  a,,  j^', -i- |3,, .  . .   |. 

Enfin j  si  l'on  a  />^  -f- 1  ^  3  (  mod.  l\)  et  n  =^  1,  Y  appartiendra  au  premier 
groupe  hypoabélien  si  a,  =  i|  =  i  ;  au  second^  si  a,  =  fr,  =y. 
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650.  Réciproquement,  soit  V  une  substitution  quelconque  satisfaisant  à 
ces  conditions  :  cherchons  à  déterminer  une  substitution  abélienne  (hypo- 
abélienne)  '^  dont  V  soit  la  corrélative. 

1**  Soit  d'abord  n  premier  impair.  On  aura  V=  P^Q,  P  étant  la  substitu- 
tion qui  multiplie  07^,  â72,l..  par;?,  sans  altérer  j,,j2,...,  et  Q  une  substitu- 
lion  dérivée  des  substitutions  L^,,  M^,  Njt,v  du  n*^  220.  Or  la  substitutron  ù' 
et  les  substitutions  JÇ^^,  CfïL^,  Xj^  v  du  n®  579  ont  respectivement  pour  corré- 
latives P,  L|i,,  M|jL,  N^,v*  Ellles  sont  d'ailleurs  abéliennes  (hypoabéliennes). 

En  effet,  dans  le  cas  où  il  y  a  lieu  de  considérer  les  caractères  des  substi- 
tutions Cç,i,.  .er»  ces  caractères  sont  congrus  à  zéro  (292);  et  il  en  est  évidem- 
ment de  même  de  ceux  de  leurs  transformées  par  j^^,  Sfïi^,  ^^^^. 

Passons  à  la  considération  des  exposants  d'échange.  4L{jl  multiplie 
(Q.ç....erQ',ç;...ev)  par  Ic  facteur  $ï^»^(^>^-*)'''^T^^(^;-*y',  lequel  se  réduit  à 

une  puissance  de  ô'*'"*'*^!,  si  cet  exposant  d'échange  diffère  de  zéro,  au- 
quel cas  on  a  ^^^^^,  r'^r  -h  v.  La  même  observation  s'applique  aux  sub- 
stitutions Sf^^^y.  Quant  aux  substitutions  otL/j^^,  •  considérons  l'une  d'elles, 
.7rc,  par  exemple.. Elle  transforme 

m  m'  0. 

Si  l'on  n'a  pasÇg  —  %2^"  .^o(mod.  ;r),  /'—  r  —  v^eo  (mod.  2v),  l'ex- 
posant d'échange  des  substitutions  considérées  s'annule;  et  il  en  est  de 
mêmes  de  celui  des  deux  transformées;  car  les  exposants  d'échange  des  fac- 
teurs qui  les  composent,  comparés  deux  à  deux,  s'annulent  séparément. 

Soit  au  contraire  ^^  —  £a  ^...^o  (mod.  tt),  r'—  r  -—  v^o  (mod.  2v)  : 
(Q,ç...6'-Cç'^ç',...ev)  sera  encore  congru  à  zéro,  si  l'on  n'a  pas  S'4=e|,;  et  si 
cette  condition  est  satisfaite,  il  sera  congru  à  (Coo...erCoo...ev)«  quantité  que 
nous  désignerons  par  k.  De  même,  deux  facteurs  quelconques  pris  (fans  D 
et  D'  auront  leur  exposant  d'échange  congru  à  zéro  si  l'on  n'a  pas  m  =  m\ 
et  congru  à  ^ô"»^tP^+"»f,p''"*"'  j^ns  le  cas  contraire  :  on  aura  donc,  en  remar- 
quant que  $'''=r6~*, 

/« = it — I 


(DD')=A-  y  9(5.-5'.  )-(•'. 


m  =o 


Or  si  Ç,  5 11»  on  aura 


0(S-''i  )'/»''— ISO, 

62 
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et  cette  relation,  divisée  par  ô^^»-^')''  —  i  donnera 


/M=;k— I 


y  0(5-5'.W'-=o,     d'où    (DD')so, 


//t=o 


Si,  au  contraire,  S,  =?', ,  d'où  ô^»"^'  =  i,  on  aura 

{DD')  =  fr7r. 

Donc  diti  est  abélienne,  et  multiplie  les  exposants  d*échange  par  n. 

Cela  posé,  la  substitution  *<?,  formée  avec  «,  ^l^j^,  Oît^j^,  SK:,^^^  de  la  même 
manière  que  V  Test  avec  P,  L|t,  M^,  Nj^^y,  aura  évidemment  V  pour  corré- 
lative. 

2^  Soit  TT  =  2  et  p^-h  1^0  (mod.  4)-  La  substitution  i^,4  prendra  la 
forme 

et  rien  ne  sera  changé  au  raisonnement. 

3**  Soit  TT  =  2, /?"-!-  1^  2  (mod.  4)»  «i  =  *i  =  '•  La  substitution  V,  étant 
hypoabélienne  de  première  espèce,  sera  dérivée  des  substitutions  M^,  Np:.v 
(263),  et  '^  le  sera  des  substitutions  corrélatives  Oîi^^,  3iL^^^, 

4^  Soit  n  =  2,  p'-^- 1^2  (mod.  4)»  «i  =  *i  =y«  Nous  prendrons  alter- 
nativement pour  indices  indépendants  les  indices  [^|ë2...£j^  ou  les  indices 


[ç.s---e];=(^^-y''^[5.?.*..e]., 


ce,  ^  étant  un  système  de  solutions  de  la  congruence 

a'-f.(3»=— 1     (mod./i). 

Les  substitutions  A«,  B|,  rapportées  à  ces  nouveaux  indices,  prennent  la 
forme 

et  les  autres  substitutions  As»  Bj,...  ne  changent  pas  de  forme. 

Cela  posé,  la  substitution  Y  est  dérivée  de  celles  des  substitutions  M^, 
N(A,v  pour  lesquelles  jx,  v  sont  >  i,  jointes  aux  substitutions  L,,  M,,  U  du 
n^  278.  Aux  substitutions  Mpt,  N^^^v  on  pourra  faire  correspondre,  comme 
tout  à  l'heure,  les  substitutions  ^(j,,  Sf^^^^.  Aux  substitutions  L|,  M,,  U  on 
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pourra  faire  correspondre  des  substitutions^.,,  otl^,  t),  ayant  la  forme  in- 
diquée au  n^  579.  En  effet»  on  voit  immédiatement  que  ces  substitutions 
ont  pour  corrélatives  L|,  Mi,  U;  et  nous  allons  vérifier  d'autre  part  qu'elles 
sont  abéliennes  (hypoabéliennes). 

En  effet  les  substitutions  C^^ç,..  „.•  respectivement  correspondantes  aux 
nouveaux  indices   [^i  S,. ..  £]',.,  sont  évidemment  égales  aux  puissances 

/  «  -H  Pj  \  •    j^g  substitutions  Q,ç,...er.  Leurs  exposants  d'échange  mutuels 


sont  donc  congrus  à  zéro,  si  l'on  n'a  pas 

5',  —  ?i  —  i^fa  —  Sa^. .  .^o  (mod.  it),     t' ^ t  +  >  (mod.  av), 

et  si  ces  conditions  sont  satisfaites,  leur  valeur  est  indépendante  de  Ça,..., 
et  change  de  signe  lorsque  |,  varie  d'une  unité.  En  outre,  leurs  caractères 
(dans  lé  cas  où  il  y  a  lieu  de  les  considérer)  sont  congrus  à  zéro. 
Cela  posé,  41i  transforme  Cç^^,   ,^,  Q  ^'    .v  en 


../  V  «»•' 


elle  multiplie  donc  leur  exposant  d'échange  par  (i  -hjô^'Y'ii  -^j6^'Y  .  Ce 
facteur  se  réduit  à  2  toutes  les  fois  que  l'exposant  d'échange  considéré  n'est 
pas  congru  a  zéro;  car  il  est  alors  égal  à 

{,^jei.)P'(t-^je^.y^'^(i^je^^r{i^[j6^^yY  (mod.p), 

ou,  comme /^^^i  (mod.  4)»  d'où  y' ^y,  6p'^6,  à 

(1  —  [je^*]'y  =  2P''^2    (mod. />). 
D'autre  part  OR^  transforme  ces  mêmes  substitutions  en 


'  ^y       I  ,fv-r' 


Si  %^  =  Ç|,  l'exposant  d'échange  k  des  substitutions  considérées  est  congru 
à  zéro,  et  celui  k  de  leurs  transformées  est  égal  à 

62. 
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Si  S',  ^  f  ^  +  I ,  A:'  est  égal  à 

.  (./ ^^''  y'ijO'^-*-'  f^^  -  (a  -  ?^iO''Yi^  -  ^jQ'^-^y"}  /»  =  { -/-«'-  P')*'  =  2/f. 

Donc  0\l^  est  abélienne,  et  mulliplie  les  exposants  d'échange  par  2. 

De  son  côté,  t)  transforme  C'r^ç.   „  en  C^^s  .»rC';îf  u»  en  posant  pour  abréger 

et  Ton  vérifie  de  suite  qu'elle  multiplie  les  exposants  d'échange  par  4- 

Enfin,  dans  le  cas  où  il  y  a  lieu  de  considérer  les  caractères  des  substitu- 
tions €5,5^  .,.,  ces  caractères  seront  congrus  à  zéro.  11  en  sera  de  même  des 
caractères  de  leurs  transformées,  chacune  d'elles  étant  le  produit  de  fac- 
teurs dont  les  caractères  et  les  exposants  d'échange  mutuels  sont  tous  con- 
grus à  zéro. 

651 .  La  substitution  *<>,  qi^  nous  venons  de  déterminer,  n'est  pas  la  seule 
substitution  de  la  forme  (jfi^  qui  ait  V  pour  corrélative.  Mais  on  verra 
comme  au  n"^  580,  que  toute  substitution  2  qui  jouit  de  cette  propriété  est 
de  la  forme  ^A^B^j'...©,  e  étant  une  substitution  de  la  forme 


[?.  Hî...e].     2ji^"f[l^h"'g\ 


Quant  à  la  substitution  tpA^B^/...  elle  est  égale  a  $^â,  s  étant  de  la  forme 


[?.?,...£].   2]  «);//.'.: [''''•••^]* 


/.,/., 


D'ailleurs  elle  est  abélienne  (hypoabélienne);  si  donc  on  veut  que  1  le 
soit,  il  faudra  que  S  le  soit  également. 

652.  Les  substitutions  5,,  ^2,...,  9^^'  dont  T  est  dérivé  sont  donc  res- 
pectivement égales  à  s,  6,,  83^2, . . .,  $^§'g';  Si,  §21...»  8'  étant  des  sub- 
stitutions de  la  forme  s,  et  G,,  G2, . ..,  6'  des  substitutions  de  la  forme  6. 
Cela  posé,  on  voit,  comme  au  n*^  581,  que  F  contiendra  les  substitutions  5,, 

Oof***,    ^O    ^2,»».« 

Si  [i^  se  réduisait  à  l'unité,  les  substitutions  G  se  réduiraient  à  celles  de 
la  forme  V  (640).  Mais  nous  supposerons  pour,  plus  de  généralité  que  l'on 
ait  jul'  >  1. 
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653.  Le  groupe  V  contiendra  des  substitutions  de  la  forme  6,  autres  que 
celles  de  la  forme  W.  Car  nous  allons  voir  que,  s'il  en  était  aulrement,  r  ne 
serait  pas  général. 

Soient  Vo»  ^n--  les  substitutions  de  la  forme  ¥;  Go^ot  Go^i»---; 
Gj^o»  Gi^M- ••;•••  celles  de  la  forme  6  (©«  étant  égal  à  i);  «,,82,... 
<i?'^s'e'  les  substitutions  qui,  combinées  aux  V,  reproduisent  r,  par  hypo- 
thèse. Les  groupes To,  F,,...,  transformés  de  T  par  60.  6<,...,  sont  respecti- 
vement dérivés  des  substitutions  F,  s,,  Sof-»  et  des  transformées  de  Ç^8'g', 
lesquelles  seront  évidemment  de  la  forme  $^8' G.  Soient  ^^8'Ga„H^p„, 
tj?^ è)' Ga, H^p, » . . .  ces  transformées  :  deux  casseront  à  distinguer  : 

i.«*  Si  Ga,  =  Sa,»  la  substitution  G,  Gi"*  sera  permutable  à  F,  et  pourra  lui 
être  adjointe  de  manière  à  former  un  groupe  plus  général; 

3*^  Si  au  contraire  les  substitutions  Ga,,  ^a.f..  sont  toutes  distinctes,  elles 
reproduiront  toute  la  suite  Go»  G|,..;  Tune  d'elles,  G».»  se  réduira  donc  à 
Funité.  Or  on  peut  déterminer  une  substitution  X,  de  la  forme  G,  qui  soit 
permutable  au  groupe  F,,  dérivé  de  F,  84,  82»«-->  Ç^s'^Fp^- 

En  effet,  soit  d'abord  a*  =  6|  =  i.  Les  indices  indépendants  étant  sup- 
posés choisis  comme  au  n^  645,  on  pourra  prendre  pour  <$  la  substitution 
(21)  (648),  et  pour  X  la  substitution 

qui  est  échangeable  a  toutes  les  substitutions  F,  $,  s'. 

Si  tous  les  indices  étaient  de  seconde  espèce,  la  construction  ci-dessus 
serait  en  défaut;  on  pourra  alors  prendre  pour  $  la  substitution 

et  pour  X  la  substitution  qui  échange  les  indices  f^,  ^^...o]^  avec  les  indices 
[2,  Sa...  I J^,  sans  altérer  les  autres  indices. 

Soit  au  contraire  a,  =  6,  =j\  On  pourra  supposer  que  Ç  ait  la  forme  (22); 
et  s'il  existe  des  indices  de  première  espèce,  on  pourra  prendre  pour  X  la 
même  substitution  que  tout  à  l'heure. 

S'il  n'existe  que  des  indices  de  seconde  espèce,  on  prendra  pour  X  la  sub- 
stitulion  qui  multiplie  par  —  i  tous  les  indices  pour  lesquels  on  a  £  =  o, 
sans  altérer  les  autres. 

La  substitution  X  étant  ainsi  déterminée  dans  tous  les  cas,  sa  trans- 
formée par  Gr*  sera  permutable  à  F  et  pourra  lui  être  adjointe.  Donc  F  ne 
sera  pas  général. 
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654.  Les  substitutions  de  forme  G  contenues  dans  F  forment  un  groupe 
permutable  à  toute  substitution  de  F.  On  peut  donc  (528)  y  déterminer  un 
faisceau  G',  plus  général  que  F,  permutable  aux  substitutions  de  F,  et  dont 
les  substitutions  sont  échangeables  entre  elles  aux  F  près.  Si  ce  faisceau 
peut  être  déterminé  de  plusieurs  manières»  nous  le  choisirons  de  telle  sorte 
que  son  ordre  soii  minimum.  Raisonnant  comme  précédemment,  enverra  : 

1*^  Que  G'  resulle  de  la  combinaison  de  F  avec  une  double  suite  A\ ,  B, ,..., 
A',.,  B',,  dont  chaque  substitution  est  échangeable  à  toutes  les  autres^  sauf  à 
son  associée,  à  laquelle  elle  est  liée  par  une  relation  de  la  forme 

B ,— *  A ,  B ,  =  0' A ,,..., 

^  désignant  la  substitution  de  F  qui  multiplie  les  indices  de  la  première  série 
par  6\  le /acteur  6'  étant  une  racine  de  la  congruence 

B'''  =  \     (mod.p), 

et  n'  un  nombre  premier,  qui  divine  //  -+-  i  ; 

^^  Que  jui'  est  un  multiple  de  tt'^,  tel  que  i)"n'^\  et  qu'e/i  changeant  conve- 
nablement d' indices  indépendants,  et  remplaçant  l'indicateur  unique  £  parc' 
indicateurs  yj , ,  ïj  2  f  •  •  •  variables  de  o  an'  —  i,  et  un  indicateur  e'  variable  de 
o  .à  jm"  —1,0/1  pourra  mettre  les  substitutions  A\ ,  B', , . . .  sous  la  forme  sui- 
vante : 

A',  =  I    [2,  H2.  ..Yîi.  .  .  6']a      «,©'''«  [5' ?«•  •  •^«•-  -^'l»    I» 
B',  =  I    [l:  ?2.  .  .-/îi.  .  .  £']•      &',[?!♦  £2,...,  73,  -hl,...,  e']«  |, 


sans  altérer  la  forme  des  substitutions  Â|,  Bf,...  (sauf  le  remplacement  de  e 
par  plusieurs  indicateurs); 

3^  Que  les  coefficients  d^ ,  b\,..,  doivent  être  toujours  supposés  égaux  à  i, 
sauf  les  deux  premiers^  qui  pourront  être  supposés  égaux  àj\  mais  seulement 
dans  le  cas  où  Von  aurait  ;r'  =  2,  e/ />" H-  1  =e  2  ( mod.  4)  ; 

t\^  Que  V exposant  d^ échange  des  deux  substitutions  Q.ç,...Ti,...mr  ^^ 
Cç'  ç',  ...Ti'  ...,/,'.r+v  ^^^  congru  à  zéro,  à  moins  que  Von  nait 

Xx  —  ?i  —  i^^Cî  —  ?'  =  •  •  -^o    (mod.  tt), 
fï'i — rix  —  v'^'n'2  —  yî2^...^o     (mod.  tt'), 

V  et  v'  étant  respectivement  égaux  à  o  ou  à  \  suivant  que  a,  et  b^,  d^  et  b\ 
le  sont  à  i  ouàj;  que  cet  exposant  d*  échange,  indépendant  de  la,...,  r^^^*"* 
est  multiplié  par  6"  ou  par  5'''  lorsque  Ç,  om  >3,  croissent  d'une  unité; 
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5^  Qu  il  existe  dans  le  choix  des  indices  un  certain  arbitraire ^  dont  on  peut 
profiter  pour  faire  en  sorte  que  chacune  des  substitutions  Coo...o...6'o  ^^  *^^  ^^- 
posants  d'échange  avec  les  substitutions  Cyo...i/...e'v  ^ous  congrus  à  zéro^  à  r ex- 
ception d'un  seul; 

6"  Que  la  substitution  cjt  peut  être  déterminée  de  telle  sorte,  qu^elle  trans- 
forme A,,  B,v-«»  A', ,  B'j,...  e/i  A^,  B,,...,  A'/',  B'^,...; 

7**  Qu'à   chaque   substitution   'Q  de  T  ^    qui  transforme  A\ ,   B'j , . . .    en 

f[  A'*'  B'f  ' . . . ,  g^  A'/'  B,  • .......  correspond  une  substitution 

appartenant  au  groupe  abélien  [à  l'un  des  groupes  hypoabéliens)  de  degré  n'^^; 
8^  Que  chacune  des  substitutions  ^,,  G2f-»  ^'  qai  concourent  à  la  forma- 
tion de  r  est  le  produit  de  deux  substitutions  partielles^  ayant  les  formes  sui- 
i^antes  : 


(23) 


(^4) 


[t  Hî*  ••■')••• -e'jo       Zj^m,.    [$i  ?2.  . . /w,...  e']. 


m 


if 


[ÇiÇi. .  .yji..  .e']a      \^v'[^'  ^'•"  ■'''••    9'] 


7' 


9°  Que  si  r,  contient  les  substitutions  ^ t ,  Sa»...,  il  contiendra  les  deux  sub- 
stitutions partielles  dont  chacune  d'elles  est  le  produit;  que  «  jui"  >  i ,  F  con- 
tiendra une  substitution  de  la  forme  {'il\),  autres  que  celles  de  la  forme  T  ;  que 
parmi  ces  substitutions  on  pourra  déterminer  un  second  faisceau  G",  analogue 
àG  et  àG';  etc. 

655.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  quefx^'se  réduise  à  Tunité.  Les  sub- 
stitutions de  la  forme  (^4)  se  réduiront  à  celles  de  la  forme  ^.  L'indicateur  z\ 
n'étant  susceptible  que  de  la  valeur  zéro,  pourra  être  supprimé. 

i*^  Soit  d'abord  a,  =  6,  =  a,  =  6'^  =  j .  Les  exposants  d'échange  mutuels 
des   substitutions   Cç,ç,...y,,  ..^  seront    tous    congrus  à  zéro,  sauf  ceux-ci 

(Q.ç....r„...rQ.ç,...^,....r+v)  qui  peuvent  être  supposés  égaux  à  eP"  (251  et  645). 
On  pourra  prendre  dans  ce  cas 

7?  Soient  a,  =  b^  =j\  «t  =  b\  =f  ;  l'un  des  entiers,  u,  y'  étant  égal 
à  1 9  et  l'autre  à  zéro  ou  à  i.  Les  exposants  d'échange  mutuels  des  substitu- 
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lions  Cç,ç,...r),...r  scfont  tous  congrus  à  zéro,  sauf  ceux-ci  : 

qui  seront  égaux  à  Ô^^^Ô'^^'P'',  k  étant  un  facteur  constant,  qu'on  peut  sup- 
poser égal  à  I  (647).  On  pourra  prendre  dans  ce  cas 

656.  Soient  maintenant  'Ç>=  Ç^^une  substitution  quelconque  de  T;  ses 
deux  corrélatives  V,  V  appartiendront  respectivement  aux  groupes  abé- 
liens  (hypoabéliens)  de  degrés  tt^*^,  n'-^ ,  et  y  multiplieront  les  exposants 
d'échange  par/>P.  Les  deux  groupes  A,  A',  respectivement  formés  par  les 
substitutions  V  et  par  les  substitutions  V,  seront  résolubles  et  primaires 
(584). 

Réciproquement,  soient  L,  V  deux  groupes  résolubles  et  primaires,  res- 
pectivement contenus  dans  les  groupes  abéliens  {hypoabéliens)  de  degrés  n'^, 
n'-^'.  Associons  leurs  substitutions  de  toutes  les  manières  possibles,  de  telle  sorte 
que  deux  substitutions  associées  V,  V  multiplient  les  exposants  d'échange  par 
des /acteurs  respectii^ement  congrus  à/)P,  suivant  les  modules  n  et  n\  A  chaque 
système  de  substitutions  associées  on  pourra  faire  correspondre  une  substitu- 
tion t?,  de  la' /orme  $p^,  dont  V,  V  soient  les  corrélatives.  Le  gwupe  T/om\é 
par  les  substitutions  ainsi  déterminées j  jointes  aux  substitutions  V,  A,,  B,,..., 
A'i ,  B\ , . . .,  sera  résoluble  (585),  et  restera  le  même  y  de  quelque  manière  quon 
choisisse  la  substitution  t?  (586).  Son  ordre  est  égala 

0  ''^  (TT  —  i}(7r'—  i) 

§,  rf,  ûf',  0),  w'  ayant  la  même  signi/ication  quaux  n^^  590-591. 

657.  La  construction  de  F  est  ainsi  ramenée  à  celles  des  groupes  auxi- 
liaires L,  L\  qu'on  devra  choisir  chacun  aussi  général  que  possible  dans 
son  espèce.  Leur  détermination  conduit  au  problème' C.  En  les  choisissant 
diversement,  on  obtiendra  pour  T  autant  de  groupes  différents.  Mais^i /'o/z 
prend  successivement  pour  L,  par  exemple,  une  suite  de  groupes  semblables 
entre  eux,  les  divers  groupes  T  ainsi  obtenus  seront  semblables  entre  eux 
(589). 

658.  Le  groupe  T  construit  par  la  méthode  précédente  est  rapporté  aux 
indices  imaginaires  [2, Ça.., >},... ]^;  mais  on  peut  les  remplacer  par  des  in- 
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dices  réels  a^'j.y^,...  tels,  que  les  substitutions  correspondantes  aient  tous 
leurs  exposants  d'échange  mutuels  congrus  à  zéro,  sauf  ceux-ei  : 

Quant  aux  caractères  des  divers  couples  de  substitutions  C^'^,  Cy^»...  dans 
le  cas  où  il  y  a  lieu  de  les  considérer,  ils  seront  tous  congrus  à  zéro,  ou 
Tun  d'eux  sera  congru  à  i,  suivant  qu'en  groupant'dans  une  même  classe 
les  indices  imaginaires  conjugués,  le  nombre  N  des  classes  qui  sont  leurs 
propres  conjointes  sera  pair  ou  impair  (295-299).  Suivant  que  l'un  ou  l'autre 
de  ces  cas  se  présentera,  r  sera  nécessairement  contenu  dans  le  premier  ou 
dans  le  second  groupe  hypoabélien. 

Or  si  l'on  a  a^  =  b^  =  i^  a\=^  b\  =  i,  on  aura  N  =  |x;  et  suivant  que  ce 
nombre  sera  pair  ou  impair,  on  tombera  sur  l'un  ou  l'autre  cas.  Soit  au 
contraire  a^  =  6,  =y;  on  aura  N  =  o;  mais  dans  ce  cas  on  a  tî  =  2;  donc 
[x  est  pair.  Donc,  suivant  que  [l  est  pair  ou  impair^  on  aura  N  =  o  ou  N  =  1 , 
et  par  suite  T  appartiendra  au  premier  ou  au  second  groupe  hypoabelien. 

Soient  ;r,,j,,...  les  indices  originaires.  Les  nouveaux  indices ir\,yj,..., 
auxquels  le  groupe  est  actuellement  rapporté,  sont  des  fonctions  de  a;, ,  j, , . . . , 
qui  ne  sont  déterminées  que  par  les  exposants  d'échange  (et  les  caractères) 
des  substitutions  correspondantes.  Op  pourra  les  choisir  de  diverses  ma- 
nières, et  obtenir  ainsi  divers  groupes;  mais  chacun  de  ces  groupes  peut 
se  ramener  à  celui  qui  correspond  à  la  solution  évidente  â?'j  =  0?,,  y',  =  y 
Il  suffira  pour  cela  de  le  transformer  par  la  substitution 


• .  •  • 


laquelle  est  abélienne  propre  (hypoabélienne). 

§  IV.  —  Groupes  indécomposables  de  troisième  catégorie. 

659..  Soient  T  un  des  groupes  cherchés;  F  son  premier  faisceau.  Pre-* 
nous  pour  indices  indépendants  ceux  qui  ramènent  F  à  la  forme  canonique  : 
ils  se  partagent  en  systèmes  et  séries.  Soient  x,  j,. . .  les  indices  de  l'une 
de  ces  séries,  S  une  substitution  de  F;  a,  ]3  les  facteurs  par  lesquels  elle 
multiplie  respectivement  les  indices  de  la  série  x,  j,...,  et  ceux  de  sa  con- 
jointe :  on  aura  u^^i  [moA. p)  (241);  mais  la  série  a?,  y,...  est  sa  propre 

conjointe,  d'où 

(â^a,     «^==1    (mod. /i). 

63 
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Donc  chaque  substitution  de  F  multiplie  chaque  indice  par  le  facteur 
réel  dL  i .  Donc  chaque  système  ne  contient  qu*une  série.  On  voit  d'ailleurs, 
comme  au  n^615,  qu'il  n'existe  qu'un  seul  système  :  d'où  le  résultat  sui- 
vant : 

Les  indices  ne  forment  quun  seul  système  et  une  seule  série;  et  F  ne  con- 
tient que  les  deux  substitutions  qui  multiplient  respectivement  tous  les  indices 
par  -h  I  ou  par  —  i .  % 

Si  p  était  égal  à  2,  toutes  les  substitutions  de  F  se  réduiraient  à  Tunité, 
résultai  absurde  :  donc/)  est  impair, 

660.  Cela  posé,  on  peut  choisir  les  indices  indépendants  u,  v\  //',  v';... 
de  telle  sorte  qu'on  ait 

(Cu  C,  ):hz^  (Cu' O)  ^ .  .  .  ^  I , 

les  autres  exposants  d'échange  étant  tous  congrus  à  zéro  (253).  Cela  fait, 
soit  ^ une  racine  primitive  de  la  congruence  g^^^^i  {mod.  p);  la  substitu- 
tion ^f  qui  multiplie  w,  w',...  par  g,  sans  altérer  v,  ^',...,  multiplie  les  ex- 
posants d'échange  par  g;  et  toute  substitution  de  F  qui  multiplie  ces  expo- 
sants d'échange  par  un  facteur  tel  que  g^  sera  de  la  forme  9^^,  ^  étant  une 
substitution  abélicnne  propre.  Enfin,  par  un  raisonnement  analogue  à  celui 
du  n**  557,  on  voit  que  F  résultera  de  la  combinaison  du  groupe  A  formé 
par  celles  de  ses  substitutions  qui  sont  de  la  forme  :^  avec  une  seule  substi- 
tution de  la  forme  ç^^. 

661.  Théorème.  —  Le  groupe  F  contient  des  substitutions  de  la  forme  ^ 
autres  que  celles  de  F.  Supposons  en  effet  qu'il  en  soit  autrement,  nous  al- 
lons prouver  que  F  ne  peut  être  général. 

Soient  ff^.f  les  deux  substitutions  deF;  ^o/o*  ^o/i»  ^1/0»  ^i/i.---  celles 
de  la  forme  ^.  Soit  d'autre  part  ^^^  la  substitution  qui,  combinée  à  F,  re- 
produit F.  Les  groupes  F©,  F,,...  transformés  de r  par  %,  ^i...  seront  res- 
pectivement dérivés  de  la  combinaison  de  F  avec  lès  transformées  *^^5^a./p.i 
*^^a./p.  ♦•••  ^^  ^^';  et  deux  cas  sont  à  distinguer  : 

1*^  Si  l'on  a  une  égalité  telle  que  ^a,  =  ^«,,  on  peut  adjoindre  à  F  la 
substitution  ^i^V  î  ^^^^  •'  "'^^st  pas  général. 

2°  Si  les  substitutions  !^a^,  ^a,»--  sont  toutes  distinctes,  l'une  d'elles, 
^01,  psti*  exemple,  se  réduira  à  i.  Il  existe  une  substitution  abélienne  X  non 
contenue  dans  F,,  et  permutable  à  F,.  Car,  sip  >  3,  on  pourra  poser 

X~\  U,  V,  u',  (/',...     gu,  gv,  gu'y  gu',...  |, 
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et  si  /?  ;=  3 

X  :=^  I  Uy  Vf  u' y  v\, . .     Vf  u,  v\  m', . . .  |. 

La  Iransformée  de  X  par  ^~/  sera  permutable  à  r,  et  pourra  lui  être  adjointe. 

662.  Le  groupe  partiel  A  étant  évidemment  perihutable  aux  substitu- 
tions de  r,  on  pourra  (528)  y  déterminer  un  second  faisceau  G,  dont  les  sub- 
stitutions soient  échangeables  entre  elles  aux  F  près.  On  verra  comme  aux 
n°*  559-561  que  G  résulte  de  la^  combinaison  de  F  avec  une  double  suite  de 
substitutions  9  A,,  B,, ...,  A<y,  B<y  telle  ^  que  chacune  de  ces  substitutions  soit 
échangeable  à  toutes  les  autres,  sauf  à  son  associée,  à  laquelle  elle  est  liée  par 
une  des  relations  suivantes  : 

B7»A,B,  =  0A„     B7»A,B,  =  ÔA„..., 


Q  étant  une  substitution  de  F,  autre  que  l'unité,  et  qui  par  suite  multiplie  tous 
les  indices  par  —  i.  Donc  le  facteur  6  est  égal  à  —  i,  et  6^  l'est  à  i. 

On  verra  ensuite,  comme  aux  n^*  562-566,  que  le  nombre  /x  des  indices  est 
un  multiple  de  2^  (  ici  Ton  a  n  =  2),  et  qu'on  peut  remplacer  les  indices  actuels 
par  d'autres  indices  [5,  52...6]o  choisis  de  telle  sorte  que  lés  substitutions  A,, 
B,,  A2»  B2,...  prennent  la  forme 

i  A,  =  |  [$,?»...€]«     fli  9^«[?'?»---s]«l»       ^t  -—  I  [SiS«.-.e]a    61  [$i  -Hi,  io.-M  «]•!> 
(25)|  A,=:|  [$i$3...g]o     «ie^«[5i ?«•••£]•  |>       B,=r|  [$,?»...£]•     6i[g.,  Ç, -4-1,...,  e]«|, 


On  pourra  supposer  que  aj,  62,...  se  réduisent  à  l'unité;  a,,  6,  se  rédui- 
ront de  même  à  l'unité ,  ou  à  j\  j  étant  une  racine  de  la  congruence 
y*^i  (mod.  p). 

Si  a,  =  64  ~j\  deux  cas  pourront  se  présenter,  suivant  que  /?  —  i  est  con- 
gru à  2  ou  à  o  (mod.  4)- 

1^  Si  />  — 1^2  (mod.  4)>y  est  imaginaire,  et  la  réduction  de  A«,  B|, 
A2,  B2»...  à  la  forme  (25)  nécessiterait  l'introduction  d'imaginaires;  mais 
on  pourra  les  éviter,  et  choisir  les  indices  indépendants  [Si|2-**0o  de  telle 
sorte  que  A,,  B,,  prennent  la  forme 


(26) 


u 


A,  —  I  [^.  $»...e],     —  0'«[^,  -f-i,  H,,. . .,  e]o  |, 

=  I  [^.  ?i...e].     ae^t[Ç,5-,..  .€]u-H-(3[L  4-1,  ?i,.  ..,  e]«  |, 


A2,  B2,...  conservant  la  forme  (25)  (572-575). 

63. 
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En  prenant  d'ailleurs  pour  indices  indépendants  à  la  place  des  [^,|29-  -Oe 
les  Fonctions 

on  ramènera  A,,  B,  à  la  forme 

sans  altérer  l'expression  de  A2f  Bs**... 

2**  Si  /?  —  i^o  (mod.  4)fy  sera  réel;  et  A,,  B,  prendront  encore  h 
forme  (27),  si  Ton  prend  pour  indices  indépendants  ceux-ci  : 


«     Il  nous  sera  commode  de  prendre  alternativement  pour  indices  indépen- 
<l4ints  les  [ëi^2...E]o  et  les  [§i|2*-*s]'o  définis  comme  ci-dessus. 

663.  Soient  respectivement  Q,ç,...e  et  Cç^ç^^  les  substitutions  correspon- 
dantes à  ces  deux  systèmes  d'indices  indépendants.  On  voit  comme  au 
n''  644  que  leurs  exposants  d'échange  seront  en  partie  déterminés  par  la 
condition  que  les  substitutions  Af  »  B,,  Aa,  B2,...  soient abéliennes  propres. 

I**  Si  a,  =  6,  =  I,  l'exposant  d'échange  (Q,ç,...gCç'^ç;...e')  sera  congru  à  o 
à  moins  qu'on  n'ait 

auquel  cas  il  sera  indépendant  de  Ë4,  ^tf.... 

2'^  Si  a,  =■  6,  =j\  j  étant  réel,  cet  exposant  d'échange  sera  congru  a  o, 
à  moins  qu'on  n'ait 

auquel  cas  il  sera  indépendant  de  i2»--*  et  changera  de  signe  lorsque  §< 
croîtra  d'une  unité. 

H^  Si  A,,  B|  ont  la  forme  (26),  on  aura  le  même  résultat.  Car  A29  B,,.-- 
étant  abéliennes  propres,  l'exposant  d'échange  considéré  sera  congru  à  o  si 
l'on  n'a  pas  ëj  —  ?2  ^-  •  -^  o  {ntod .  2),  et  indépendant  de  ^2, ... .  Désignons-le, 
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pour  abréger,  par  k^^^^  :  A,  et  B,  étant  abéliennes  propres,  on  aui^a 

(28;  /ii.:;  =  95.+ç',  /:,^.,.;'^^,    (mod.p), 

Mais  en  tenant  compte  de  la  relation  (28)  et  de  la  relation  a^-n/S*^:  —  1, 
la  relation  (29)  devient 

donc  A|,ç'^  est  congru  à  zéro  si  Ton  n'a  pas  £',  ^^|i  4- 1  (niod.a);  et  si  celle 
condition  est  satisfaite,  il  change  de  signe,  d'après  la  relation  (28),  lorsque  ^1 
et  ë^  croissent  d*une  unité. 

Remarque.  —  Les  substitutions  Af,  B,  ont  évidemment  pour  caractérisa 
tiques  des  puissances  du  binôme  (K^—  ô""),  -o  étant  égal  à  zéro  si  af  =  &«  =  1 , 
et  à  I  dans  les  deux  autres  cas  que  nous  venons  d'examiner  :  et  les  résultats 
que  nous  venons  d'obtenir  peuvent  être  résumés  dans  Ténoncé  suivant  : 

V  exposant  d'échange  (C|jÇ,...e  Cf^  rj...£')  ^^  congru  à  zéro  à  moins  quon  liait 

f,  —  ^1  —  w^fj  —  Ç,^..  .^o    (mod.^)., 

et  si  ces  conditions  sont  satisfaites^  il  est  indépendant  de  |2f*  ^^  ^^  trouve 
multiplié  par  O""  lorsque  S,  croît  d'une  unité. 

Lorsque  u  =  i,  on  pourra  prendre  pour  indices  indépendants  les 
[lil2*'-£]'o»  et  l'on  verra  sans  peine  que  rca?/>oja/i^  rf'ecAa/i^c/Cç^ç^^Cç*-.  ^.) 
est  congru  à  zéro  à  moins  qiCon  riait 

?',  —  Hi  —  i  =  H',  —  Ls. . .  =0     (mod.2), 

auquel  cas  il  sera  indépendant  de^^^.,.  et  changera  de  signe  lorsque  £,  croit 
d'une  unité. 

664.  Soient  maintenant  V  une  substitution  quelconque  de  F;/,  A^'B(''...^ 
^,Ai*Bf '...,...  les  transformées  de  A|,  B,,...  par  'Ç.  Les  substitutions  de  la 
forme  A^'B['...  seront  échangeables  entre  elles,  aux  mêmes  puissances  près 
de  69  et  auront  les  mêmes  caractéristiques  que  leurs  transformées  par  ^K 
On  en  déduit,  comme  aux  n®'  577-579,  que  la  substitution 

V  =  I  Xt,  Xtf"  -     a,  j:,  -4-  c,  /,  -4- . . . ,  6,  x,  -I-  rf,  j^,  -f- . . . , . . .  |, 

corrélative  de  '9,  est  hypoabélienne  de  première  espèce  si  u  =  o,  hypoabé- 
lienne  de  seconde  espèce  si  v  =  1 . 
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665.  Réciproquement»  la  substitulion  hypoabélienne  V  étaoi  donnée,  on 
pourru  déterminer  une  substitution  'Ç  dont  elle  soit  la  corrélative.  En  effet, 
s\  a,  =  64  =  I,  auquel  cas  Y  est  hypoabélienne  de  première  espèce,  elle  dé- 
rive des  substitutions  Mp.,  N|j.,v  du  n""  263.  Or  les  substitutions  OFi^,  3f^^^y,  du 
n"  579  ont  pour  corrélatives  M^,  N^y,  et  Ton  voit,  comme  au  n**  650, 
qu'elles  multiplient  respectivement  les  exposants  d'échange  par  i  et  par  2. 
La  substitution  'Q  dérivée  de  Jii^,  01,^^^^  comme  V  l'est  de  M^^»  N^,v  sera  ab#- 
lienne,  et  aura  V  pour  corrélative. 

Si  a,  =  è,  =j\  j  étant  réel,  ou  si  A|,  Bi  ont  la  forme  (26),  V  est  hypo- 
abélienne de  seconde  espèce,  et  dérive  des  substitutions  M^j.»  iV(t,v  (où  fi,  v 
sont  >  1),  jointes  aux  substitutions  L|,  M,,  U  du  n^  278.  Les  substitutions 
ORjjL»  -^|i.v  (où  jx,  V  sont  >  i)  et  les  substitutions  ^,  su,  t)  du  n®  579  mul- 
tiplient respectivement  les  exposants  d'échange  par  2,  2,  4  {^oir  le  n^  650} 
et  ont  pour  corrélatives  My,,  N^t.v»  L,,  M|,  U.  La  substitution  t?,  dérivée  de 
ces  substitutions  de  la  même  manière  que  Y  Test  de  M^t,  Np,,v«  Lf,  M.,  U  est 
abélienne,  et  a  pour  corrélative  Y. 

666.  La  substitution  <>  étant  ainsi  déterminée,  les  autres  substitutions 
abéliennes  dont  Y  est  la  corrélative  sont  (580)  celles  de  la  forme 
x'^Af'B^'...  ^,  s  étant  une  substitution  abélienne  de  la  forme 


G  = 


[Çi$2. . .  e]o      N  a^  [^«?î---  ?]• 


Quant  au  facteur  '(?A*'B^...,  rapporté  aux  indices  indépendants  [|,  |2...£jo, 
il  sera  de  la  forme 


s 


[$iS'--'£]o      ^  ^t\i\      [A'»--»  e]i 


/|,/tv 


Si  c  n'était  susceptible  que  d'une  seule  valeur,  les  substitutions  de  s  se 
réduiraient  aux  substitutions  W  qui  multiplient  tous  les  indices  par  un 
même  facteur  constant;  ces  substitutions,  étant  évidemment  abéliennes  et 
échangeables  à  toute  substitution  de  r,  sont  contenues  dans  ce  groupe;  sans 
quoi  elles  pourraient  lui  être  adjointes  pour  former  un  groupe  plus  général. 

667.  Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  le  nombre  /x'  des  valeurs 
de  £  soit  >  I.  On  verra,  comme  au  n**  58t,  que  si  T  contient  les  substitu- 
tions ^i  ^1,...,  ^n^fn  il  contiendra  les  deux  substitutions  partielles  8,,  ^,>..., 
^%»  ^//î  puis,  comme  au  n^  653,  que  r  contient  des  substitutions  abéliennes 


■  »    I      »n^ 
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V 

propres  de  la  forme  6,  autres  que  celles  de  F.  Dans  le  groupe  formé  par  ces 
substitutions  on  pourra  déterminer  un  second  faisceau  G',  analogue  à  G.  Rai- 
sonnant comme  précédemment,  on  verra  : 

I  ^  Que  G'  résulte  de  la  combinaison  de  F  ai^ec  une  double  suite  A', ,  B', , . . . , 
A',.,  B'^'  dont  chaque  substitution  est  échangeable  à  toutes  les  autres,  sauf  à  son 
associée^  à  laquelle  eUe  l'est  à  0  prés, 

2^  Que  (l'est  un  multiple  de  2^',  tel  que  /jl"2^',  et  qu'en  changeant  conve- 
nablement d'indices  indépendants  et  remplaçant  l'indicateur  unique  e  par  a'  in- 
dicateurs vîi ,  ifja^ . . .  variables  deoà  i  et  un  indicateur  t'  variable  de  o  à  [x"—  i, 
on  pourra^  sans  altérer  la  forme  des  substitutions  A , ,  B, , . . . ,  mettre  A'^ ,  B  2 . ...  * 
sous  les  formes  suis^antes 

B'j=  I  [$i£i. .  .yî»yî>..  .e'].     [Çi^i.  • . -/îi,  yjj-»- 1,. . .  e'],  |, 


Quant  à  A'j,  B\  elles  auront  pour  caractéristique  une  puissance  de  (K^  —  ô^'), 
v'  étant  égal  à  o  ou  à  i . 
Si  v'  =  o,  on  aura 

A',—  I  [^1  £î. .  .rî.yj,. . .  e'].     6^»  [?i  ?j. .  .  yïiyî». .  .  e']»  |, 

Si  u'=  i  et  p  —  i^o(mod.4)f  on  aura 

B'i  =  I  [?i  $7-  •  .yîirîî. .  ■  £']•    y  [?i?a- . .,  Tîi  4-  I,  -/jj. . .  e'],|. 
Sï  y'  r=  I  et  p  --  x  ^3(mod.  4)»  on  aura 

3°   On  verra  ensuite  que  Vexposant  d'échange  des  deux  substitutions 
Q,ç,...„. „....,„  et  (V, {',... v.V,... m'  ^*'  co/jgTw  à  zéro,  à  moins  qu'on  n'ait 

%y  —  Xx—  ;>^^j  —  £2^. .  .^7î',  —  yj,  —  ;^'^y)'j  — yj,^.  .  .^o     (mod.  2); 

(\\x'il  est  indépendant  de  §2f«»  >32»'*-  ^^  ^'^'''  ^^^  multiplié  par  ô^  ow  par^"** 
lorsque  ^,  om  v]|  croissent  d'une  unité. 

4**   Qu'à  chaque  substitution  '^  de  T^  qui  transforme  A',,  B',,...    en 


tm  livm:  quatrième. 

/,'  A\  *  '  B',  ^ « . . . ,  g'i^'J'  B',  ^ • correspond  une  substitution  de  degré  2^''' 

^ai  5era  hypoahélienne  de  première  ou  de  seconde  espèce  suivant  qu'on  aura 

5"  Que  chacune  des  substitutions  ^i,....  G^  est  le  produit  de  deux  substi- 
tutions partielles  ayant  les  formes  suivantes  : 


(3o) 


,3i) 


[?i  Sa. .  .vîiyji. . .  e']«     N     a?wX  •  [S»  ?»•'•'"« '«•^- ••  £']• 


//*,.  wr.,. 


[$i  £a.  -     'fil  fil.  .  .  e']«        N     a^'  [$,  S,.  .  .  TnTn.  .  .  ^'], 


7' 


et  que  r  contient  chacune  de  ces  substitutions  partielles^  que  si  jx"=  f ,  /« 
substitutions  de  la  forme  ('iij  ^é?  réduisent  aux  ¥,  e/  50/1^  contenues  dans  F. 
3/ai>  51  jx"  >  I ,  r  contiendra  des  substitutions  abéliennes propres  de  laforme  (3 1  ; 
autres  que  celles  de  F;  parmi  ces  substitutions,  on  pourra  déterminer  un  second 
faisceau  G"  analogue  à  G  e/  â  G';  etc* 

Poursuivant  ainsi,  on  arrive  à  ce  résultat  :  Le  nombre  /x  des  indices  est  une 
puissance  de  2,  l4?lle  que  2' 


.«T-4-0' 


668.  Soient  maintenant  V  une  substitution  quelconque  de  F;  V,  V,...  ses 
corrélatives.  Les  substitutions  V  formeront  un  groupe  L,  primaire,  réso- 
luble de  degré  Ok^^  et  contenu  dans  le  groupe  bypoabéFien  de  première  ou 
(le  seconde  espèce»  suivant  que  Ton  aura  u  =  o  ou  t/  =  i .  Les  substitu- 
tions V  formeront  un  groupe  analogue  L\  de  degré  a*®';  etc. 

669.  Réciproquement,  soient  L^U^*,.  des  groupes  résolubles  et  primaires 
respectivement  contenus  dans  les  groupes  hypoabéliens  [de  première  ou  de  se- 
conde espèce,  suivant  le  cas)  des  degrés  a**',  2^^',....  Associons  leurs  substitu- 
tions de  toutes  les  manières  possibles.  A  chaque  système  de  substitutions  asso- 
ciées tel  que  V,  V',...,  on  pourra  faire  correspondre  une  substitution  ^  ayant 
pour  corrélatives  V,  V',....  Le  groupe  F,  dérivé  des  substitutions  '^^  jointes  à 
A,,  B,,...,  A',,  B', ,...  et  aux  W  sera  résoluble,  et  restera  le  mime  de  quelque 
manière  qu'on  choisisse  la  substitution  \'>  (586).  Son  ordre  sera  égal  à 
(/>  —  I  )  :i^+^-^-' •  •  co od'.  . . ,  w,  w', . . .  étant  les  ordres  respectifs  des  groupes  auxi- 
liaires L,  L' 

La  détermination  de  I?  se  ramène  ainsi  à  celle  des  groupes  auxiliaires  L, 
1/,...^  qui  devront  naturellement  être  choisis  aussi  généraux  que  possible 
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dans  leur  espèce.  On  retombe  ainsi  sur  le  problème  C,  mais  pour  un  degré 
fort  n baissé. 

670.  Remarque.  —  Les  exposants  d'échange  mutuels  des  substitutions 

QiÇ,...^.^,...   sont  tous  congrus  à   o  (mod.;;),    sauf  ceux    de    la    forme 

(Q.5...\rj,...  Q.+u,ç, yj.+u'.yj ).  qui  seront  congrus  à  Q^^^-^^'r,,^-^- k,  k  étant 

une  constante.  On  aura  donc 

(32)  h  =(Co....c.«...  c,...v....)=  -  (c,....,^...Co....«.je-  -  e'^'+^M-...  ff^ 

Si  ceux  des  nombres  u,  u',...  qui  sont  congrus  à  i  sont  en  nombre  pair, 
il  vient  k^^  —  k,  d'où  k^o\  tous  les  exposants  d'échange  seraient  donc 
congrus  à  zéro,  résultat  inadmissible.  Donc  ceuac  des  nombres  u,  u',...  qui 
sont  congrus  à  i  sont  en  nombre  impair.  La  relation  (Sa)  se  réduit  alors  à 
une  identité,  et  k  reste  indéterminé  (mais  différent  de  zéro). 

Soit  a  un  enlier  quelconque;  prenons  pour  indices  indépendants,  à  la 

place  des  [Ç<  S2...>7,  yja---]©  '^^  expressions  a""*  [?«  S^.. .  >?♦  >32-- -jo»  ce  qui 
n'altère  pas  l'expression  des  substitutions  du  groupe  T;  les  substitutions 
correspondantes  à  ces  nouveaux  indices  seront  respectivement  égales  à 
Q.;..  lî.n»  .'  leurs  exposants  d'échange  mutuels  ne  différeront  donc.des  pré- 
cédents que  par  le  changement  de  k  en  koî^.  Cela  posé,  k  est  égal  à  g^^  ou 
à  g^^'^\  g  étant  une  racine*  primitive  de  la  congruence  gP"*^^!  {tnod.p). 
Posons  a  =  g^;  ko}  se  trouvera  réduit  à  i  ou  à  o^.  On  peut  donc,  sans 
nuire  à  la  généralité  de  la  solution,  supposer  k  =  i  ou  k  =z  g. 

Si  2  est  non  résidu  quadratique  de  />,  ces  deux  hypothèses  reviennent 
l'une  à  l'autre.  Soit  en  effet  k  =  g.  S\  p^^  \  (mod.  4)f  prenons  pour  indices 

indépendants  ceux-ci  /3  - — =Ll  [Ç,|2--->?4>32---jo»y  étant  une  racine  primitive 

de  la  congruence /^ ^  i  [moA.p)  et  |3  un  entier  tel,  que  l'on  ait  ^^^2g. 
Cette  transformation  d'indices  n'altère  pas  la  forme  des  substitutions  A,,  Aj, 
Ba,...»  A',,  B'j,...,  et  quant  à  B,,  elle  s'exprime  en  fonction  des  nouveaux 
indices  de  la  même  manière  que  B,  A,  en  fonction  des  indices  originaires. 
Donc  Texpression  du  faisceau  (ô,  A,,B,,  Aat  Ba,...,  A', ,B\,...)  ne  sera  pas 


changée.  D'ailleurs  les  substitutions  Cf[ç,t^J,2.    correspondantes  aux  nou- 
veaux indices  forment  une  double  suite  où  les  exposants  d'échange  sont 

Si  z?''-:^  3  (mod.  4)»    on    prendra   pour   indices  indépendants  ceux-ci: 

-|3[Ç,?2---*îi>/2--jo  -+-  -/56^'  [Ç,-f  I,  ^2,...,  Yj,,  >j2'--]o»-->  auxquels  corres- 

6/, 
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pondent  respectivement  les  substitutions  C?7eV  ,,ii,    Qi+m,,. -iiuit   '  fl"'  ^^^' 

2  fi" 

ment  une  double  suite  où  les  exposants  d'échange  sont  égaux  à  -^^ 


^-.. 


671.  Si  2  est  résidu  quadratique  de  p^  toute  substitution  'Q  du  groupe  T 
étant  le  produit  de  substitutions  partielles  dont  chacune  multiplie  les  expo- 
sants d'échange  par  un  résidu  quadratique,  les  multipliera  elle-même  par 
un  résidu  quadratique.  Donc  T  ne  contiendra  aucune  substitution  qui  mul- 
tiplie ces  exposants  d'échange  par  une  puissance  impaire  de  g;  et  d,  l'ex- 
posant de  r,  sera  égal  à  2. 

Au  contraire,  si  2  est  non  résidu  quadratique  de  p^  T  aura  pour  exposant 
l- unité.  Cette  proposition  résulte  des  développements  qui  vont  suivre. 

672.  Soient  Sf,  $2>--*  les  diverses  substitutions  de  la  forme  8  qui  sont 
permutables  au  faisceau  G;  chacune  d'elles  est,  comme  on  l'a  vu,  le  pro- 
duit de  substitutions  partielles  toutes  abéliennes.  D'ailleurs,  parmi  les  sub- 
stitutions S|,  $2>-*<>  il  en  est  qui  multiplient  les  exposants  d'échange  par  2, 
qui  est  non  résidu.  Le  groupe  d  formé  par  celles  de  ces  substitutions  qui 
multiplient  les  exposants  d'échange  par  des  résidus  quadratiques  contient 
donc  la  moitié  seulement  dos  substitutions  $1,  S^,...;  il  est  clair  en  outre 
qu'il  est  |)ermutable  à  toutes  ces  substitutions.  Le  groupe  I  formé  par  les 
corrélatives  des  substitutions  de  d  contiendra  la  moitié  des  substitutions  du 
groupe  H  hypoabélien  de  degré  2^*^,  formé  par  les  corrélatives  de  s,,  Saf-; 
et  de  plus  il  sera  permutable  aux  substitutions  de  H. 

Or  nous  avons  vu  (268-275  et  283-290)  qu'il  ne  peut  exister  qu'un  seul 
groupe  1  contenu  dans  H  et  permutable  à  ses  substitutions.  Nous  trouvons 
ici  ce  groupe  I,  et  nous  constatons  qu'il  ne  contient  que  la  moitié  des  sub- 
stitutions de  H,  ce  qui  complète  la  démonstration  de  l'endroit  ciié. 

673.  Cela  posé,  soient  comme  précédemment  L,  L',...  les  groupes  auxi- 
liaires qui  concourent  à  la  construction  de  r  :  H,  H',...  les  groupes  hypo- 
abéliens  de  degrés  2^^,  2^*^',...  dans  lesquels  ils  sont  contenus  :  1,  1',...  les 
groupes  contenus  respectivement  dans  les  groupes  H,  H',...  et  permutables 
à  leurs  substitutions  dont  l'existence  vient  d'être  démontrée.  Si  L,  L',... 
sont  respectivement  contenus  dans  1, 1',...,  onaurarf=2.  En  effet,  soient  S,, 
S',,...  des  substitutions  quelconques  prises  dans  I,  1',...;  '^,=8,5'^,..  la 
substitution  de  T  qui  a  S,,  S'j,...  pour  corrélatives.  La  substitution  par- 
tielle â|,  ayant  pour  corrélative  S^,  qui  appartient  à  L  et  par  suite  à  I,  mul- 
tiplie les  exposants  d'échange  par  un  résidu  quadratique.  De  même  pour 
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chacun  des  autres  facteurs  8\,....  Au  contraire,  si  L,  par  exenf)pie,  con- 
tient une  substitution  Sf  qui  n'appartienne  pas  à  I,  T  contiendra  une  sub- 
stitution S|  de  la  forme  s,  dont  S4  est  la  corrélative,  et  qui  multipliera  les 
exposants  d'échange  par  un  non  résidu.  On  aura  donc  ^=1. 

Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  chercher  dans  quel  cas  un  groupe  L  réso- 
luble» primaire  et  aussi  général  que  possible  parmi  ceux  qui  sont  contenus 
dans  le  groupe  bypoabélien  H,  de  degré  2^^,  sera  contenu  dans  le  groupe  I. 

674.  Le  groupe  L  étant  supposé  décomposable  pour  plus  de  généralité, 
les  indices  s'y  répartiront  /i  à  /i  entre  X  systèmes  (couples  de  systèmes), 
et  L  résultera  de  la  combinaison  de  deux  groupes  partiels  :  i^  l'un,  D,  dont 
les  substitutions  permutent  les  systèmes  (couples  de  systèmes)  entre  eux  en 
remplaçant  les  uns  par  les  autres  les  indices  correspondants;  2^  l'aulre,  Fo, 
dont  les  substitutions  n'altèrent  que  les  indices  du  premier  système  (couple 
de  systèmes).  Ce  dernier  groupe,  ayant  pour  ordre  une  puissance  de  2,  sera 
de  première  ou  de  seconde  catégorie  (659).  Supposons-le  d'abord  de  pre- 
mière catégorie. 

Chaque  substitution  de  D  est  évidemment  le  produit  de  transpositions 
effectuées  sur  les  couples  de  systèmes;  d'ailleurs  chacune  de  ces  transposi- 
tions appartient  à  I.  En  effet,  soient 


I  »  •  ■  •  >      7  /i  •'  •  •  •  »      J  \     >  •  •  •  »      J  n 


les  indices  indépendants  réels  auxquels  L  est  rapporté.  On  peut  supposer 
qu'ils  se  confondent  avec  les  indices  originaires  a;,,  yr»...;  a?)^,  yyn  (638). 
Supposons  donc  a?', ,...,  a?^;  j'j,...,  y„  et  a?' ,...,  o?^;  j' ,...,  y^  respective- 
ment égaux  air,,...,a?„;7,,...,7„et  àa?„+,,...,  a?2„;  y„+,,...,  72/1;  la  trans- 
position qui  permute  entre  eux  ces  deux  couples  de  systèmes  est  le  produit 
des  n  substitutions  P|.„h.i,...,  P«,2«  du  n**  220,  dont  chacune,  telle  que  P,jt.v 
est  elle-même  le  produit  de  trois  facteurs  Q^^^v»  Qv,|jl»  Q|i,v  dont  chacun  appar- 
tient ai;  car  I,  contenant  Npi.v»  contiendra  sa  transformée  Q|t,v  par  M^. 

Quant  aux  substitutions  de  Fo,  elles  sont  de  la  forme  s^\,  A  étant  la 
substitution  qui  remplace  a?'^,...,  x^  par  y,\...,  y\  et  réciproquement,  et  \ 
une  nouvelle  substitution  hypoabélienne  qui  remplace  les  indices  de  chacun 
de  ces  deux  systèmes  par  des  fonctions  linéaires  des  indices  du  même  sys- 
tème. Or  chaque  substitution  de  la  forme  \  appartient  ai;  en  effet,  soient^, 
l'une  de  ces  substitutions,  91,...,  f„  les  fonctions  qu'elle  fait  succéder  à 
a?,,...,  Xn^  Les  substitutions  de  la  forme  Q^^v»  toutes  contenues  dans  I,  étant 

64- 
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combiDées  entre  elles,  fournissent  une  substitution  6|  qui  remplace  les  m- 
dices  j?!,...,  a?„  par  ç,,...,  ç)„  (12t);  et  l'on  aura  ^<  =0,  i^a»  ^2  étant  une 
nouvelle  substitution  hypoabélienne,  qui  laisse  invariables  a;«,...»  a7„et  par 
suite  ji,...,/«  :  donc  ^2  se  réduira  h  Tunité,  et  9,  =6,  appartiendra  k  I. 

Quant  à  la  substitution  ^,  elle  est  le  produit  des  n  substitutions  Mf,..., 
M„  qui  n'appartiennent  pas  à  I,  mais  dont  les  produits  deux  à  deux  appar- 
tiennent à  ce  groupe;  elle  appartiendra  donc  ou  non  h  I  suivant  que  n  sera 
pair  ou  impair. 

675.  Supposons  maintenant  Fo  de  seconde  catégorie.  Les  indices  étant 
choisis  de  manière  à  ramener  Fo  à  sa  forme  type  formeront  2v  séries  con- 

tenant  chacune  [x=  —  indices;  et  |x,  étant  un  produit  de  facteurs  premiers 

qui  divisent  tous  2^-\- 1,  sera  impair. 

Chaque  substitution  de  D  est  le  produit  de  transpositions  effectuées  sur 
les  systèmes;  et  nous  allons  voir  que  chacune  de  ces  substitutions  appar- 
tient à  I.  Considérons  par  exemple  la  transposition  T  qui  permute  entre  eux 
les  deux  premiers  systèmes.  Nous  pouvons  prendre  pour  indices  indépen- 
dants, au  lieu  des  indices  imaginaires  auxquels  le  premier  système  est  ac- 
tuelloment  rapporté,  d'autres  indices  réels  X,,  Y,,  X2,  Yj,...  tels  :  i^  que 
les  exposants  d'échange  mutuels  des  substitutions  correspondantes  Cx,> 
Cy,,...  soient  tous  congrus  à  o(mod.2),  sauf  ceux-ci  (Cx,Cy,),  (Cx^C^J,... 
qui  seront  congrus  à  i;  2^  que  leurs  caractères  soient  congrus  à  o,  sauf 
ceux  de  Cx,  et  de  Cy,  (294-299).  Quant  au  second  système,  on  pourra  prendre 
pour  indices  indépendants  les  fonctions  X',,  Y'j,  X^,  Y'^,...  par  lesquelles 
T  remplace  X,,Y,,  Xa,  Y2,....  Cette  substitution,  étant  d'ordre  i,  remplacera 
réciproquement  X'j,  Y\,  X^,  Y 3,...  par  X,,  Y,,  Xj,  Yj,....  Elle  est  d'ail- 
leurs hypoabélienne.  Donc  Cx'.t  Cv,,...  ont  mêmes  caractères  et  mêmes  ex- 
posants d*échange  mutuels  que  Cx,,  Cy,,....  Enfin,  leurs  exposants  d'échange 
avec  ces  dernières  substitutions  sont  tous  congrus  à  zéro. 

Posons  maintenant 

I  X.=:S..f-S'. -^H'.,    Y.^H.^-Sr.-hH'., 
*   ^  I  X'.-S.H-H. -i-Z'..    Y'.=zZ'.H-ir,, 

et  prenons  pour  indices  indépendants  S,,  H,,  S',,  H',  à  la  place  de  X^,  Y,, 
X\,  Y',.  Les  substitutions  correspondantes  C,,,  Ch,,  C^'^,  Ch',  étant  respecti- 
vement égales  à  Cx.Cx',,  Cy.Cx',,  Cx.  Cy.  Cx;  Cy;  ,  Cx.Cy^Cy',,  ont  pour  caractère 
zéro,  et  leurs  exposants  d'échange  avec  les  substitutions  Cx,»  C,,,...,  Cx;. 
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Cy;»...  seront  congrus  à  o.  Quant  à  leurs  exposants  d'échange  mutuels,  ils 
seront  également  congrus  a  zéro,  sauf  (Cj^ChJ,  (Cj'^  Ch'J  qui  sont  congrus  à  i . 

On  peut  enfin  remplacer  les  indices  indépendants  des  X—  2  systèmes  res- 
tants par  des  indices  réels  Z,  U,  Z',  U',...  tels,  que  les  exposants  d'échange 
mutuels  des  substitutions  correspondantes  soient  congrus  à  o,  sauf  (CzCu)» 
(Cz'Ci;.),...  et  que  leurs  caractères  soient  également  congrus  à  o,  sauf  pour 
Cj,  Cu,  qui  auront  pour  caractère  o  ou  i  suivant  que  X  est  pair  ou  impair. 

Désignons  maintenant  par  ^,,  y,,...,  co^ji,  y\n  l^s  indices  actuellement 
représentés  par  Z,  U,  Z',  U',...,  S,,  H,,  X^,  Ya,...,  H'^,  H'j,  X^,  Y2,....  La 
substitution!,  remplaçant  ces  indices  par  Z,  U,  Z',  U',...,  S, -h  H',,  H|,  Xg, 
Y'2,...,  û, -f-Ho  H',,  X2,  Y2,...  sera  égale  à 

produit  dont  chaque  facteur  appartient  à  I. 

676.  Passons  à  l'examen  du  groupe  r©.  Soient  [5||2«--]/-  '^^  indices  ima- 
ginaires qui  .ramènent  r©  à  sa  forme  type;  Cç.ç,...^  les  substitutions  corres- 
pondantes. Leurs  caractères  sont  congrus  à  zéro,  et  leurs  exposants  d'é- 
change également,  sauf  ceux-ci  (Q,ç,...rCç^ç,...,r+v)»  qui  seront  congrus  à  i; 
et  les  substitutions  de  Fq  seront  de  la  forme  $^^,  $  étant  la  substitution 
qui  remplace  chaque  indice  par  l'indice  correspondant  de  la  série  suivante, 
et  ^  une  substitution  hypoabélienne  qui  ne  déplace  pas  les  séries. 

Nous  allons  démontrer  que  les  substitutions  de  la  forme  ^  appartiennent 
toutes  à  L  Pour  cela,  désignons  par  a?©»  Jo»--»  ^r»  Jr»---  I^s  indices  précé- 
demment désignés  par  [ÇfÇ2«««]o»'**»  [?i?2»-«]r'  Soit 

une  des  substitutions  delà  forme  ^.  Les  substitutions  G^^  C^^*^. . . ,  Gf^  CÇ^ . ...... 

transformées  de  C^c^,  Ç^^,...  par  S  doivent  avoir  les  mêmes  exposants  d'é- 
change mutuels  que  ces  dernières  substitutions,  ce  qui  donne,  entre  autres 
relations  de  condition,  la  suivante 

(34)  a''-»-' ^- «'»'+•  H- ...  =  I     (mod.2). 

Réciproquement,  a,  a',...  étant  des  entiers  complexes  quelconques  satisfais 
sant  à  la  relation  (34),  I  contiendra  une  substitution  T  qui  transforme  C^.^  en 

Çjf^Ç^l'....  Divers  cas  seront  à  distinguer  dans  cette  démonstration. 
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1°  Soit  d'abord  a*'-*"*—  i  =a'^'**-4-.  ..^/w*'"^*  ^o  (mod.  2)  :  m  pourra 
s'exprimer  sans  nouvelle  imaginaire;  car  on  aura 

m(>*+'V=  a^aVi V _  ,  =  ^ivi  _  ,  =  ;„jVi^     d'où     m»''-»s  i . 

Posons  maintenant 

D,=  [c;f...]--^ 

On  aura  (Cj:^Car^^  )^  i,  (C^^^Dr+vj^o,  (DrD;.^.v)^  1;  et  les  substitutions 

dérivées  de  C^r^,  C^^»...  pourront  être  considérées  comme  dérivées  de  la  com- 
binaison de  C;r^,  D,.  avec  d'autres  substitutions  Ë^,  K,...  telles,  que  les  ex- 
posante d'échange  (C^jEr+v)»  (D^E^^.v),...  soient  tous  congrus  à  zéro.  Soient 
en  effet  Cr  =  OJ^C^^...  une  substitution  quelconque  dérivée  de  C^:^,  Ç^v»---' 
A^""*",  k'^'^  les  exposants  d'échange  de  C^+v  avec  C^.^  et  D,.;  on  aura 
C^=:E;.C*^Dt"',  Er  étant  une  nouvelle  substitution  dérivée  de  C,^,  D^,  et 
telle,  que  l'on  ait  (C;p^E^^v)^(DrEr+v)^o. 

Soient  maintenant  o?^,  iq^»  Cr»---  des  indices  indépendants  choisis  de  ma- 
nière à  correspondre  respectivement  aux  substitutions  C^^,  D^,  E^»...;  et 
soit  e  une  racine  arbitraire  de  la  congruence 

(35)  e^'-^'^i     (mod.  2). 

La  substitution 

T  =  I    .  .  .  ,  OTr,  Ylr,   Çr, ,  a^  Xr  4"  é^^  fTi^^^  Tiry    nX^^  Xf  -h  C"^  of^  fir,    ?r,  •  •  •    | 

est  évidemment  hypoabélienne,  et  transforme  C^^  en  Gf^H'^'^  =(TJlÇ^^ ...^ 
Enfin,  T  ou  son  carré  appartiendra  à  1.  Car  soient  !«,  I2,...  les  substitutions 
de  I;  si  T  etP  n'appartenaient  pas  à  I,  H  contiendrait  les  substitutions!,, 
I2,...;  TI4,  TI2,...;  T^I|,  T^laf...»  qui  sont  évidemment  distinctes;  donc  I 
contiendrait  tout  au  plus  le  tiers  des  substitutions  de  H  :  résultat  absurde, 
car  il  en  contieiit  la  moitié. 

Si  l'ordre  de  T  est  un  nombre  impair  3  a  h-  i ,  on  aura  T  =  T*'*-*-*).  Donc  I, 
contenant  T^,  contiendra  T.  Or,  pour  que  cette  condition  soit  satisfaite,  il 
suffit  évidemment  que  la  congruence  caractéristique  de  T  n'ait  pas  de  racine 
égale  à  l'unité;  d'où  la  relation 

« 

(36)     (a''-i)(e'''a''*'-i)-(em'"'+')''=[«('-«'')-+-'-«j''5o    (mod.  a:, 

inégalité  qui  sera  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  e,  sauf  une  seule. 


1^^^ 


m     ■ 
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2^^  Soit  a*""*"*—  i^o,  mais  a'*'"*"*—  i^o(mod.  a).  La  substitution 

est  évidemment  hypoabélienne;  et  Ton  voit,  comme  au  n^  675,  qu'elle  est 
contenue  dans  I.  D'autre  part,  on  vient  de  voir  que  I  contient  une  substi- 
tution T,  qui  transforme  C^.^ en  C^'''^Cy^...;  il  contiendra  donc  T, U,  qui  le 
transforme  en  CJ^  Cy^' .... 

3®  Soit  a*'"*"*—  I  ^a'*'"*"*—  i  ^...^o  et  v>  i.  On  pourra  déterminer 
un  entier  complexe  a  différent  de  l'unité,  et  qui  satisfasse  à  la  relation 

• 

a*'-»^i     (mod.2). 

Soient  ^  et  €  deux  racines  arbitrairement  choisies  de  la  congruence  (35), 
et  posons  p  =  (i  — -  a).  On  aura 

D'ailleurs  a  et  e  étant  fixés,  on  pourra  déterminer  €  de  telle  sorte  que  la 
congruence 

ne  soit  pas  satisfaite.  Car  cette  congruence  ne  peut  avoir  plus  de  2^  racines, 
et  e  est  susceptible  de  a^+i  valeurs  distinctes. 
Cela  posé,  le  groupe  1  contiendra  une  substitution  U  qui  transforme  C^^, 

en  Ci,';«*"'^«^î''C^^/^*''''*^''Cf'....  Si  de  plus  on  détermine  e  de  telle  sorte  que 
l'on  ait 

(a  — i)(a«  —  i)  —  ep*^o    (mod.2), 

ce  qui  est  évidemment  possible,  I  contiendra  la  substitution 

car  cette  substitution  est  hypoabélienne  et  d'ordre  impair.  Par  la  même 
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raison,  il  contiendra  la  suivante 

Cela  posé,  I  contiendra  la  substitution  T  =  UV~*  W"*,  qui  transforme  Cj,,  en 

VJ-       V*v         •  •  •   • 

4°  Soit  a^'"^*—  I  ^^a'*'"*"*—  i  =e...^o  et  v  =  i.  Les  quantités  a,  a',..., 
satisfaisant  à  la  relation  (34)9  seront  en  nombre  impair.  Soit  i  une  racine  de 
la  congruence  irréductible  du  second  degré.  La  substitution  U  qui  remplace 

^nyrf  Zr  par  07^4- j^  "*- z^,  a?,. -f- «^'jr ■+■«'*"*" ^r»  â?;. -|- t^'^^'j^ -+- 1 ^'js^  cst  hy- 
poabélienne,  et  transforme  Cr^  en  Cj-^C^^C,/,  de  plus,  en  remplaçant  les  in- 
dices indépendants  imaginaires  par  des  indices  réels,  on  voit  sans  difficulté 
qu'elle  appartient  à  L  La  substitution  U  et  ses  analogues,  combinées  en- 
semble, et  a  la  substitution 


laquelle  est  hypoabélienne  de  degré  impair,  et  par  suite  appartient  à  I,  per- 
mettent évidemment  de  transformer  Ca;^  en  C^)'C^|.''Q'*  .... 


677.  Il  est  aisé  maintenant  de  prouver,  comme  nous  Tavons  annoncé, 
que  toute  substitution  de  la  forme  ^  appartient  à  L  Soient  ^^  une  de  ces 

substitutions;  C^^Cy*\..  la  transformée  de  C^:^  par  ^i;  T  la  substitution  de 
forme  ^  qui  appartient  à  I  et  donne  la  même  transformée.  On  aura  ^,  =  ^2!, 
^2  étant  une  nouvelle  substitution  bypoabélienne,  de  forme  ^,  et  qui  trans- 
forme Cx^  en  elle-même.  Soit  C**  CJ^'...  la  transformée  de  C^^  par  ^j.  Son 
exposant  d'échange  avec  C^^^^,  que  "^2  transforme  en  elle-même,  doit  être 
congru  à  (Cy^C^^^^^o-  Donc  b  =  o.  Cela  posé,  on  voit  comme  tout  à 
rheure  que  I  contient  une  substitution  T*  de  forme  ^  qui  transforme  C^^  en 
C^^' ...  sans  altérer  C^:^;  on  aura  ^2  =  ^gT^  %  étant  une  nouvelle  substitu- 
tion hypoabélienne,  de  forme  ^,  et  qui  transforme  les  substitutions  C^^^,  C^, 
en  elles-mêmes.  Poursuivant  ainsi,  on  voit  que  ^^  est  le  produit  de  substi- 
tutions appartenant  à  I  par  une  dernière  substitution  qui  transforme  les 
substitutions  C^^,  C^^,...  en  elles-mêmes,  et  par  suite  se  réduit  à  l'unité. 

678.  Au  contraire,  la  substilution  9  n  appartient  pas  à  L  Remarquons 
d'abord  qu'elle  est  le  produit  de  |jl  substitutions  hypoabéliennes  pareilles 
entre  elles  et  qui  permutent  respectivement  entré  eux,  et  d'une  manière  cir- 
culaire, les  indices  a?o,...,  iîPr»---»  les  indices  jo»-»-»  jKr>---»  etc.  Le  nombre  ^ 
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étant  impair»  il  suffira  de  prouver  que  ces  substitutions  partielles  n'appar- 
tiennent pas  à  I  pour  prouver  que  *  ne  lui  appartient  pas. 

Soit  S  —  I ...,  Xr^ ,  a?^_n,...  I  Tune  de  ces  substitutions  partielles 

(nous  omettons  d'écrire  les  indices  j^, ...  que  S  n'altère  pas).  On  aura  en 
général  tiv  r-  3«y,  q  étant  un  entier  impair»  que  nous  supposerons  >i  pour 
plus  de  généralité;  et  Ton  pourra  poser  i  =y7,  y  et  /  étant  respectivement 
des  racines  de  congruences  imaginaires  J  et  L,  de  degrés  q  et  2"  (21).  Sub- 
stituant cette  valeur  de  ;  dans  l'expression  de  x^^  et  abaissant  les  puissances 
dey  et  de  /  à  l'aide  des  congruences  J  et  L,  on  obtient 

X%  =  Zo9  -¥-  Z\§J  -f-  .  .  .  -h  Zq^i,oj9~  , 

^00»  ^iof-«  ^q-i.o  étant  des  fonctions  qui  ne  contiennent  d'autre  imaginaire 
que/.  Soient  JSop»  ^ip»-"»  ^^-i.p  les  fonctions  conjuguées  obtenues  en  chan- 
geant /  en  P^;  p  le  reste  de  la  division  de  r  par  a";  on  aura  évidemment 

Soit  s  un  multiple  de  q,  congru  à  i  (mod.2");  s  sera  impair;  S  appar- 
tiendra donc  ou  non  à  I  suivant  que  S'  lui  appartiendra  ou  non.  Or  cette 
dernière  substitution,  rapportée  aux  indices  indépendants  ^oo»*-»  ^mp»***» 
prend  la  forme 


(38)  I  z„p    z 


m.p-j-i 


Soient  Co,...f  Cr,....et  Do©,...,  Dm^  les  substitutions  respectivement  cor- 
respondantes aux  indices  x^^-f  a?;.,...  et  aux  indices  z^,o,...,  z^^^..,.  Les 
exposants  d'échange  (C^C^)  sont  congrus  à  o  si  r'^r h- v,  à  i  si  r'  =  r-h  v. 
D'autre  part  on  a  évidemment 


D.,=ncr,  D-^,=nc 


r'  ' 


les  produits  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  r  et  de  r'  respectivement  con- 
grues à  p  et  à  p'(mod.  2").  On  aura  donc 


(  D.e  D-^e')  =^  ^y -«'-'^^'  (  C,  C^)  ^^j 


ml'"-Hw'/ 


r       V 


la  dernière  sommation  s'étendant  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  r  et 
de  r'  qui  satisfont  à  la  relation  r'p£=Er-f-v(mod.  2v).  Pour  qu'il  existe  de 
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semblables  systèmes  de  valeurs,  il  faudra  qu'on  ait 

p'  —  prf.  /'  —  r=Ev:^52*"'^2*~'     (mod.  2'), 

et  si  celte  condition  est  satisfaite,  on  aura  pour  r,  r,  q  systèmes  de  valeurs, 
représentés  par  les  formules  r  =11  p  -h  2*X',  r'  =  p'  -à-  2**,  k  étant  un  entier. 

Il  vient  ainsi 

A =7-1 

Mais  si  Ton  donne  successivement  à  A  toute  la  suite  des  valeurs  o,...,  q—i, 
la  quantilé  p  -f-  2*^(mod.9)  prendra  une  fois  chacune  des  mêmes  valeurs; 

d'ailleursy^*  se  réduit  ày  (mod.  2)  :  il  viendra  donc 


*  =  </—! 


(l)-,U„..,^,.-i)^  ^  r^-'^'*  '-*^^(y.*)«w 


jî' 


A  =  0 


2' 


Cette  expression  est  donc  une  fonction  symétrique  des  racines  y,...,  y 
de  la  congruence  J;  c'est  donc  un  entier  réel,  congru  à  o  ou  à  i  (mod.2J. 
De  plus,  elle  est  indépendante  de  p.  Désignons-la  pour  abréger  par  d^^'  :  on 
aura  en  particulier  d^^Q^E^qi^i  (mod.  2).  Enfin  Ton  aura 

679.   Prenons  pour  indices  indépendants,  à  la  place  des  indices  ...,  z^^, 

z'„,p ^- z,„p , . . . ,  auxquels  correspondent  respectivement  les  substitutions 
...,  D',,p=  Dop D'mp  =  D^«"'D,„p,....  La  substitution  S*  prendra  la  forme 

z        z 

analogue  a  la  forme  (38);  et  les  substitutions  D'^p  auront  leurs  exposants 
d'échange  mutuels  congrus  à  zéro,  sauf  ceux  de  la  forme  (D^pD'^/ p^.^»-')» 
lesquels  seront  des  entiers  réels  indépendants  de  p  et  pourront  être  désignés 
par  le  symbole  d'^„,'.  On  aura  d'ailleurs  évidemment 

d'mw'^^d'mm^       ^'o  o  =  «  '       d\,„^^d^„=.0       (mod.2). 

Deux  cas  pourront  se  présenter  ici  : 

i"*  Si  la  quantités  d\^  par  exemple  est  congrcPe  à  i,  on  pourra  rem- 
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placer  les  indices  ...,  s'^p, ...,  z\^ -^mp»---  P^^**  àe  nouveaux  indices 

•"»    ^op^=^  ^Op»*  ••»     -^  ip=^  ^ip"^"  ^It  ^2p  "^  •  •  *  "^  ^Im  ^mp  ^~  •  •  •»    ••»     ■2mp= -^mp»  •  *  * 

tels  :  i^  que  la  substitution  S*  rapportée  à  ces  nouveaux  indices  ne  change 
pas  d'expression;  2®  que  les  substitutions  correspondantes  ...,  D^p,...  aient 
leurs  exposants  d'échange  mutuels  congrus  à  zéro,  sauf  ceux  de  la  forme 
(D^pD^^p+.2«-')»  q"'  seront  des  entiers  réels  indépendants  de  p  et  pourront 
être  désignés  par  rf'„„,'.  On  aura  en  outre  It^s  relations 

Si  maintenant  l'une  des  quantités  d\^,,..,  rf^^,...  était  congrue  h  i,  on 
pourrait  effectuer  un  nouveau  changement  d'indices  analogue  aux  précé- 
dents; dans  le  cas  contraire,  on  ferait  ce  nouveau  changement  de  la  manière 
que  nous  allons  indiquer. 

2^  Soit  rf\ ,  ^...E^rf'^^^E...E^o.  La  substitution  D'^p  ne  pouvant  avoir 
tous  ses  exposants  d'échange  congrus  à  zéro,  et  d\Q^d\^^  étai^  congru 
à  zéro,  l'une  au  moins  des  quantités  rf', 2,...,  d\^  le  sera  a  l'unité.  Spit, 
pour  fixer  les  idées,  d^^^d\^^\ .  Prenons  pour  indices  indépendants 

ceuX""Ci  r   •  •  •  «   ^op  ^^^^^  **opi»»»>      ip  ^^^^^    1  p  "•"     23    sp  ~^  *  *  *  ""^  ^  2m  ^mo  "•    •  •  •  » 

•  •  •  »    'Z2p==  ^jp  ~f~  ^  1  3  ^3p  "^   '  •  •  "^        im  -^mp     '      •  '  •  »      *  *  •  »     ^mp  ^^^^=  ^mp'     ^-'^    SUDStllU- 

tion  S'  rapportée  à  ces  nouveaux  indices  ne  changera  pas  d'expression.  En 
outre,  les  substitutions  correspondantes  D]^p  ont  leurs  exposants  d'échange 
congrus  à  zéro,  sauf  ceux  de  la  forme  (D^pD^',p^a«-i)^rf^^/,  qui  seront 
des  entiers  réels.  Enfin  l'on  aura  évidemment 

^C/«'  =  ^m'm'       ^  •  •  =  ^'1  »  =  '  »        d\  ,^d\^  =^-2  li\„,  r^  d\  „,  =-  d\,n  =  O- 

Si  l'on  a  rf3.,E^...^rf'„^^o,  on  fera  un  nouveau  changement  d'indices 
analogue  à  ce  dernier.  Sinon  on  opérera  comme  à  Talinéa  précédent.  Con- 
tinuant ainsi,  on  arrivera  au  résultat  suivant  : 

On  peut  rempldjcer  les  indices  :5oo  »  •  •  •  »  ^mp»  •  •  •  P^^  de  nouveaux  indices  ^oo  » .  •  . 

I**  Que  la  substitution  S*,  rapportée  à  ces  nous^eaux  indices^  prenne  la  forme 


Um^       MjB,  p_|_i    I  , 


2^  Que  les  substitutions  Eo© » .  •  • .  E;„p, . . . ,  correspondantes  à  ces  indices,  aient 
leurs  exposants  d'échange  mutuels  congrus  à  zéro,  sauf  ceux  de  la  forme 
(E;„pE„/.p4.2«-'j»  gi^i  seront  des  entiers  réels,  indépendants  de  p,  et  pourront 
être  désignés  par  le  symbole  général  e,„m''  Ces  quantités  satisferont  à  la  relation 

65. 
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^/nw' =  «m' «j •  En  outre 9  les  quantités  e^^^...^  ^mm'*-"  correspondantes  à  une 

même  valeur  de  m,  seront  toutes  congrues  à  zéro,  sauf  une  seule. 

680.  Groupons  les  nouveaux  indices  en  classes,  en  réunissant  ensemble 
ceux  qui  correspondent  à  une  noéme  valeur  de  m,  et  qui  sont  évidemment 
des  fonctions  conjuguées.  Ces  classes  pourront  être  de  deux  espèces  : 
I®  celles  pour  lesquelles  e^^^^i;  2°  celles  pour  lesquelles  c„,;„^o;  si  ces 
dernières  classes  existent,  elles  peuvent  être  associées  deux  à  deux;  car  si 
e^^^-o,  on  aura  une  relation  telle  que  e^m'^^  <  >  ^'  étant  ^m;  on  aura  par 
suite  e,^,n^^  i,  d'où  ej^nf^:^o,  avec  e^tn^^^^m^m*''^^^  «î  ^"  diffère  de  m  et 
de  m'.  Les  deux  classes  qui  ont  pour  premier  indice  m  et  m'  sont  ainsi  as* 
sociées.  -    * 

Le  nombre  tolal  des  classes  étant  égal  au  nombre  impair  q^  et  celles  de 
seconde  espèce  étant  en  nombre  pair,  il  existera  un  nombre  impair  de 
classes  de  première  espèce. 

Cela  posé,  la  substitution  S'  est  le  produit  de  deux  espèces  de  substitu- 
tions partielles  :  i"^  des  substitutions  altérant  les  indices  d'une  seule  classe 
de  première  espèce;  a^  des  substitutions  altérant  à  la  fois  les  indices  de 
deux  classes  associées  de  seconde  espèce.  Il  est  d'ailleurs  évident  que 
chacun  de  ces  facteurs  partiels  est  une  substitution  hypoabélienne.  On  voir 
en  outre,  comme  au  n^  674,  que  chacun  des  facteurs  de  la  seconde  espèce 
appartient  à  L  Si  nous  prouvons  qu'aucun  des  facteurs  de  la  première  es- 
pèce ne  lui  appartient,  notre  proposition  sera  établie  :  car  ces  facteurs 
étant  en  nombre  impair  dans  S',  S'  et  par  suite  S  n'appartiendront  pas  à  I. 

681.  SoitT  =  I  Mop  Mo,çH.,  I  l'un  de  ces  facteurs  (nous  omettons  d'écrire 
les  indices  qu'il  n'altère  pas,  et  dont  nous  n'aurons  plus  à  nous  occuper). 
Remplaçons  les  indices  imaginaires  i/oo»***>  i^op»***»  <^o,2«-i  P^i*  ^^s  indices 
réels  Vqj...,  (^p,-..,  (^2«-i  choisis  de  manière  à  ramener  T  à  sa  forme  cano- 
nique. La  substitution  T  ayant  pour  ordre  2*,  et  la  sommeao«-h...-hMo.2«-i 
étant  la  seule  fonction  des  indices  que  T  n'altère  pas,  cette  forme  canonique 
sera  la  suivante 

Soient  ©o»---»  ^p»-*-  les  substitutions  correspondantes  aux  nouveaux  in- 
dices: Tles  transforme  en  Go»"«»  ^p^(>-i»««-;  elle  transforme  donc  l'expo- 
sant d'échange  (Gp^a)  en  (©p©p-i  .©cGa-i);  et  comme  elle  ne  doit  pas  l'ai- 
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lérer,  od  aura  la  condition 

(4o)  (Cpe,_,)H-(G^.e,)4-(ep_,e,_,)  =  o 

qui  subsistera  pour  toute  valeur  de  p  et  de  or  (en  supprimant,  si  p  ou  a  était 
égal  à  I,  les  termes  où  figureraient  des  indices  négatifs). 

Par  Tapplicâtion  réitérée  de  cette  formule,  on  voit  sans  peine:  i°  que 
Ton  aura  toujours  (Gpe^)=EO  si  p-H  (7<  2*-~i;  par  suite,  on  aura  toujours 
(CpCff)^^!,  si  p-4-c7=2*— i;  car  sans  cela  le  déterminant  des  exposants 
d'échange  serait  congru  à  o;  2®  que  si  p  h-  (7>  2*—  i,  (CpCç)  pourra  s'ex- 
primer linéairement  en  fonction  des  2*""*  —  i  quantités  (Ca.-i 830^1  ^_| },..., 
(G2—'+pL®2«-'-^iM-i)«  •••  »  qu^  l'on  pourra  désigner  par  ao,...,  a^, ...  et  qui 
restent  non  déterminées. 

Cela  posé»  on  pourra,  tout  en  conservant  à  T  sa  forme  canonique,  choisir 
les  indices  indépendants  de  telle  sorte  que  les  entiers  a,,...,  a^^,...  prennent 
des  valeurs  fixées  à  volonté.  Supposons  en  effet  que  a<,...  a^^t  aient  déjà 
les  valeurs  voulues,  mais  qu'il  n'en  soit  pas  de  même  de  Uy,,  Prenons  pour 
indices  indépendants,  à  la  place  de  {^q,.,.,  i^ç,...  les  indices  ^q,...,  ^\ ,.-.  dé- 
terminés par  les  relations 

v^  =  i/^-\-  v'^^^^^  si  p  -+-  2/:/.  H-  i <  a*,     —  v^   si  p  -f-  a^  -f- 1  =  2«. 

La  substitution  T  conservera  sa  forme  canonique.  D'autre  part,  les  substi- 
tutions Gq,...,  c'aix»...»  ^p  »...  correspondantes  à  ces  nouveaux  indices -se- 
ront respectivement  égales  à  Go»*-«»  ^2ji»...»  ^p®p-2|i-M —  Posons  donc 
(G2.-.^.x  Gj—i^x+i )  =  Oi  ;  on  aura 

Cette  expression  est  la  somme  de  quatre  exposants  d'échange  partiels  dont 
le  premier  sera  égal  à  a\  et  les  autres  à  zéro,  si  X<pL;  donc  a^,...,  à^^^ 
seront  respectivement  égaux  à  ao»-*-»  ^jj^i»  qui  ont  déjà  les  valeurs  vou- 
lues. Soit  au  contraire  X  =  pL;  un  seul  des  quatre  exposants  d'échange  par- 
tiels sera  congru  à  zéro,  et  l'on  aura 

expression  que  la  relation  (4o)  réduira  à 

a^  +  (  Gï«-i4^*  Ga»-i_^-,  )  E=  aj»  4-  1     (  mod .  2  ) . 

Donc  à^  aura  la  valeur  voulue. 
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Les  entiers  a,,...,  a^,...  pouvant  ainsi  être  déterminés  arbitrairement, 
les  substitutions  hypoabéiiennes  de  la  forme  T  se  réduiront  à  deux  types 
seulement,  correspondant  aux  deux  valeurs  que  peut  prendre  le  paramètre 
restant  a^. 

682.  Nous  allons  montrer  que,  quelle  que  soit  la  valeur  de  ce  paramètre, 
T  ne  pourra  appartenir  à  I.  Pour  cela,  prenons  pour  indices  indépendants 
ceux-ci  : 

.iV,  ^  (/o,      IV,  ^  </o  H-  l'i,      tVa  EEB  i'o  H-  t', ,      tl^3  ^  C,  -f-  (/,  -h  (^j  -M'a , .  .  .  ; 

T  prendra  la  forme 

(4»)  I  *<'p    «'«H-.  |. 

Réciproquement,  toute  substitution  hypoabélienne  de  cette  forme  peut 
être  mise  sous  la  forme  (Sg).  En  effet,  soit,  pour  fixer  les  idées,  2*  =  8;  et 
soient  ôb^o»---»  ^7  '^s  substitutions  correspondantes  aux  indices  «^o»---»  ^t 
La  substitution  (4i)  transformera  cî)p  en  C0p_|.  Posons  donc 

3«  =  Ci").  (0, . . .  (ô,,     G,  =  (Bo  (D2  (O4  (ô,,     Ci  =  (0.  CD,  CD4  (Ds,     C3  ==  (D.  Cj£>4, 
G«  =:  Côo  Cô,  (Ê),  Ob)3,     G5=:Cô«CD„  3,  =  CDoOE),,  e,  =  (D„ 

et  déterminons  un  système  d'indices  i^o»-**»  ^7  respectivement  correspon- 
dants à  ces  substitutions.  La  substitution  (40  transforme  évidemment 
3o,  3j,...,  G,  en  Go,  G,  Go,...,  GyGo;  elle  prendra  donc  la  forme  (39)  si  on 
la  rapporte  aux  indices  i^of-t  ^7- 

Cela  posé,  la  substitution  (/|i)  étant  hypoabélienne,  n'altère  pas  les  carac- 
tères ni  les  exposants  d'échange  mutuels  des  substitutions  cO^,...,  cÔ2«_|. 
Donc  ces  caractères  sont  tous  égaux.  En  outre  elle  transforme  (cOpCô^)  en 
(côp_<cô(,_,);  on  aura  donc 

(  CJOp  Ot)„  )  =  (  CDp.  ,  CÔa-i  )  =  ...  =  (Côo  (Ô<r_p  }, 

Soit  6,,_p  cette  expression,  on  aura,  si  p  >  2*~\ 

Donc  tous  les  exposants  d'échange  (côpCD^)  s'expriment  au  moyen  des  2*"' 
quantités* è|,...,  6a«-i. 
On  doit  remarquer  d'ailleurs  que  6«|a.i  est  congru  à  1  :  car  le  déterminant 
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des  exposants  d'échange  ((£)p:i£)(T)  ne  peut  être  congru  h  7.éro;  mais  si  l'on 
avait  èj'-'^o,  les  termes  qui  composent  chaque  ligne  horizontale  du  dé- 
terminant seraient  égaux  deux  à  deux  en  vertu  de  la  relation  (4^)«  '^^  der- 
nière colonne  verticale  serait  donc  congrue  (mod.2)  à  la  somme  des  co- 
lonnes précédentes,  el,  par  suite,  le  déterminant  serait  congru  à  zéro. 

La  substitution  (40«  l'apportée  aux  indices  t'o»---»  ^2«-m  appartiendra  à 
l'un  ou  à  l'autre  des  deux  types  signalés  ci-dessus,  suivant  que  l'expression 

(  C»«~l  ©i«~l+i  )  ^  (  (ô.  (Ôi  .  .  .  COp .  .  .  (J0a«-1_,  .  COo  COa .  .  .  (Dîp .  .  .  (ô,«-l_.i  ) 

sera  congrue  à  b  ou  à  1 . 

Elle  appartiendra  donc  au  premier  type,  si  6|,  ftj,...,  fta»-'-*  sont  congrus 
à  zéro,  au  second  si  6<  seul  diffère  de  zéro.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  nous 
allons  voir  qu'elle  n'appartient  pas  à  1. 

683.  Premier  cas  :  6^,  62,...,  feg*-'-!  sont  congrus  à  zéro.  —  Désignons 
par  Upla  substitution  qui  permute  ensemble,  d'une  part  les  deux  indices  çvp, 
tVp+i ,  d'autre  part  les  indices  w^a*-'+p.  «^2«-'h-p+<  »  sans  altérer  les  autres  indices  ; 
par  V  la  substitution  qui  permute  entre  eux  les  indices  mp^o»  m^2«-'»  sans 
altérer  les  autres.  Chacune  de  ces  substitutions  est  évidemment  hypo- 
abélienne,  et  il  est  clair  que  la  substitution   (4i)  est  égale  au  produit 

V  U  0  iJ  I  •  •  •  U  2*""'— 2  • 

Cela  posé,  il  est  aisé  de  voir  que  la  substitution  Y  n'appartient  pas  à  I, 
tandis  que  chacun  des  autres  facteurs  Uq,  U,,...  appartient  à  ce  groupe.  En 
effet,  si  les  substitutions  (Do,  cD,,...  ont  pour  caractère  zéro,  on  pourra  dé- 
signer para?,,...,  x^^^;  Jm«'->/2*-'  I^s  indices  actuellement  représentés  par 
iVu,...,  (V2«-««  Cela  fait,  les  substitutions  V,  Uq,  U,,...  ne  seront  autres  que 
les  substitutions  M,,  P|,2»  P2,3»---  du  n°220;  donc  V  n'appartiendra  pas 
à  I  (274  et  672);  au  contraire,  chacune  des  substitutions  P<,2»  P2,3.---  ap- 
partiendra à  ce  groupe  (674). 

Supposons  au  contraire  que  les  substitutions  (©0,  côo"-  aient  pour  carac- 
tère I.  Soient  a?,,  j,,  X29  y^^"-  de  nouveaux  indices,  déterminés  par  les 
relations 

tVjp-t-i  ^  ^sp+i  "+"  jr»p+«  "^  "^«p+i»      i-^ï*—* +29-1-1  ^  ^jf-f-a  "H  ^2p+s« 

Les   substitutions    ...,   CD2p^'^2p-n»  <J^2*-'+2p^2p+i»   <Jt)apCÔ2p-n^a«-'-+-ap^2«-'+2çH-i» 
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ûd3p(Da«-<4.2pOd2«-'+2p+<f-*  correspondanles  à  ces  nouveaux  indices  ont  mêmes 
exposants  d^écbange  mutuels  que  (Dq,...,  (£)2<-i;  mais  leurs  caractères  sont 
égaux  à  zéro;  cela  posé;  on  pourra ,  sans  nulle  difficulté,  déterminer  Tex- 
pression  de  chacune  des  substitutions  Y,  Uo  en  fonction  de  ces  nouveaux 
indices,  et  vérifier  que  Y  n'appartient  pas  à  I,  mais  que  Uo  lui  appartient. 
Quant  aux  substitutions  Uo...  analogues  à  Uo»  elles  lui  appartiendront  évi- 
demment. 

684.  Second  cas  :  i<  .^  i ,  ô.^^  ...^ir^o.  —  Soient  U  la  substitution  qui 
transforme  en  général  dûp  en  cDçh.,,  à  l'exception  des  six  substitutions cDq,  (ô,, 

(©a»-'-!'  cî)2*-»»  c02«_2»  (£>2«-i»  qu'elle  transforme  en  (©o»  c02cD,(Do»  6^2^-1  (J^iŒ>of 
(Oaa-i.^.,  cô,(e)o,  Ob)2«_<  ^|(î)o,  (£),;  Y  la  substitution  qui  transforme  (D©,  OE)^,  (Dj, 

COja-l,  (02«-'+|,  (î)2«-l    en  COi,   (Bo.   (î)2^®l^0»  (Î>2«-'ÛO|(£>0»  CE)2a-i^.,(D|(Do,  (02«-l^l®O- 

Il  est  clair  que  ces  deux  substitutions  sonthypoabéliennes,  et  que  leur  pro- 
duit donne  la  substitution  (4i). 

Gela  posé,  U  laisse  CDo  invariable,  et  transforme  circulairement  les  unes 
dans  les  autres,  d'une  part  les  2*-i-2*"*  — 3  substitutions  (©2,   (Dst.-.i 

(Ô2«-a>  ®2«-i®i®of  d'autre  part  les  2"-+- 2*"*  — 3  substitutions  (D<,  (DjODiOOe. 

(Q3  (02  ^f  9***9     (^2  p  ^'2  Q ^  *  *  *  ^0  '     ^2  p-f-l  ^2  p*  •  ■  (©1  9  *  •  ■  9    0^2* — I  CJd2«— ■ |  •  *  •  0^2  ***** 

(Ç^2^ — •  _f- p CU 2*""' -4- P  •  •  *  ^2-*-p  »  *  •  *  »    w2*_|  Cfc)2* 2  •  •  •  ^2" — '  +  I  »  •  *  •  »    002*— I  *  •  •  ®2*~'-«-2p®0» 

(î)2«-|...cî)2«-i  +  2p+i»**->  ®2«-i*  Donc  la  puissance  2*-h2*"*^  — 3  de  la  substi- 
tution U  laisse  invariables  les  substitutions  ci-dessus,  ainsi  que  ddo*,  donc 
elle  se  réduit  à  l'unité.  Donc  l'ordre  de  U  est  impair;  donc  U  appartient  à  I. 

D'autre  part,  Y  n'appartient  pas  à  I.  En  effet,  celles  des  substitutions 
dérivées  de  ci^o,...»  Cid2«.i  dont  les  exposants  d'échange  avec  (Do  et  (D|  sont 
congrus  à  zéro  forment  un  groupe  G,  dérivé  des  substitutions  suivantes; 
(Da(î)o»®a»««*»®2«-'®M^2«^»-f.i®o»®2»-'+2»***»®2«-<®o»  auxquelles  Y  est  échan- 
geable. Ce  groupe  G  peut  être  considéré  comme  dérivé  d'une  double  suite 
de  substitutions  x,  iil>,  ^^\  '\ft>',...  dont  les  exposants  d'échange  soient  tous 
congrus  à  zéro,  sauf  ceux-ci,  (<A,ift))^(a^'ift)')^...^i  et  dont  les  carac- 
tères soient  congrus  à  o,  sauf  pour  <A>  et  iii»,  dont  les  caractères  seront  tous 
deux  congrus  h  o  ou  à  i .  De  même  les  substitutions  (Do,  (D,  peuvent  avoir 
pour  caractère  o  ou  i. 

Supposons  d'abord  que  ^i»,  ife  aient  pour  caractère  zéro.  Soient  a^i,  j'i, 
^2»/2>-**  tin  système  d'indices  indépendants  correspondant  respectivement 
aux  substitutions  (Do,  (D^,  x,  ilb, La  substitution  Y,  rapportée  à  ces  in- 
dices, n'est  autre  que  la  substitution  M^  du  n""  220  et  n'appartient  pas  à  I. 
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Si  «Ao,  u\>,  ont  pour  caractère  f ,  et  CE)©,  (^t  pour  caractère  zéro,  on  prendra 
pour  a:,,  ^,,  a?2,  ja,...  les  indices  qui  correspondent  à  -t,  ife,  (Do,  00,,  o^', 
i«/,...,  et  V  =  M2  n'appartiendra  pas  à  I. 

Enfin,  si  .t,  iib,  (î)©»  ®i  ont  pour  caraclère  i,  on  rapportera  V  aux  indices 
^o^M  ^2»  J2»--- qui  correspondent  aux  substitutions -iCDo,  '«î>(î)o,  XoftiCDoOO,, 
ri>(î>o(î)|,  ^v',iiV,...,  et  l'on  vérifiera  immédiatementqueV  n'appartient  pasà  I. 

685.  Théorkme.  —  Un  groupe  indécomposable  T  de  troisième  catégorie  a 
son  composant  égal  à  i ,  si  i  est  non  résidu  quadratique  de  p. 

En  effet,  parmi  les  groupes  auxiliaires  qui  concourent  à  la  construction 
de  r,  il  en  est  au  moins  un  L  de  seconde  catégorie.  Ce  groupe  auxiliaire 
étant  supposé  décomposable,  pour  plus  de  généralité,  est  formé  à  l'aide  de 
deux  groupes  partiels  D  et  T^.  Les  substitutions  de  ce  dernier  groupe  sont 
de  la  forme  ^.^,  les  substitutions  :^appartenant  à  I,  et  la  substitution  9  ne 
lui  appartenant  pas  (678).  Mais  pour  que  l'exposant  de  Fo  fût  égal  à  2,  il 
faudrait  que  toutes  les  substitutions  de  T^  appartinssent  à  I  (673);  il  fau- 
drait donc  que  l'exposant  p  fût  pair  dans  toutes  les  substitutions  de  Fq. 

Or  soit  2}^  le  degré  de  Fo*,  si  //.=  1 ,  Fo  contiendra  la  substitution  ^Jf  ;  donc 
le  théorème  sera  démontré.  Soit  au  contraire  /;.  =7rJ''7ro^«...;  les  entiers  ;ro, 
tt'o,...,  divisant  2|^4-i,  seront  impairs;  et  la  construction  de  F©  dépend  de 
celle  de  groupes  auxiliaires  Lo«  L^,...  contenus  dans  les  groupes  abéliens 
.de  degrés  nl^%  tTo^^'o, Ces  groupes  seront  respectivement  formés  de  sub- 
stitutions abéliennes  propres,  jointes  à  des  substitutions  S,  S',...  qui  multi- 
plient les  exposants  d'échange  par  ^''«  (mod.  tti.),  g^^^ifmod.TTo),. . .,  g, 
^',...  étant  des  racines  primitives  des  congruences  ^^«~*  ^o(mod.  ;:«), 
^'K-^^^ofmod.TTo),. . .  et  rf©»  ^o»*--  ^^^  entiers  égaux  à  i  ou  à  2.  Cela 
posé,  pour  que  F©  contienne  une  substitution  de  la  forme  ^JP^î^,  il  faut  et  il 
suffit  (655-656)  qu'on  puisse  satisfaire  aux  relations 

2f^ynr<'o*(mocl.7r«)^^'''o''  (mod.Tr'J^. . . 

pour  des  valeurs  convenables  de  ê,  e', 

Considérons  par  exemple  la  première  de  ces  relations.  On  pourra  toujours 
y  satisfaire,  quel  que  soitjO,  si  rfo  =  i»  ou  si  d^  étant  égal  k  2,  2  est  résidu 
quadratique  de  tt©.  Au  contraire,  si  l'on  a  e/o  =  2  et  2  non  résidu  de  tTo»  on 
ne  pourra  y  satisfaire  que  si  p  est  pair. 

Mais  si  rf^  =  2,  L©  est  de  troisième  catégorie;  donc  pour  que  F©  ne  con- 
tienne que  des  substitutions  où  p  soit  pair,  il  faut  et  il  suffit  que  l'un  Lo 
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de»  groupes  aui^iUaii>es  dont  dépepd  99  construction  «oit  de  troisième  caté- 
gorie; qu'il  ait  pour  d^gré  une  puissance  d'un  nombre  premier  ^0  dont  a  ne 
soit  pas  résidu  quadratique;  enfin,  que  l'exposant  d^  de  ce  groupe  soit 
égal  à  2. 

Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  le  groupe  Lo  soit  décomposable; 
il  se  construit  à  l'aide  de  deux  groupas,  D,,  r<;  ce  dernier  groupe,  indé- 
composable, de  troisième  catégorie,  a  pour  ordre  une  puissance  de  tto»  et 
pour  exposant  d^,.  Il  fait  donc  exception  au  théorème. 

Donc  si  le  théorème  était  faux  pour  le  groupe  r,  il  serait  faux  pour  le 
groupe  r,,  dont  le  degré  est  moindre;  on  verrait  de  même  qu'il  est  faux 
pour  un  groupe  r^,  de  degré  moindre  que  r,,  et  ainsi  de  suite  à  l'intîni. 
ce  qui  est  absurde. 
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CHAPITRE  V. 

RÉSUMÉ.      • 


lieduction  du  problème  A . 

686.  Les  groupes  résolubles,  (ransUifs  et  généraux  de  degré  M  se  par- 
tagent en  classes,  respectivement  correspondantes  aux  diverses  décompo- 
sitions de  M  en  un  produit  de  facteurs  qui  soient  tous  des  puissances  de 
nombres  premiers.  (On  considérera  comme  distinctes  deux  décompositions 
qui  offrent  les  mêmes  facteurs,  mais  dans  un  ordre  différent.) 

Soit,  par  exemple,  M  =  qç'ç^  une  de  ces  décompositions.  Les  groupes  de 
la  classe  correspondante  s'obtiennent  ainsi  qu'il  suit  : 

Désignons  les  M  racines  par  le  symbole  général  (ara?' a/');  x,  x\  x"  étant 
des  indices  indépendants,  variables  respectivement  de  o  à  y  —  i,  de  o  à 
q'—  I ,  de  o  à  q"—  i .  Groupons  les  racines  en  systèmes  et  sous-systèmes,  en 
réunissant  dans  un  même  système  celles  pour  lesquelles  a;  a  la  même  va- 
leur,  et  dans  un  même  sous-système  toutes  celles  pour  lesquelles  x  et  x'  ont 
les  mêmes  valeurs. 

Soient  maintenant  b!'  un  groupe  résoluble,  général  ^\.  primitif  ^xaXxt  les 
çr"  racines  {oox")\  îî"  son  ordre;  A'  nn  groupe  résoluble  aussi  général  que 
possible  parmi  ceux  dont  les  substitutions  permutent  entre  eux  d^une  ma- 
nière primitive  les  q'  sous-systèmes  pour  lesquels  0?=  o,  en  remplaçant  les 
unes  par  les  autres  les  racines  pour  lesquelles  d'  a  la  même  valeur,  et  n'al- 
tèrent pas  les  indices  des  autres  systèmes;  01  l'ordre  de  A';  A  un  groupe 
résoluble  aussi  général  que  possible  parmi  ceux  dont  les  substitutions  per- 
mutent les  q  systèmes  entre  eux  d'une  manière  primitive  eit  remplaçant  les 
unes  par  les  autres  les  racines  pour  lesquelles  x\  x"  ont  les  mêmes  valeurs; 
fi  Tordre  de  A.  Les  groupes  A,  A',  A",  combinés  entre  eux,  forment  un 
groupe  résoluble  et  transitif  d'ordre  fifi'^û"^^.  On  obtiendra  réciproque- 
ment tous  les  groupes  cherchés  en  choisissant  successivement  de  toutes  les 
manières  possibles  les  groupes  A,  A',  A''. 

687.  La  question  se  trouve  ainsi  ramenée  k  la  construction  de  ces  der- 
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niers  groupes.  Soient  A  l'un  d'entre  eux,  q=f^  son  degré.  Désignons  ac- 
tuellement les  /?"  racines  de  ce  groupe  par  le  symbole  {ooy..,)  où  a?,  y... 
sont  des  indices  en  nombre  n,  variables  de  o  à^  —  i.  Le  premier  faisceau 
de  A  sera  formé  des  substitutions 

\  x,y,...     or  -h  a,  j  -h  (3, ...  I , 

et  ce  groupe  résultera  de  la  combinaison  des  substitutions  ci-dessus  avec 
d*autres  substitutions  de  la  forme  linéaire 

I  j:,  r, .  .  .      /la:  -f-  6  >'  -h  .  .  . ,  fl'  ^  -h  ft'  >'  -h  .  .  . , .  . .  1 , 

le  groupe  partiel  formé  par  ces  dernières  substitutions  étant  résoluble,  pri- 
maire et  général. 

Voilà  donc  le  problème  A  ramené  au  problème  B. 


Réduction  du  problème  B. 

68.8.  Les  groupes  résolubles,  primaires  et  généraux  du  degré/?"  se  par- 
tagent en  classes,  correspondantes  aux  diverses  décompositions  de  Tcxpo- 
sant  n  en  deux  facteurs.  (L'un  de  ces  facteurs  peut  être  égal  à  j,  et  Ton 
considérera  comme  distinctes  deux  décompositions  qui  différent  par  Tordre 
des  facteurs.) 

Soit  n  =  X/n  une  de  ces  décompositions  :  les  groupes  de  la  classe  corres- 
pondante s'obtiennent  comme  il  suit  : 

Partageons  les  n  indices  donnés  en  X  systèmes,  a?,,  y,,...;...;  x^^  JK).,.- 
contenant  cbacun  m  indices;  et  formons  :  i**  d'une  part,  un  groupe  D  donl. 
les  substitutions  permutent  les  systèmes  entre  eux  (en  remplaçant  les  uns 
par  les  autres  les  indices  correspondants)  de  telle  sorte  que  les  déplace- 
menls  d'ensemble  des  X  systèmes  forment  un  groupe  résoluble,  transitif  et 
général;  2°  d'autre  part,  un  groupe  r,  dont  les  substitutions  laissent  tous 
les  indices  invariables,  sauf  ceux  du  premier  système,  qu'elles  remplacent 
par  des  fonctions  linéaires  de  ces  mêmes  indices,  et  par  rapport  auxquels 
elles  forment  un  groupe  résoluble  primaire,  général  et  indécomposable. 

Soient  respectivement  û  et  0  les  ordres  de  D  et  de  r  :  le  groupe  d'ordre 
iîO^,  qui  résulte  de  la  combinaison  de  ces  deux-là,  sera  l'un  de  ceux  que 
nous  cherchons.  Réciproquement,  tous  les  groupes  cherchés  s'obtiendront 
par  cette  construction,  en  choisissant  successivement  de  toutes  les  manières 
possibles  les  groupes  D  et  r. 
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Or  D  est  un  groupe  résoluble,  traDsiûf  et  général  de  degré  X.  Pour  le  dé- 
terminer, on  se  trouve  donc  conduit  à  résoudre  le  problème  A,  mais  pour 
un  degré  fort  inférieur  à  />". 

Il  ne  reste  donc  plus,  pour  achever  la  résolution  des  problèmes  A  et  B, 
qu'à  construire  les  groupes  résolubles,  primaires  et  indécomposables  les 
plus  généraux,  tels  que  F. 

689.  Or,  posons  m  =  v7i^n'^\. .;  p*  étant  >  2,  et  n,  rr', ...  étant  des 
nombres  premiers  égaux  ou  non,  qui  divisent/?"— i,  et  dont  Tordre  est  in- 
différent :  les  groupes  cherchés  T  se  répartissent  en  classes  correspondantes 
aux  diverses  décompositions  de  cette  espèce,  et  peuvent  se  construire  comme 
nous  allons  l'indiquer. 

Au  lieu  de  désigner  les  indices  par  x^^  Jo...»  ^^  représentons-les  par  le 
symbole  général  (|«§2«-«''?«--)p'  ^"  P  ^^^  ^^  iWica/ewr  variable  de  o  a  v  — 1; 
I,,  ^2,...  des  indicateurs,  en  nombre  (7,  variables  de  o  à  tt—  i;  >?,,...  des 
indicateurs,  en  nombre  (/,  variables  de  o  à'Tr'— i;  etc.  Posons  ensuite 

i  étant  une  racine  d'une  congruence  irréductible  de  degré  v  :  et  .prenons 
pour  indices  indépendants  les  expressions  [Ç,  Ç2...y}4...J^.  Deux  casseront 
à  distinguer. 

690.  i""  Si  /?ï  =  v,  d'où  7r'^7r'^'...  =  i,  les  indicateurs?,,  Sa,...,  vj,,...  n'ont 
chacun  qu'une  seule  valeur,  zéro,  et  l'on  pourra  écrire,  pour  abréger,  Ur  a 
la  place  de  roo...o...j;..  Cela  posé,  le  groupe  T  ne  pourra  être  construit  que 
d'une  seule  manière,  et  sera  formé  des  v(p^—  i)  substitutions  de  la  forme 

I     •'«0,  *  *  •  >    ^r,  •  •  •         (i '«01  •  •  •  j   u*     Mf^M,  •  •  •    I  , 

OÙ  p  varie  de  o  à  v  —  i  (mod.  v),  et  où  a  est  un  entier  complexe  formé  avec 
l'imaginaire  i. 

691.  2°  Si  m>v,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  m  =  vn^n"^.  Chaque 
substitution  de  F  remplacera  en  général  l'indice  [?i  ?2...>3i...]r  ps'r  une 
fonction  de  la  forme 


y  I  '^)\)l...m\'..  I   ['•^'-  •  •  '^i'  •  -We» 


la  sommation  s'étendant  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  /|,  /a,,...,  /n^,...; 
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p  étant  un  entier  constant  pour  chaque  substitution,  et  les  quantités  a  étant 
des  entiers  complexes  formés  avec  i. 

Ces  substitutions  sont  complètement  déterminées  lorsqu^on  connaît  les 
fonctions  par  lesquelles  elles  remplacent  les  indices  de  la  première  série. 
On  pourra  donc,  en  omettant  dans  récriture  ce  qni  concerne  les  autres  in- 
dices, les  représenter  par  le  symbole 


(0 


[Çi  Ça.  .  . /îi  •  .  .  J«         y    */J/!.     w, /.[''*»••• '^«  ••  ••]? 


Le  groupe  r  ne  contient  d'ailleurs  qu'une  partie  des  substitutions  de  la 
forme  (i).  Pour  le  déterminer  avec  plus  de  précision,  il  faut  construire  son 
premier  et  son  second  faisceau. 

692.  Son  premier  faisceau  F  est  formé  des  substitutions 

où  a  est  un  entier  complexe  indépendant  de  ||,  Ça,...»  ^i».... 
Pour  le  second  faisceau  G,  divers  cas  sont  à  distinguer  : 
r  Si  p"*^  i  (mod.  4)»  G  résultera  de  la  combinaison  de  F  avec  les  substi- 

tutions  suivantes  : 

Al  ^=  I  [ÇiSî'-'yîi-'.]*  ^^'  [Çi$»«««>îi'««]»l>      B,  =  I  [Ç,^,...7î,...]o  [^iH-i,  Çï,...,*/3i....],| 

A,r=  I  [$,$a...yî,...]«    ô^t  [Ç,Ça...'3Q,...]«|,  B,  =  |  [Çi  Çî...y)i...]o    [|i,  ÇaH"  I,...,  ïîi,...]»  | 

W-    , 

I  A',=:  |[5iÇs...'/îi...]o    ^'''••[5iSî««**yîi«"]«l»  B',  =  1  [5iS2...*/îi...]o.[Çi,  Sa,...ryîi-fl,...]f  I 
• ' >           

où  69  B'  sont  respectivement  dés  racines  primitives  des  congruences 

0«=3i,    0'*'-ii    (mod.//). 

2*^  Si  /^"^  3  (mod./|),  G  résulte  de  la  combinaison  de  F  avec  certaines 

substitutions  A4,  B|,  A 2»  62»...,  A'^,  B'^, Ces  substitutions  auront  la 

même  forme  que  précédemment  si  tt,  n'  sont  impairs.  Mais  si  quelqu'un  de 
ces  nombres,  n  par  exemple,  se  réduit  à  2,  les  deux  premières  substitutions 
Aj,  B,  de  la  double  suite  correspondante  A,,  B|,  Aj,  B2,...  pourront  être, 
soit  de  la  forme  (2),  soit  de  celle-ci  : 
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«,  ]3  éUàQt  d^ttx  entiers  arbitr^irest  qui  satisfaàBeot  à  la  relation 

693.  Gela  posé,  soit  L  uq  groupe  résoluble  et  primaire  de  degré  ;r^^,  aussi 
général  que  possible  parmi  ceux  qui  sont  contenus  :  dans  le  groupe  abélien, 
si  Ton  n'a  pas  à  la  fois/?''r~3(mod.4)  et  71  =  2;  dans  le  groupe  hypoabé- 
lien  de  première  espèce,  s\p^  étant  congru  à  3(mod./|)  et  n  égal  à  2,  A, 
et  B,  ont  la  forme  (2);  dans  le  groupe  hypoabélien  de  seconde  espèce,  si 
A4,  B|  ont  la  forme  (3).  Les  substitutions  de  L  seront  de  la  forme  W*S, 
S  étant  une  substitution  abélienne  propre,  c'est-à-dire  qui  n'altère  pas  les 
exposants  d'échange,  W  une  substitution  qui  les  multiplie  par  g'^,  g  une 
racine  primitive  de  la  congruencè  g^'^"*  ^  i  (mod.Tr),  et  d  un  entier  égal, 
suivant  les  cas,  à  i  ou  à  2,  et  que  nous  appellerons  Vexposant  du  groupe  L. 

Soit  de  même  \J  un  groupe  résoluble  et  primaire  de  degré  n'^^,  ausei  gé- 
néral que  possible  parmi  ceux  qui  sont  contenus  dans  le  groupe  abéiien 
(dans  l'un  des  groupes  bypoabéliens);  soient  W,  S',  g\  d' les  substitutions 
et  les  quantités  analogues  à  W,  S,  ^,  «f  et  relatives  à  ce  groupe. 

Associons  maintenant  les  substitutions  de  L  à  celles  de  U  de  toutes  les 
manières  possibles,  de  telle  sorte  que  deux  substitutions  associées 

V  =  I  or,,  ji, . .  .     d,Xx-^c\fx  -f- . . . ,  y,  ^,  -+■  rf'.jr,  H- .  . . , . .  .  I , 
V'=:  1^;,/,,...     «»/./.+...,  p>'. -4- y. /. -+. I, 

Inultiplient  les  exposants  d'échange  par  des  facteurs  respectivement  con- 
grus à  une  même  puissance  de  p.  Soient  />^(mod.;r),  pf{mQA.Tif)  ces  fac- 
teurs :  on  pourra  déterminer  des  substitutions  de  la  forme  (i)  qui  trans- 
forment Ao  B|,...;  A'j,  Kj,...  en/,  Af'Bf'...,  ^,  Af'Bf'«...,..;/i  A/'B'/«..., 

^'j  A'/' B'/». ..,..., /,,  g'M-*-.  f[  9  gi*'*'  étant  des  substitutions  de  F.  L'en- 
semble de  ces  substitutions  correspondantes  aux  divers  systèmes  de  substi- 
tutions associées  forme  le  groupe  cherché  F,  dont  la  construction  se  trouve 
ainsi  ramenée  à  celle  de  L  et  de  L^  laquelle  constitue  le  problème  G. 

Soient  w,  w'  les  ordres  respectifs  de  L,  L';  c^  la  moindre  valeur  de  p  pour 
laquelle  on  puisse  avoir 

£,  î\  étant  des  entiers  :  &  sera  un  diviseur  de  v,  au  plus  égal  à  2,  et  l'ordre 
de  r  sera 

m.   ^  rfw.d'w' 
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A  chaque  manière  différente  de  déterminer  les  groupes  auxiliaires  L,  V, 
correspond  pour  r  un  groupe  différent.  Cependant  on  obtiendra  le  même 
groupe  r,  à  la  notation  prés,  en  employant  pour  groupe  auxiliaire  à  la  place 
rie  L,  par  exemple,  Tun  quelconque  des  groupes  qui  lui  sont  semblables, 
c'est-à-dire  qui  s'obtiennent  en  le  transformant  par  une  substitution  abé- 
lienne  propre  (hypoabélienne). 

Réduction  du  problème  C. 

694.  Les  groupes  résolubles  et  primaires  les  plus  généraux  parmi  ceux 
qui  sont  contenus  dans  les  groupes  abéliens  (  hypoabéliens)  de  degré  p^"  sont 
decomposables  ou  indécomposables. 

695.  Groupes  decomposables.  —  Ces  groupes  sont  de  deux  espèces  : 
Première  espèce,  —  Ces  groupes  ne  peuvent  exister  que  si  /?  est  impair, 

n  pair,  et  2  résidu  quadratique  de  p.  On  les  construit  comme  il  suit  : 

Supposons  que  nous  ayons  formé  les  groupes  résolubles  et  primaires  les 
plus  généraux  parmi  ceux  qui  sont  contenus  dans  le  groupe  abélien  de 
degré/?"  et  dont  l'exposant  est  égal  a  2  (*).  Soient  L'  un  de  ces  groupes;  0' 
son  ordre;  A'  le  groupe  partiel  formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  sont 
abéliennes  propres; 


I  ^0,  ;ro,  • .  •     axo  4-  j3/o  -f- . . . ,  a'  To  -h  (3'jo  -4- 


>  • 


les  substitutions  de  A',  rapportées  à  un  système  quelconque  d'indices  indé- 
pendants Xq,  JKo»---  Écrivons  à  la  suite  des  indices  a?»,  jo>---  d'autres  indices 
en  nombre  égal  a?^,  j,,...  et  supposons  que  les  exposants  d'éphange  des 
substitutions  correspondantes  C^.,,  C^,,...  avec  les  substitutions  C^^^,  Cv.,... 
soient  congrus  à  zéro,  et  que  leurs  exposants  d'échange  mutuels  soient 
égaux  à  ceux  des  substitutions  C-c„,  C^.^,...  respectivement  multipliés  par  ^■■*. 
Le  groupe  formé  des  substitutions 

jointes  à  la  suivante 


••> 


(*)  f'oir  ci-après  (696  et  699)  la  manière  de»  construire  ces  groupes 
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sera  Tun  de  ceux  que  nous  cherchons.  Il  aura  pour  ordre  -^ — >  et  pour 
exposant  l'unité. 

696.  Seconde  espèce.  —  Posons /i  =  Xm.  Â  chaque  semblable  décompo- 
sition correspond  une  classe  de  groupes  décomposables  de  seconde  espèce, 
qu'on  pourra  former  ainsi  qu'il  suit. 

Choisissons  les  indices  indépendants  de  telle  sorte  qu'ils  se  partagent 
également  entre  X  systèmes  (*)  a?o,  y©. ••.;•••;  ^m  Jr»---;  •••  tels,  que  les 
exposants  d'échange  des  substitutions  correspondantes  C^,  Cq, ...;...;  C^, 
C >•••;•••  satisfassent  aux  relations 

(cir^e'o^o  si  r>r',  et  (e^e'o=(e^cr) 

(et  que  leurs  caractères  soient  indépendants  de  r). 

Soient  D  un  groupe  résoluble  aussi  général  que  possible  parmi  ceux  dont 
les  substitutions  permutent  les  systèmes  entre  eux  d'une  manière  transitive, 
en  remplaçant  les  uns  par  les  autres  les  indices  correspondants;  Lo  un  groupe 
dont  les  substitutions  laissent  tous  les  indices  invariables,  sauf  ceux  du 
premier  système,  par  rapport  auxquels  elles  forment  un  groupe  aussi  général 
que  possible  parmi  ceux  qui  sont  résolubles^  primaires,  contenus  dans  le 
groupe  abélien  (dans  l'un  des  groupes  hypoabéliens)  de  degré/?**"  et  indé- 
composables. Le  groupe  Lo  résulte  de  la  combinaison  d'un  groupe  partiel  Ao, 
formé  de  substitutions  abéliennes  propres,  avec  une  substitution  Wo  qui 
multiplie  les  exposants  d'échange  mutuels  des  substitutions  C«,,  C^,,...  par 
g*'^  déianïi  égal  à  i  ou  2. 

Cela  posé,  soient  W4,...  les  substitutions  analogues  à  W^,  opérées  sur  les 
indices  des  autres  systèmes.  Le  groupe  décomposable  de  seconde  espèce 
qu'il  s'agit  de  construire  s'obtiendra  par  la  combinaison  des  substitutions 
de  D  et  de  Ao  avec  WoW,....  Son  exposant  sera  égal  à  d,  et  son  ordre  à 

Q^^'  f    __   j  j  il  et  0  étant  respectivement  les  ordres  de  D  et  deLo.  Enfin 

s\  p=  2y  le  groupe  obtenu  sera  contenu  dans  le  premier  groupe  hypoabélien, 
si  X  est  pair  et  L^  contenu  dans  l'un  quelconque  des  deux  groupes  hypoa- 
béliens de  degré  />*'",  ou  si  X  est  impair  et  Lo  contenu  dans  le  premier  groupe 


(*)  Les  2/n  indices  de  chaque  système  peuvent  être  réels,  ou  imaginaires,  mais  dépendant  d*un 
nombre  égal  de  fonctions  réelles  qu'on  puisse  à  chaque  instant  leur  substituer  en  qualité  d'indices 
indépendants. 

(>7 
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hypoabélien.  Il  sera,  au  contraire,  contenu  dans  le  second  groupe  hypo- 
abélien,  si  X  est  impair  et  Lo  contenu  dans  le  second  groupe  hypoabé- 
lien. 

La  détermination  de  D  ramène  au  problème  A.  Il  ne  reste  donc  plus  qu'à 
déterminer  Lq,  c'est-à-dire  à  résoudre  le  prot)lème  C  dans  le  cas  des  groupes 
indécomposables. 

697.  Groupes  indécomposables.  —  Les  groupes  cherchés  de  degré /?*"* 
se  partagent  en  trois  catégories. 

Première  catégorie.  —  Les  groupes  de  celte  catégorie  appartiennent  au 
groupe  abélien,  ou  au  premier  groupe  hypoabélien,  et  ont  pour  exposant 
l'unité.  Pour  les  obtenir,  posons  m  =  vn^n^...^  tt,  n\...  étant  des  nombres 
premiers  égaux  ou  non  qui  divisent/?^  — i  et  dont  l'ordre  est  indifférent, 
et/>^étant  >4>sdi^squoi  l'on  n'auraitaucune  solution.  Les  groupes  cherchésT 
se  partagent  en  classes,  correspondant  aux  diverses  décompositions  de  cette 
espèce,  et  se  construisent  comme  il  suit. 

Le  problème  étant  supposé  résolu,  choisissons  les  indices  indépendants 
de  manière  à  ramener  le  premier  faisceau  de  F  à  sa  forme  canonique.  Les 
nouveaux  indices  formeront  deux  systèmes  conjoints,  contenant  chacun 
V  séries,  contenant  chacune  ifn^..,  indices.  Ces  indices  pourront  être  repré- 
sentés par  le  symbole  [Çi|2-'«  >3i •••]!»  où  l'indicateur  /,  variable  de  o  à  i, 
caractérise  les  systèmes;  r,  variable  de  o  à  v  —  i,  caractérise  les  séries; 
enfin  1^,  Ç^,...  variables  de  oà7r--i,>3i,,..,  variables  de  o  à  tt'  —  j,  etc.  dis- 
tinguent les  uns  des  autres  les  indices  d'une  même  série.  Si  F  est  contenu 
dans  l'un  des  groupes  hypoabéliens,  les  caractères  des  substitutions  Cç,ç,...T),...r/ 
correspondantes  à  ces  indices  seront  congrus  à  zéro;  et  leurs  exposants 
d'échange  mutuels  pourront  être  supposés  congrus  à  zéro,  sauf  ceux-ci 
(Q,l,...Ti»...roCç^ç,...Ti....rw>  qui  scrout  cougrus  à  I .  Enfin  les  indices  correspondants 
de  deux  séries  conjuguées  pourront  être  supposés  conjugués. 

Il  sera  aisé  d'obtenir,  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés,  un 
système  d'indices  indépendants,  fonctions  des  indices  originaires,  et  satis- 
faisant aux  conditions  ci-dessus.  La  solution  présentera  même  une  certaine 
indétermination;  mais  on  n'en  doit  pas  tenir  compte,  les  divers  groupes 
qu'elle  permet  d'obtenir  étant  tous  semblables. 

Cela  posé,  deux  cas  seront  à  distinguer  : 

j<^  Si  m  =  V,  d'où  TT^rt'^...  ~i,  les  indicateurs  S<,  Sj»--»  ^i»--»  "^'siuronl 
chacun  qu'une  valeur,  zéro,  et  l'on  pourra  écrire,  pour  abréger,  w/.  à  la  place 
de  [00...0...JÎ,.  Cela  posé,  F  sera  formé  des  ip  —  i)2v(/>''—  1)  substitutions 


I 


suivanteiB 
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OÙ  a  varie  de  o  à/?  —  i,  pde  o  à  v  —i  (mod.  v)  et  t  de  o  à  i  (mod.  2), et  où 
a  est  un  entier  complexe  formé  avec  l'imaginaire  e  de  degré  v  qui  a  été  in- 
troduite. 

3**  Si  m>  V,  supposons  pour  fixer  les  idées  m  =  vifn^.  T  s'obtient  en 
combinant  la  substitution 


W 


I     •  •  •  >    L  Çi  ^î  •  •  •  ^  I  •  •  •  Jr  » >    §"  L  ^1  Çî  •  •  •  ^  I  •  •  •  Jr  >  •  •  •     I  » 


qui  multiplie  les  exposants  d'échange  par  ^,  avec  un  groupe  T\  dont  les 
vsubsti  tu  tiens  sont  abéliennes  propres  et  de  la  forme  suivante  : 


(4) 


OÙ  la  sommation  s'étend  à  /,,  /j,...,  m^,...,  p  et  t  étant  deux  entiers  con- 
stants  pour  une  même  substitution,  et  où  les  coetficients  a,  J3  sont  des  en 
tiers  complexes,  liés  entre  eux  de  telle  sorte  que  les  deux  substitutions 

•    •  •  •  >    [ui  Ça»  •  •  yîi  •  •  •  Jr» >      ^    I  ^/./,.  ..mi-   .1      [m  •»•  •  ■■  Wli  .  .  .  Jr,  .  .  . 

•  •  •  >    [  si  ua  •  •  •  T}|  •  •  •  Jr> ,      ^    JPÇE    ..w.-.i      L*i*a'»«   "^i  •  •  •  Jr»  •  •  • 

opérées  respectivement  sur  un  même  système  d'indices,  auraient  pour  pr^ 
duit  l'unité.  Les  coefficients  |3  dépendent  ainsi  sans  ambiguïté  des  coeffi- 
cients a. 

On  pourra  représenter  avec  avantage  la  substitution  (4)  p^r  le  symbole 
plus  abrégé 


(5) 


[l ^,...10,.. .]:   ^ c^i::,;^::  [/. /«. . .  m.. . .]; 


où  l'on  n'indique  que  les  altérations  subies  par  les  indices  de  la  première 
série  du  premier  système,  le  reste,  qui  s'en  déduit,  restant  soui>-entendu. 

Le  groupe  F  ne  contient  en  général  qu'une  partie  des  substitutions  de  la 
forme  (5).  Son  premier  faisceau  F  est  formé  des  substitutions 


I  [iiii- ' 'fïi" ']\  «[Çi^ï. . . rît- . .];  1) 


67. 
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OÙ  a  est  un  entier  complexe  quelconque,  et  son  second  faisceau  G  s'obtient 
en  combinant  à  F  des  substitutions  A,,  B,,  Aa»  Bj,...,  A',,  B'^,...  dont  Tex- 
pression  ne  différera  des  expressions  (2)  et  (3)  (692)  que  par  le  change- 
ment de  [Ç|  S2...>j,...]o  en  [Ç,  Ç2...yj^...]2. 

Soient  maintenant  L,  \J  des  groupes  auxiliaires  formés  comme  au  n^  693. 
Associons  leurs  substitutions  de  toutes  les  manières  possibles,  de  telle  sorte 
que  les  facteurs  par  lesquels  deux  substitutions  associées  multiplient  les 
exposants  d'échange  soient  congrus,  suivant  les  modules  tt  et  n\  à  une 
même  expression,  de  la  forme  (—  ^Yp^*  A  chaque  système  V,  V  de  substi- 
tutions associées  on  pourra  faire  correspondre,  comme  au  n^  693,  des  sub- 
stitutions de  la  forme  (4)  qui  aient  pour  corrélatives  V,  V.  L'ensemble  des 
substitutions  ainsi  obtenues  formera  le  groupe  V . 

Les  quantités  g,  d,  g\  d'  étant  définies  comme  au  n'^  693,  soit  k  le 
nombre  des  systèmes  de  valeurs  de  t,  p  tels,  que  (—  i)^/>p  soit  congru  à  une 
puissance  de  ^''(mod.Tr),  et  k  une  puissance  de  g^'^'(mod.7r');  soient 
d'autre  part  o),  w'  les  ordres  de  L,  U  :  l'ordre  de  r  sera  égal  à 

(6)  [p^,)k-{p^-i) 


V  "^         '(7r-i)(7r'  — I) 

Si,  parmi  les  systèmes  de  valeurs  de  r,  p  ci-dessus  déterminés,  il  n'en 
existait  aucun  où  r  fût  égal  à  i,  F  ne  serait  pas  primaire,  et  la  solution 
trouvée  serait  à  rejeter. 

Le  problème  se  trouve  ainsi  réduit  à  la  détermination  des  groupes  L,  L'. 
A  chaque  manière  de  les  construire  correspond  pour  F  un  groupe  différent. 
Cependant,  si  l'on  remplace  dans  la  construction  le  groupe  L,  par  exemple, 
par  un  autre  groupe  qui  lui  soit  semblable,  le  nouveau  groupe  obtenu  sera 
lui-même  semblable  à  F, 

698.  Seconde  catégorie.  —  Les  groupes  cherchés  ont  pour  exposant 
l'unité.  Pour  les  former,  posons  m  =  v7r^7r'^...,  n,  tt',...  étant  des  nombres 
premiers  qui  divisent  f^^+  i.  Excluons  toutes  celles  de  ces  décompositions 

pour  lesquelles  —  est  impair,  si  le  groupe  cherché  F  doit  être  contenu  dans 

le  groupe  hypoabélien  de  première  espèce;  toutes  celles  pour  lesquelles 

~  est  pair,  si  F  doit  être  contenu  dans  le  groupe  hypoabélien  de  seconde 

» 

espèce;  n'en  excluons  aucune  si  F  doit  simplement  être  contenu  dans  le 
groupe  abélien.  A  chacune  des  décompositions  restantes  correspond  une 
classe  de  groupes  F,  que  l'on  construira  comme  il  suit. 
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Supposons  le  premier  faisceau  du  groupe  cherché  ramené  à  la  forme  ca- 
nonique par  un  changement  d'indices  indépendants  :  les  nouveaux  indices 
formeront  un  seul  système  contenant  2v  séries,  et  pourront  être  désignés 
par  le  symbole  général  [§,?2--.'îi.--]r»  où  l'indicateur  r,  variable  de  o  à 
av  —  I  (mod.  a v),  distingue  les  diverses  séries;  tandis  que  les  indicateurs 
?i»  ?2»...  en  nombre  a  et  variables  de  o  à  tt  —  i,  les  indicateurs  >îo...  en 
nombre  a' et  variables  de  o  à  tt'— i,  etc.,  distinguent  les  divers  indices 
d'une  même  série. 

Les  substitutions  correspondantes  à  ces  divers  indices  peuvent  être  repré- 
sentées par  le  symbole  C;.ç,ç^...^^...;  et  Texposant  d'échange  de  deux  quel- 
conques d'entre  elles,  Crç,i,...Ti,...  et  C^'ç',ç;...<...  sera  congru  à  zéro,  à  moins 
qu'on  n'ait  à  la  fois 

,    ,  I  r'^r-f-v*  (mod.2v], 

|Ç',  ^^, -hy,     Ç',  ^5,,...    (mod.Tr),     yî',^yj,-f- L»',. . .    (mod.Tr'),. . ., 

V  étant  un  entier  constant,  qu'on  peut  prendre  égal  à  o  ou  à  i  si  l'on  a 
71  =  2  avec  p"*^  I  (mod.  4)>  et  nul  dans  tous  les  autres  cas;  u'  un  entier 
constant,  égal  à  o  ou  à  i  si  l'on  a  71'=  a  avec  p^^  i  (mod.  4)»  et  nul  dans 
tous  les  autres  cas;  etc.  Si  les  conditions  (7)  sont  satisfaites,  l'exposant 

d'échange  cherché  sera  égal  k  e^",  e  étant  une  racine  arbitraire  de  la  con- 

graence  e**"*^  — i  (mod./?),  ou  simplement  à  l'unité,  suivant  que  u,  v',... 
seront  ou  ne  seront  pas  tous  nuls.  Enfin,  dans  le  cas  où  T  devrait  être  con- 
tenu dans  l'un  des  groupes  hypoabéliens,  les  substitutions  Cr^i,...T,,...  auront 
toutes  l'unité  pour  caractère. 

Il  sera  aisé  d'obtenir,  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés,  un 
système  d'indices  indépendants  tels,  que  les  substitutions  correspondantes 
satisfassent  aux  relations  ci-dessus.  La  solution  présentera  même  une  cer- 
taine indétermination  ;  mais  on  n'en  doit  pas  tenir  compte,  les  divers  groupes 
qu'elle  permet  d'obtenir  étant  tous  semblables. 

Les  indices  étant  ainsi  choisis,  deux  cas  seront  à  distinguer  : 
i^  Si  m  =  2v,  d'où  tt^tt'^'...  =  I,  les  indicateurs ?<,  Ç2»-«»  >3i..--  n'ont 
chacun  qu'une  valeur,  zéro,  et  l'on  pourra  écrire,  pour  abréger,  Ur  à  la 
place  de  [00. ..o...]^.  Cela  posé,  r  sera  formé  des  2v{p^'h- 1)(/?—  0  sub- 
stitutions de  la  forme 

M,,...,  a,,...     alP~'  Uf,.  ,.y  aP  If'"*     Ur^f,'*. 

où  p  est  un  entier  constant,  et  a,  l  des  entiers  com{)lexes,  satisfaisant  aux 
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congruences 

(8)  a^p'+0(p-o  =  i    (mod./>),     iP^-^'^eP"'   (moà.  p). 

a*'  Si  m>  av,  soit,  pour  fixer  les  idées,  m  —  2vn*^n"^'.  Chacune  des  sub 
stitutions  de  r  sera  de  la  forme 


[l E-  •  •  ^.. . -Ir  5]( «);/;.••  m;:-.)'' U^ i^- .-'«»•.•] 


r+f 


OU,  en  n'écrivant  que  les  indices  de  la  première  série,  ce  qui  suffit, 
r  contient  les  substitutions  de  la  forme 

I    [Si  Çi.  .  .ïîi.  •.]•       fl[Si  5>'  • -^îi-  •  •]•    I' 

OÙ  a  est  une  racine  de  la  congruence  (8);  et  son  premier  faisceau  est  formé 
par  celles  de  ces  substitutions  pour  lesquelles  on  a  a^*^*-^!.  Son  second 
faisceau  G  s'obtient  en  combinant  à  F  les  substitutions 

Aj=  I  [Çi  $î...yii...]o         0^«[Si  Êa...>îi...]o  |,      B,=  I  [Çi  Çi...1Q|...]o       [5t>Ç»"*"'>"«»  >3i>-««]»  I' 


A',=  I  [$i5»...y}i...]«  l'0''^i[ltX*...nx...].  I,     B',=  |  [5,  Ç,...yîi...]o  /'[5i>Ea>--»^i^-'>--> 


1.  :. 


d,  9'  étant  respectivement  des  racines  primitives  des  congruences 

l  un  facteur  égal  à  l'unité,  à  moins  qu'on  n'ait  à  la  fois  p^^i  (mod.  4; 
et  7r=  2,  auquel  cas  il  sera  égal  ^^j'^fj  étant  une  racine  de  la  congruence 
y*==— I  [mod.p);  /'un facteur  égal  à  i  si  l'on  n'a  pas  à  lafois/>''=Ei(mod.4  ' 
et  7r'=  2,  ày"'  dans  le  cas  contraire. 

Soit  maintenant  L  un  groupe  aussi  général  que  possible  parmi  ceux  qui 
sont  résolubles,  primaires  et  contenus  :  i^  dans  le  groupe  abélien  de 
degré  n^^,  si  l'on  n'a  pas  à  la  fois p'^E^i  (mod.  /\),  7:  =  n;  2?  dans  le  groupe 
hypoabélien  de  première  espèce,  si  p^^i  (mod.  4)»  71  =  2,  u  =  o;  3®  dans 
le  groupe  hypoabélien  de  seconde  espèce,  si/^^^i  (mod.  4)»  7r  =  2,  u  =  1. 
Soit  U  un  groupe  analogue  de  degré  n'^^. 
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Associons  leurs  subsHitutioDS  de  toutes  les  manières  possibles,  de  telle 
sorte  que  deux  substitutions  associées  multiplient  les  exposants  d'échange 
par  des  facteurs  respectivement  congrus  à  une  même  puissance  de/?,  telle 
que/>P,  suivant  les  modules  tt  et  tt'.  A  chaque  système  de  substitutions  asso- 
ciées V,  V  correspondront,  comme  au  n*"  693,  des  substitutions  abéliennes 
f  hypoabéliennes),  ayant  pour  corrélatives  V,  V.  L'ensemble  de  ces  substi- 
tutions formera  le  groupe  cherché  F,  dont  l'ordre  sera  égal  à 

o\  d,  d\  ot),  w'  ayant  le  même  sens  qu'au  n**  693. 

Le  problème  se  trouve  ainsi  réduit  à  la  détermination  de  L»  L'.  A  chaque 
manière  de  construire  ces  groupes  correspond  pour  T  un  groupe  diflerent- 
Cependant,  si  l'on  remplace  dans  la  construction  le  groupe  L,  par  exemple, 
par  un  groupe  semblable  à  L,  le  nouveau  groupe  obtenu  sera  lui-même 
semblable  à  F. 

699.  Troisième  catégorie,  —  Il  n*'existe  de  groupes  de  cette  catégorie 
que  si/>  est  impair,  et  m  une  puissance  de  i.  Us  ont  pour  exposant  2  ou  i, 
suivant  que  2  sera  ou  non  résidu  quadratique  de/?.  Pour  les  construire, 
posons  2/n=:  2*^2*^.. .  ;  puis  déterminons  un  système  d'indices  indépen- 
dants [Çf  ^2*-->3i---]  tel  :  i^  que  les  exposants  d'échange  des  substitutions 
Q,ç,...y),...»  Cf  ^^...vj'...  correspondantes  à  deux  d'entre  eux  soient  toujours  con- 
grus à  o  si  Ton  n'a  pas  a  la  fois 

Ç',— Çj  —  y  =  £'a— Si^.  .  .^^V,— r}.  — L»'^. .  .^o    (mod.2), 

u,  u',...  étant  des  entiers  égaux  k  o  ou  à  1 ,  et  dont  la  somme  soit  impaire; 
2**  qu'ils  soient  dans  le  cas  contraire  congrus  à  (—  i)"^»-^"'»»-*^  6,  b  se  rédui- 
sant à  I,  si  2  n'est  pas  résidu  quadratique  de/>;  à  i  ou  h  une  racine  primi- 
tive g"  de  la  congruence  gf^*^\  (mod./?),si  2  est  résidu  quadratique.  Cette 
détermination  pourra  toujours  se  faire,  et  cela  de  diverses  manières;  mais 
les  divers  groupes  que  cette  indétermination  permet  d'obtenir  sont  sembla- 
bles. On  obtiendra  au  contraire  des  groupes  essentiellement  distincts  en 
faisant  varier  a,  c',...,  puis  u,  y',...  et  enfin  6. 

Le  groupe  cherché  contient  les  substitutions  de  la  forme 

OÙ  a  est  un  entier  constant.  Son  premier  faisceau  F  est  formé  de  celles  de 
ces  substitutions  pour  lesquelles  a  se  réduit  à  =1=  1 .  Son  second  faisceau 
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s*obtient  en  combinant  à  F  des  substitutions  Ao  B,\  A^,  B,,...,  A'^,  B'^,... 
déterminées  comme  il  suit  : 

i<>  Si  u  =  o,  on  aura,  en  posant  6  =  —  i , 

2®  Si  u  =  I  et  p^^i  (mod.  4)» 

Ai=    I    [Ç1Ç3...V31...J  j6^»[?'?""^^'-"]    I»      ^'  =  .1    [S«Sa*"^i«-«]  j[ïi-^ï>Sî»"MÏ3i.---]   I» 

y  étant  une  racine  de  la  congruencey*==—  i  {mod.p); 
3«  Si  y  =  i  et/?^  =  3(mod.4), 

A-i=   I   [El  Si- •  •'^i- •  •]      —  ^^'[Çi -r-i»  ?»»•  • -j^îi,- •  •]  |i 

les  entiers  a,  ^  satisfaisant  a  la  relation  a^-h^^^  —  i  (mod./?). 
Quant  à  A,,  B2,...,  elles  auront  dans  tous  les  cas  la  forme 

Les  substitutions  A'^ ,  B\,...  se  déterminent  d'une  manière  analogue. 

Soient  maintenant  L  un  groupe  auxiliaire  aussi  général  que  possible 
parmi  ceux  qui  sont  résolubles,  primaires,  de  degré  2^^  et  contenus  dans  le 
premier  groupe  hypoabélien  si  u  =  o,  dans  le  second  si  u  =  1;  L'  un  groupe 
analogue  de  degré  2'^;  etc.  Associons  les  substitutions  de  ces  groupes  de 
toutes  les  manières  possibles.  A  chaque  système  de  substitutions  associées, 
V,  V',...  correspondront  des  substitutions  abéliennes,  ayant  V,  V',...  pour 
corrélatives.  L'ensemble  de  ces  substitutions  donnera  le  groupe  cherché  F, 
dont  Tordre  sera  (/?  — ij/www',.. . ,  &>,  w',...  étant  les  ordres  respectifs 
ue  Ljf  L< , . .  •  • 

La  détermination  de  F  revient  ainsi  à  celle  des  groupes  auxiliaires  L, 
L^ . . . .  A  chaque  manière  de  les  construire  correspond  pour  F  un  groupe 
différent.  Mais  si  Ton  remplace  dans  la  construction  le  groupe  L,  par 
exemple,  par  un  aulre  groupe  semblable,  le  nouveau  groupe  obtenu  sera 
lui-même  semblable  à  F. 

Observations. 

700.  La  méthode  précédente  fournit  non-seulement  la  construction  des 
groupes  cherchés,  mais'  encore  un  système  coniplet  de  classification.  Car 
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nous  avons  vu  comment  ils  se  répartissent  en  classes.  Chaque  classe  pourra 
être  subdivisée  en  sous-classes,  suivant  la  classe  à  laquelle  appartiennent 
les  groupes  auxiliaires  employés  dans  la  construction.  Chaque  sous-classe 
pourra  être  subdivisée  à  son  tour  suivant  la  nature  des  groupes  auxiliaires 
employés  dans  la  construction  des  premiers  groupes  auxiliaires,  etc. 

On  trouvera  d'ailleurs  immédiatement,  pour  chaque  degré  donné»  le 
nombre  de  classes  de  groupes  résolubles,  le  nombre  de  sous-classes  conte- 
nues dans  chacune  d'elles,  etc. 

Mais  pour  que  celle  classification  et  cette  énuméralion  soient  exactes, 
il  est  nécessaire  que  tous  les  groupes  obtenus  par  notre  méthode  soient 
généraux^  et  de  plus  distincts  (autrement  que  par  la  notation).  Sans  quoi 
ils  feraient  double  emploi,  et  c*est  à  tort  que  nous  les  aurions  considérés 
comme  constituant  deux  types  difierents,  ou  même  comme  appartenant  à 
deux  classes  différentes. 

Nous  montrerons  que  les  groupes  fournis  par  notre  méthode  sont  en  effet 
généraux  et  distincts.  Néanmoins  celte  proposition  souffre  quelques  excep- 
tions. Pour  exclure  tout  double  emploi,  il  sera  nécessaire  et  suffisant,  en 
appliquant  notre  méthode,  d'observer  les  précautions  suivantes  : 

i*'  Dans  la  réduction  du  problème  A  (686)  on  rejettera  toutes  les  décom- 
positions de  M  dans  lesquelles  deux  facteurs  consécutifs  seraient  égaux  à  2. 

2*^  En  formant  les  groupes  primaires  de  degré  p^'^  au  moyen  d'un 
groupe  D  de  degré  X  et  d'un  groupe  indécomposable  r  de  degré/?'"  (688), 
on  rejettera,  lorsque  p^  se  réduit  à  3  ou  5,  tous  les  groupes  D  correspon- 
dants à  des  décompositions  de  X  dans  lesquelles  le  dernier  facteur  se  ré- 
duirait à  2. 

3^  En  formant  les  groupes  indécomposables  de  degré  p"^  (689),  on  re- 
jettera, si  />=3,  les  groupes  correspondants  à  des  décompositions 
m  =  vîfn'^, . .  dans  lesquelles  v  se  réduirait  à  a. 

4"  En  formant  les  groupes  indécomposables  de  première  catégorie  (697), 
on  rejettera  comme  non  généraux,  si  />  =  3  ou  5,  les  groupes  correspon- 
dants a  des  décompositions  m  =  vifn'^,..  où  v  se  réduirait  a  2. 

5^  On  rejettera  également  les  groupes  de  cette  espèce  dans  lesqueLs 
p^=  5,  si  m  =  I.  Soit  au  contraire  m  =  Tfn'^..,\  tt,  ;:',...  se  réduiront  à  ol\ 
et  la  construction  du  groupe  cherché  r  dépendra  de  celle  de  groupes  auxi- 
liaires L,  L',...  de  degrés  a^*^,  2*^,....  Chacun  de  ces  groupes  sera  contenu 
dans  l'un  des  deux  groupes  hypoabéliens  du  même  degré  (*).  Soit  dc  it; 


(*)  Si  L  est  indécomposable  de  première  catégorie,  ou  construit  à  l'aide  d'un  tel  groupe,  soj^ 

68 


538  LIVRE  QUATRlfeftCE* 

nombre  de  ces  groupes  qui  sont  contenus  dans  le  second  groupe  hypoabé- 
lien  :  si  DC  est  pair,  r  devra  être  rejeté  comme  non  général. 

6**  Si  l'on  a  k  la  fois  ^^=7,  m  =  Tunité  ou  une  puissance  de  a,  telle 
que  !i^2^...,  et  Sh:^o  (mod.  3),  le  groupe  r  sera  général;  mais  ce  groupe 
(et  les  groupes  décomposables  qui  s'en  déduisent)  ne  devront  être  admis 
dans  nos  constructions  à  titre  de  groupes  auxiliaires  que  si  Tune  au  moins 
de  celles  de  leurs  substitutions  qui  multiplient  les  exposants  d'échange  par 
un  non  résidu  quadratique  de  p  est  utilisée  dans  la  construction,  de  telle 
sorte  que  le  groupe  obtenu  contienne  eiTectivement  une  substitution' dont 
elle  soit  la  corrélative. 

7®  On  rejettera  comme  non  généraux  (ou  faisant  double  emploi)  les 
groupes  indécomposables  de  seconde  catégorie  dans  lesquels  p^"*  se  réduit 


à  2* 


8*^  On  rejettera  de  même  ceux  où  p^^  se  réduit  à  3^,  si  m  =  i ,  ou  si  m  >  1 
et  se  ^o  (mod.  2). 

9®  Ceux  où  />*"  se  réduit  à  7*  sont  généraux;  mais  ces  groupes  (et  les 
groupes  décomposables  qui  en  sont  formés)  ne  devront  être  admis  dans  nos 
constructions  à  titre  de  groupes  auxiliaires  que  si  Tune  au  moins  de  celles  de 
leurs  substitutions  qui  multiplient  les  exposants  d'échange  par  un  non  ré- 
sidu quadratique  de/?  est  utilisée  dans  la  construction. 

10^  On  évitera  de  faire  figurer  dans  la  même  construction  deux  groupes 
auxiliaires  semblables  ou  improprement  semblables  {*). 

Il®  Soit  L  un  groupe  auxiliaire  décomposable,  de  seconde  espèce,  con- 
struit à  Taide  d'un  groupe  D  dont  les  substitutions  permutent  lés  systèmes 
d'indices,  en  nombre  X,  et  d'un  groupe  L^,  décomposable  ou  non,  dont  les 
substitutions  n'altèrent  que  les  indices  du  premier  système.  Si  X  se  réduit 
à  2  ou  3,  on  évitera  de  faire  figurer  dans  la  même  construction  le  groupe  L 
et  un  groupe  \J  semblable  à  Lot  ou  deux  groupes  décomposables  de  pre- 
mière espèce.  M,  M',  respectivement  formés  avec  L,  L'. 

substitutions  appartiennent  au  premier  groupe  hypoabélien  ;  s'il  est  indécomposable  de  seconde 
catégorie,  ou  construit  à  l'aide  d'un  tel  groupe,  ses  substitutions  appartiendront  au  premier  ou  au 

second  groupe  hypoabélien,  suivant  que,  dans  la  décoitiposition  2 <t  =  >.,.îfcv,7rj«w',«''i ...,  à  la- 
quelle L  correspond,  ~  sera  pair  ou  impair. 

(*)  Sont  considérés  comme  semblables  (improprement  semblables)  deux  groupes  transformables 
Tun  daçs  Fautre  par  une  substitution  abélienne  propre  (impropre). 


DE  LA  RÉSOLUTION  PAR  RADICAUX.  839 


CHAPITRE  VL 

GROUPES   A   EXCLURE. 


701.  Théorème  1.  —  Un  groupe  résoluble  de  degré  M  et  relatif  à  une  dé- 
composition de  M  oit  deux  facteurs  successifs  soient  égaux  à  ^  ne  peut  être 
général. 

Soient,  en  effet, 

la  décomposition  considérée,  A,  A',  A",  A*',...  les  groupes  successifs  qui, 
combinés  ensemble,  reproduisent  le  groupe  considéré  L  :  les  racines  peuvent 
être  groupées  en  systèmes  et  en  hypersystèmes  choisis  de  telle  sorte:  i®  que 
le  groupe  (A'",...)  permute  entre  elles  les  racines  du  premier  système  sans 
déplacer  les  autres;  ol^  que  le  groupe  (A',  A")  permute  entre  eux  les  sys- 
tèmes du  premier  hypersystème,  en  remplaçant  les  unes  par  les  autres 
les  racines  correspondantes,  sans  déplacer  les  racines  des  autres  hypersys- 
tèmes; 3®  qu'enfin  le  groupe  A  permute  entre  eux  les  hypersystèmes. 

Le  nombre  des  systèmes  que  contient  le  premier  hypersystème  est  égal 
à  2.2=4.  Désignons-les  par  Sqo.  Soi,  S,o»  S<i  :  A"  se  compose  de  la  substi- 
tution I,  jointe  a  une  autre  substitution  qui  permute  Sqo  et  Soi,  sans  dé- 
placer les  deux  autres  systèmes;  A'  se  compose  de  la  substitution  i,  jointe 
à  une  autre  substitution  qui  remplace  So©  et  Soi  par  Sio  et  S,i»  et  récipro- 
quement. Ces  substitutions,  combinées  entre  elles,  forment  un  groupe  qui 
contient  évidemment  huit  substitutions  distinctes,  toutes  comprises  parmi 
les  vingt-quatre  substitutions  que  l'on  obtient  en  permutant  de  toutes  les 
manières  possibles  les  quatre  systèmes  ci-dessus.  Ces  dernières  substitutions 
forment  un  groupe  k  résoluble  (car  on  sait  que  Téquation  générale  du  qua- 
trième degré  est  résoluble),  et  plus  général  que  (A',  A").  Cela  posé,  le 
groupe  dérivé  de  A,  A:,  A'^,...  est  évidemment  résoluble,  et  plus  général 
que  L. 

702.  Théorème  II.  —  Soient  H  un  groupe  résoluble  primaire  et  décompo- 
sable  de  degré  j?^\  H  etT  les  deux  groupes  partiels,  de  degrés  \  et  p"^,  dont 

68. 
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il  est  formé.  Si  D  correspond  à  une  décomposition  de  X  en  facteurs  q^q\  ff  >-*- 
dans  laquelle  le  dernier  facteur  q^^^  se  réduise  à  2  et  qu'en  même  temps  /f  se 
réduise  à  3  ou  à  5,  le  groupe  H  n'est  pas  général. 

En  effet,  soient  A,  A',...,  A?  les  groupes  partiels  successifs  dont  la  com- 
binaison forme  D. 

Si  l'on  peut  déterminer  un  groupe  résoluble  plus  général  que  (A^,  F)  et 
altérant  les  mêmes  indices,  ce  groupe  combiné  à  A,...,  AP~*  fournira  un 
groupe  résoluble  plus  général  que  H.  Noire  proposition  sera  donc  démon- 
trée si  nous  établissons  que  le  groupe  (A^  F)  n'est  pas  général. 

Or  la  condition /)'"='i  ou  =5  donne  m=i  avec/?=3  ou  5.  Le  grouper 
ne  contient  donc  qu'un  indice  x^  et  ses  substitutions  sont  de  la  forme 
\x  ax\,  a  étant  un  entier  réel.  Quant  à  A^,  il  sera  formé  d'une  seule  sub- 
stitution, permutant  x  avec  un  autre  indice  j.  Les  substitutions  de  (A^  Fj 


X    ax 


ou 


X    by 

y     b'  X 


1  a,  a\  6,  h 


sont  donc  toutes  de  l'une  des  deux  formes 

étant  des  entiers  réels. 

Si/)  =  3,  chacun  de  ces  entiers  est  égal  à  ±  1  (mod./?),  et  l'on  vérifie  im- 
médiatement que  (A^,  F)  n'est  pas  général,  car  on  peut  lui  adjoindre  la 
substitution  |  x,  y    x-hy^  01^— y  \  qui  lui  est  permutable. 

Si  /?  =  5,  a,  a\  6,  b'  satisfont  à  la  congruence  X*^i  (mod./?):  soit  g  =^2 
une  racine  primitive  de  cette  congruence;  il  est  clair  que  toutes  les  substi- 
tutions de  (A^,  F)  résultent  de  la  combinaison  des  suivantes  et  de  leurs 
puissancies 

g=\^^r    g^ygy^l        T)=\x,y    gx,yl        B=:|jr,r    y,  x  \. 

Cela  posé,  on  vérifie  immédiatement  que  les  substitutions 

g,\=\x,y    x,—yl        B,  C=|x,  j    ^ -h  y,  g{y  — x)  l  W 
forment  l'échelle  d'un  groupe  résoluble,  plus  général  que  (A?,  F). 

703.  Théorème  IIL  —  Un  groupe  résoluble  primaire  et  indécomposable  Y 
dans  lequel  p^  =  3^  ne  peut  être  général. 

I**  Supposons  d'abord  que  chaque  série  ne  contienne  qu'un  indice.  Soient- 

g=\    Xt,,  X,      g-^o,  g^X,    |,  (S:=z\    X.y  Xt      X,,  Xç  \ 

les  substitutions  dont  F  est  dérivé  [g  étant  une  racine  primitive  de  la  con- 
gruence ^^^i  (mod.  3)].  Elles  sont  échangeables  aux  puissances  de  g\ 
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qui  multiplie  tous  les  indices  par  —  i;  g^  ei^g  ont  pour  carré  g*,  et  sont 
échangeables  à  g*  près;  enfin  toutes  les  substitutions  de  T  sont  permutables 
au  groupe  {g\  g\  9g). 
Cela  posé,  la  substitution 

U  =  I  ^„  X,     gxo  ■+-  Xi,  x^  +  g^x,  I, 

échangeable  à  g^y  transforme  g^  et  <Sg  en  9g *g^  et  ^^;  d'ailleurs  g  trans- 
forme U  en  ^^U*.  Le  groupe  [g",  g^,  9g,  U,  g)  est  donc  résoluble,  et  plus 
général  que  r,  car  il  contient  U. 

2^  Supposons  maintenant  que  chaque  série  contienne  fjL  =  7r^7r'^'...  in- 
dices; 71,  tt',...,  divisant  3^—  i,  se  réduiront  à  2.  Soient  g  la  substitution 

qui  multiplie  l'indice  général  [Ç,Ç2---^i---Jr  par^'^  et  dont  les  puissances 
reproduisent  le  premier  faisceau  de  T;  A|,  B^,...,  A'^,  B'j, ...;...  les  doubles 
suites  qui,  jointes  kg,  donnent  son  second  faisceau;  L,  L',...  les  groupes 
auxiliaires  qui  servent  à  sa  construction.  Considérons  Tun  de  ces  groupes, 
tel  que  L;  il  est  contenu  dans  le  groupe  abélien  de  degré  n^^\  mais  en  outre, 
nous  avons  vu  que  ses  substitutions  seront  hypoabéliennes,  si  Ton  suppose 
que  les  substitutions  correspondantes  aux  indices  indépendants  qui  ra- 
mènent son  premier  et  son  second  faisceau  a  la  forme  type  ont  pour  carac- 
tère zéro.  Soient  j9|,  ^f,...  les  caractères  qu'auront  dans  cette  hypothèse  les 
substitutions  x^,  i)bi,...  correspondantes  aux  indices  originaires  a?,,  j^,...; 
soient  entin  ^?  =  $p^  une  substitution  quelconque  de  F,  qui  transforme  Ai« 

B,,...  eng'^Af'Bf'...,  g^*AV  fif '...,...,  V  sa  corrélative  du  groupe  L:V,  étant 
hypoabélienne,  satisfera  aux  conditions 

Cela  posé,  les  substitutions  C,  =^''''A,,  D^  =  ^'^^»B,,...  ont  pour  carac- 
téristiques des  puissances  de  K^  — ©''•,  K^  — 9^',...  (0  étant  égal  à  —  i); 

leurs  transformées  g'*''»P-*'''Af'B*''...,  g^'^'P^^A^  Bf '...,...  peuvent  se  mettre 
sousia  forme  ^'Cf' D*'...,  g'^CVOf'. ......  et  auront  leurs  caractéristiques 

divisibles  par  les  facteurs 

Ces  caractéristiques  devant  être  égaux  aux  précédents,  /,  u,  ...  seront 
des  multiples  de  4,  et  par  suite  '^  sera  permutable  au  groupe  dérivé  des  sub- 
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stitutions  g^,  C^  Di,...  (ou  plus  simplemeat  des  subslitutions  G|*  D^,..., 
g'  étantégaUCr'Dr'C,  D,). 

Posons  maintenant  *'=  <SO;\i\\...  Cette  substitution,  échangeable  à  g\ 
C^,  D^,...,  transforme  g^  en  g'^g^^  g  la  transforme  en  g'*^'*';  enfin  son 
carré  est  égal  k  g'*  ou  a  i.  On  peut  le  supposer  égal  à  g^\  car  dans  le  cas 
contraire,  il  suffirait  de  remplacer  dans  les  raisonnements  qui  vont  suivre 
9'  par  9'g^  dont  le  carré  sera  égal  à  g^. 

Soient  Ç,  £  deux  indicateurs  respectivement  variables  de  o  à  i,  et  de  o 
à  jx  —  I.  On  pourra  remplacer  les  indices  actuels  [Ç,S2...6];.  par  d'autres 
indices  [Çs]  choisis  de  telle  sorte  que  g^  et  9'  prennent  les  formes  suivantes  : 

j  étant  égal  àg^*.  On  pourra  d'ailleurs  déterminer  une  substitution  U  de  la 
forme 


[Ce]     ^c.][h] 


qui  transforme  g'^  et  9'  en  <£'g^  et  g^\  et  U  sera  échangeable  a  C,,  D,,...;  car 
ces  dernières  substitutions,  étant  échangeables  à  g'^  et  à  *',  seront  de  la 
forme 


W    ^«iU«] 


Cela  posé,  le  groupe  résoluble  V  dérivé  des  substitutions  g^*,  g^^  9\  U, 
est  permutable  aux  substitutions  de  F.  Soit  en  effet  '^  une  de  ces  substitu- 
tions; elle  transforme  g^  en  g^  ou  en  g\;  d'autre  part,  <>  permute  les  unes 
dans  les  autres  les  substitutions  dérivées  de  C,,  D|,...  lesquelles  sont  échan- 
geables à  Ç'  ;  donc  la  transformée  de  9'  par  'Ç  est  échangeable  à  ces  mêmes 
substitutions;  donc  <r-*çe't?  est  de  la  forme  $'S,  S  étant  une  nouvelle  sub- 
stitution échangeable  à  Ci,  D|,...,  et  qui  ne  déplace  plus  les  séries.  Donc  S 
se  réduit  à  une  puissance  de  g,  laquelle  sera  de  degré  pair,  t?-*^*'^?  et*' 
devant  avoir  même  caractéristique. 

Soient  donc  t?-*^»  t?  ==  g^-^'^  tr*  9''Ç  =  «'g^*'"^'^  /,  u,  {^  étant  égaux  à  o 
ou  à  i;  on  aura  X>  =  '^9'^g^%  ^  étant  une  nouvelle  substitution,  ei  n'^^'UO 
appartiendra  évidemment  à  F  si  iiSP~'U^  lui  appartient.  Mais  "<?  étant  per- 
mutable au  groupe  (C,,  D|,...),  ^  le  sera;  U  étant  d'ailleurs  échangeable 
aux  substitutions  de  ce  groupe,  ^~*  U^  le  sera;  donc  elle  sera  de  la  forme 
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à  laquelle  appartiennent  également  chacune  des  substitutions  de  F.  En 
outre,  si  a  =  o,  elle  transformera  g^  et  ^  en  9 g^  et  g^\  elle  sera  donc 
égale  a  UT,  T  étant  une  nouvelle  substitution  de  la  même  forme,  échan- 
geable à  g"^  et  k  V^  et  qui  par  suite  se  réduira  à  une  puissance  de  ^\  Si 
tt  =  I,  elle  transformera  g^  et  ^  en  ^ g^  et  *'^®,  et  sera  égale  à  U*^^T, 
T  élant  encore  une  puissance  de  ^*. 

Les  substitutions  de  r  sont  donc  permutables  à  T';  et  ces  deux  groupes, 
combinés  ensemble,  donneront  un  nouveau  groupe  résoluble  (527)  plus  gé- 
néral que  r,  car  il  contient  U. 

704.  Théorème  IV.  —  Un  groupe  T  indécomposable  de  première  catégorie, 
dans  la  construction  duquel  on  aurait  v  =  2  avec  p  =  3  ou  5,  ne  peut  être 
général. 

Supposons  d'abord  que  chaque  série  ne  contienne  qu'un  indice  :  on  aura 
quatre  indices,  x\,  x\,  x*,  x\,  et  r  dérivera  des  substitutions  suivantes  : 

g  étant  une  racine  primitive  de  la  congruence  g^^^^^i  (mod.  p). 

Cela  posé,  si/?  =  3,  ^  et  ^^  seront  d'ordre  4.  auront  pour  carré ^*  et  se- 
ront échangeables  entre  elles  à  g*"  près.  On  déterminera  aisément  une  sub- 
stitution abélienne  propre  U  qui  les  transforme  respectivement  en  S^Sg^  • 
et  g^  ;  puis  Ton  vérifiera  sans  peine  que  r  est  contenu  dans  le  groupe  réso- 
luble plus  général  {g\  g^,  m,  U,  ^,  T). 

Si  />  =  5,  on  voit  de  même  que  F  est  contenu  dans  le  groupe  plus  général 
(^\  g^,  âi^Sg^,  U,/,  $,  T),  U  étant  une  substitution  abélienne  propre,  qui    . 
transforme  g\  g^,  S^^g*  en  g\  Si^g^g\  g\ 

L'extension  de  la  démonstration  au  cas  où  chaque  série  contient  plusieurs 
indices,  se  fait  comme  au  théorème  précédent. 

705.  Théorème  V.  —  Un  grouper  indécomposable  de  première  catégorie, 
et  dans  lequel  />^  =  5,  n'est  pas  général  :  i®  si  chaque  série  ne  contient  qu'un 
indice;  2^  si  chaque  série  contenant  plusieurs  indices ,  et  L,  L\...  étant  les 
groupes  auxiliaires  de  degrés  2^*^,  2^"',...  qui  servent  à  la  construction  de  F,  le 
nombre  DC  de  ceux  de  ces  groupes  dont  les  substitutions  sont  hypoabéliennes  de 
sex^onde  espèce  est  pair  (  *  ) . 

(*)  Soit  L  l'un  de  ces  groupes;  prenoas-y  pour  indices  indépendants  ceux  qui  le  ramènent  à  U 
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Si  chaque  série  ne  contient  qu*un  indice»  on  n'aura  en  tout  que  deux  in- 
dicesâ?®  eix* ,  et  g  étant  une  racine  primitive  de  la  congruence^^^i  (mod.  5), 
r  dérivera  des  substitutions 

g=  I  X'  ^-o'^c'  I,     a—  I  jr'  (— i)'x'-»"  |.     T=  I  X*  g'x*  |. 

Cela  posé,  ^  et  ^  sont  d'ordre  4»  ont  pour  carré  g^,  et  sont  échangeables 
entre  elles  à  g^  près  :  la  substitution  abélienne 

les  transforme  en  gSi.  et  g;  et  l'on  vérifiera  sans  peine  que  le  groupe 
{g,  ^,  U,  T),  plus  général  que  T,  est  résoluble. 

Si  chaque  série  contient  n^n^^..,  indices,  tt,  tt',...,  divisant  5  —  i,  se  ré- 
duiront à  2;  et  Ton  pourra  déterminer  comme  au  Théorème  III  des  substi- 

tions  C|==^''»A^,  D,  =g^'B,,...,  C^  =  g'*'A\,  D\  =  g^''B\,...  telles,  que 
«chaque  substitution  t? du  groupe  F  soit  permutable  aux  groupes  (€«,  D«,  ..)» 

Cela  posé,  la  substitution  ^'  =  ^C}'  Df[\..Cf  D'f  "...  échangeable  à  ^^  C,, 
D,,...,  C,,  D'j,...  transforme  g  eng^.g.  D'ailleurs  son  carré  est  égal  à 
^a(i+f>,^,+...+p,7i+...)^  expression  qui  se  réduit  à  g^^  en  supprimant  les  piiis- 
.  sances  de  g\  qui  se  réduit  à  l'unité.  En  effet, /><,  ^i,...  étant  les  caractères 
des  substitutions  JI04,  i)b«,...,  le  groupe  L  sera  contenu  dans  le  premier  ou 
dans  le  second  groupe  hypoabélien,  suivant  que  la  majorité  des  substitu- 
tions de  la  forme  «A>j'U^*...  aura  pour  caractère  o  on  i.  Or  une  substitution 
de  cette  forme  a  pour  caractère 

^ij. -H/^i^i-h  ^iji  -f- OU    {x,-h  qi){y\  -4-/?.)-!-.. .  — p.  ^,  —.  . ., 

expression  qui  s'annulera  pour  plus  ou  moins  de  la  moitié  des  systèmes  de 
valeurs  de  Xt  -+-  q^,  7,  -h/?^,...  (ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  a?,,  j,,...), 
suivant  que  ptq^  -+-.,.  sera  pair  ou  impair.  Mais  DC  est  supposé  pair;  donc 


forme  type  indiquée  dans  nos  constructions.  En  admettant  que  les  substitutions  correspondantes 
à  ces  indices  aient  toutes  pour  caractère  zéro,  les  substitutions  de  L  appartiendront  au  premier 
groupe  hypoabélien  si  L  est  de  première  catégorie;  et  si  L  est  de  seconde  catégorie,  elles  appar- 
tiendront au  premier  ou  au   second  groupe  hypoabélien,  suivant  que  dans  la  décomposition 

•AT  —  >,  2v,  TrjiTT'"!...,  à  Iciquel le  L  correspond,  -sera  pair  ou  impair  (608  et  658). 
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celles  des  sommes /><  y, -f-...,  p\q\-^...,...  qui  sont  impaires  sont  en 
nombre  pair;  donc  leur  total  est  pair,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Ce  point  établi,  on  verra,  comme  au  théorème  III,  qu'il  existe  une  substi- 
tution abélienne  U,  échangeable  à  g^,  C,,  D,,...,  C,,  D',,...,  et  qui  trans- 
forme g,  ^'  en  Si' g,  g;  que  le  groupe  résoluble  {g^,  g,  A\  U)  est  permu- 
table aux  substitutions  de  T;  et  que  ces  deux  groupes,  combinés  ensemble, 
donnent  un  nouveau  groupe  résoluble,  plus  général  que  F. 

706.  Théorème  VI.  —  Soient  T  un  groupe  indécomposable  de  première 
catégorie,  d' ordre  p^"',  et  correspondant  à  la  décomposition  m=::vii=^  vn^n'^. . .  ; 
L,  L',...  les  groupes  auxiliaires  de  degrés  tt^^,  n''^\...  qui  servent  à  sa  construc- 
tion; N  le  groupe  formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  sont  abéliennes  pro- 
pres :  sip^=  7,  il  existera  un  groupe  résoluble  9  formé  de  substitutions  abé- 
liennes propres ,  et  plus  général  que  N  :  i**  si  chaque  série  ne  contient  qu'un 
indice,  d*oà  jx  =  1  ;  :2*^  si  7r,  n\...  étant  tous  égaux  à  *Jt,  auquel  cas  chacun 
des  groupes  L,  L',...  a  ses  substitutions  hypoabéliennes,  le  nombre  DC  des 
groupes  de  la  suite  L,  L',.  . .  respectivement  contenus  dans  les  groupes  hypoabé* 
liens  de  seconde  espèce  est  nul  ou  pair. 

Supposons,  pour  plus  de  généralité,  jx  >  i;  et  soient  g  la  substitution 
d'ordre  7  —  1,  dont  les  puissances  reproduisent  le  premier  faisceau  de  T; 
A|,  B,,  A29  631... •  Â\,  B\,...  les  doubles  suites  qui  servent  à  construire  ce 
groupe.  On  peut  les  fondre  par  la  pensée  eu  une  seule;  et  les  substitutions 
de  F,  qui  étaient  permutables  à  chacun  des  faisceaux  {g,  A|,  6|,  A2,  Bo,...), 
(g,  A'j,  B'j,...),...  le  sont  évidemment  au  faisceau 

m 

G  =  (g-,  A„  Bi,  Aa,  Bj,   . . ,  A', ,  B', , . . .  ). 

D'ailleurs  A2,  Bj,...  ont  pour  caractéristique  une  puissance  de  K'-— i,et 
A,,  Bj  une  puissance  de  K-  —  i  ou  de  K^^-  i,  suivant  que  L  est  contenu 
dans  le  premier  ou  dans  le  second  groupe  hypoabélien.  De  même  pour  A'j, 
B'j,....  Donc  la  double  suite  contient  oc  couples  de  termes  ayant  pour  ca- 
ractéristique une  puissance  de  K^-h  i  :  DC  étant  pair,  on  pourra  grouper  ces 
couples  par  paires.  Mais,  pour  former  G,  on  pourra  remplacer  chacune  de  ces 
paires  de  couples  telle  que  A,,  B^;  A',,  B\  par  la  suivante  A,A'j,  B«A'j; 
A|R|  A'jB'i,  A,B|B\.  Donc  6  résulte  de  la  combinaison  de  g  avec  une 
double  suite  C|,  Df,  €«•  D,,...  dont  chaque  substitution  a  pour  caractéris- 
tique une  puissance  de  K^  --  i. 

Cela  posé,  les  indices  indépendants  pourront  être  choisis  de  telle  sorte 
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que  les  substitutions  g^  C^  D^  C2»  D,»...  prennent  la  forme 

II,  |2v>  ^  étant  des  indicateurs  variables  de  o  à  i. 
Posons  maintenant 

Ces  substitutions,  échangeables  ag^,C,,  D,,...,  le  sont  entre  elles,  à  o^' 
près;  enfin  elles  sont  abéliennes  propres. 

Les  substitutions  abéliennes  propres  contenues  dans  F  sont  toutes  permu- 
tables au  groupe  (^'\  U,  Y ).  En  effet,  on  a  vu  que  ces  substitutions  résultent 
de  la  combinaison  de  ^,  C,,  D,,...  avec  les  substitutions 


A-     I     [?.?,...]•      [|.    ?....]•!.  ^^^ 


[?.^-..?    ^©"^«-[S.?,.../»!...]*    I» 


m 


• 

et  leurs  analogues. 

Or  g  transforme  g%  U,  V  en  ^',  g^' V,  VU;  a  les  transforme  en  g^',  V,  U; 
enfin  C.  D|,...,  ^^^vf  g'^^^i  altérant  de  la  même  manière  les  indices  des 
deux  systèmes,  leur  sont  échangeables. 

Cela  posé,  les  substitutions  g^,  U,  Y,  jointes  aux  substitutions  abéliennes 
propres  contenues  dans  T,  formeront  un  groupe  N'  évidemment  plus  géné- 
ral que  N,  et  dont  les  substitutions  seront  abéliennes  propres. 

707.  Corollaire.  —  Le  gmupe  T,  et  plus  généralement  les  groupes  décom- 
posahles  formés  à  Vaide  deV,  ne  devront  être  employés  dans  nos  constructions 
comme  groupes  auxiliaires,  que  si  rune  au  moins  de  celles  de  leurs  substitu- 
tions qui  multiplient  les  exposants  d'échange  par  des  non  résidus  quadratiques 
de  7  est  utilisée  dans  la  construction  (sans  quoi  le  groupe  obtenu  ne  serait  pas 
général). 

En  effet,  soient  L,  un  de  ces  groupes;  z?^^'"  son  degré.  Le  groupe  M, 
formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  multiplient  les  exposants  d'échange 
par  un  résidu  quadratique,  s'obtient  en  combinant  ensemble.:  i^  le 
groupe  N;  1^  un  groupe  D  dont  les  substitutions  permutent  les  X  couples  de 
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systèmes  tout  d'une  pièce;  3*^  une  substitution  y  qui  multiplie  tous  les  in- 
dices par  g.  Cela  posé,  le  groupe  (N%  D,  7)  sera  résoluble»  et  ses  substitu- 
tions seront  abéliennes.  SoitLn  l'un  des  groupes  résolubles  les  plus  géné- 
raux parmi  ceux  qui  contiennent  ce  dernier  groupe,  et  sont  contenus  dans 
le  groupe  abélien. 

Soit  maintenant  r,  un  groupe  dans  la  construction  duquel  figure  le 
groupe  L,,  seul  ou  conjointement  avec  d'autres  groupes  auxiliaires  L'^,...; 
et  supposons  que  les  premières  corrélatives  des  substitutions  de  r«  appar- 
tiennent toutes  à  M,.  Le  groupe  r^,,  construit  à  l'aide  des  groupes  auxi* 
liaires  Lf,,  L'^,...,  sera  plus  général  que  F,;  en  effet,  Lu  contenant  M,, 
Ff  I  contient  évidemment  toutes  les  substitutions  de  F,  ;  d'autre  part,  L|  «  con- 
tient la  substitution  abélienne  propre  U,  que  L,  ne  contenait  pas;  Fu  con- 
tiendra donc  une  substitution  dont  la  première  corrélative  se  réduit  à  U,  et 
les  autres  à  l'unité,  laquelle  substitution  n'est  pas  contenue  dans  F4. 

708.  Théorème  VIL  -—  Les  groupes  indécomposables  de  seconde  catégorie, 
et  dans  lesquekp^^  =  2*  doivent  être  exclus  comme  non  généraux  [ou  formant 
double  emploi). 

Soit  F  l'un  des  groupes  en  question;  son  premier  faisceau  est  formé  des 
puissances  de  la  substitution  g  qui  multiplie  les  indices  de  la  r+  1'^'"^  série 

par  g**',  pétant  racine  primitive  de  la  congruence ^* ^ i  (mod.  2).  Suppo- 
sons que  chaque  série  contienne  n^n'^ ...  indices;  tt,  tt',..,  étant  premiers  et 
divisant  9,  se  réduiront  à  3.  Soient  A,,  B«,...,  A'^,  B'^,...  les  doubles  suites 
qui  servent  à  former  F,  et  9  la  substitution  qui  remplace  chaque  indice  par 
son  correspondant  de  la  série  suivante.  Les  substitutions  g^^  k\^  A'f,...  se 
réduisant  à  l'unité,  9^  sera  échangeable  à  ^,  A|,  B,,...,  A'^,  B'^,....  Elle  le 
sera  en  outre,  à  g^  près,  à  toute  substitution  'Ç  du  groupe  F.  En  effet,  'Q  étant 
permutable  au  groupe  dérivé  des  substitutions^,  A,,  B|,...,  A'^,  B', ,... 
auxquelles  9^  est  échangeable,  ^p-^^^tp  leur  est  échangeable.  D'ailleurs  elle 
est  de  la  forme  $^S,  S  ne  déplaçant  pas  les  séries;  S  sera  elle-même  échan- 
geable aux  substitutions  ci-dessus,  et  par  suite  se  réduira  à  une  puissance 
At  g. 

Soit  donc  '<?"*  **'<?  =  9^g^  :  9^  ayant  poui"  ordre  3,  il  en  sera  de  même  de 
sa  transformée  :  mais  [9^g^Y  =  $»^p(«+«+«»)  =r  ^««P;  donc  aip^o(mod.  9) 
ou  p^o(mod.  3).  Les  substitutions  g'*,  *^  forment  donc  un  faisceau  de 
substitutions  échangeables  entre  elles,  auquel  toutes  celles  de  F  sont  per- 
mutables. Donc  F  est  contenu  dans  l'un  des  groupes  résolubles  les  plus  gé^ 
néraux  parmi  ceux  dont  les  substitutions  sont  abéliennes  (hypoabéliennes) 
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et  donl  le  premier  faisceau  contient  ^  et  **.  Soit  T  ce  groupe  qui  con- 
tient r  :  il  sera  plus  général;  mais  nous  sommes  dispensés  de  le  démon- 
trer :  car  fut-il  identique  à  r,  il  se  présenterait  dans  le  calcul  sous  une  forme 
différente,  son  premier  faisceau  contenant  huit  substitutions  au  moins  d'or- 
dre 3,  à  savoir^',  *'  et  leurs  combinaisons,  tandis  que  le  premier  faisceau 
de  r  n'en  contient  que  deux,  g^  et  ^.  Le  groupe  r  devrait  donc  être  exclu 
comme  formant  double  emploi. 

709.  Théorème  VIII.  —  Un  groupe  T  indécomposable  de  seconde  catégorie, 
'  et  dans  lequel  p^^  =  3^,  ne  peut  être  général  :  i**  si  chaque  série  ne  contient 

quun  indice;  a**  si  chaque  série  contenant  2*^2'^...  indices,  le  nombre  DC,  dejini 
comme  au  théorème  K,  est  nul  ou  pair. 

1^  Si  chaque  série  ne  contient  qu'un  indice,  soient  g  une  racine  primi- 
tive de  la  congruence  g^^^i  (mod.  3),  e  une  racine  de  la  congruence 
f?*  TZ£  —  î;  r  sera  dérivé  des  substitutions 

Cela  posé,  les  substitutions  g  et  9  sont  d'ordre  4»  ont  pour  carré  g^,  et  sont 
échangeables  entre  elles,  à ^'  près.  On  déterminera  aisément  une  substitu- 
tion abélienne  U  qui  transforme  g^,  g,  *  en  g^,  g9,  g;  et  l'on  vérifiera  que 
le  groupe  {g,  $,  U,  T),  plus  général  que  le  proposé,  est  résoluble. 

2^  Si  chaque  série  contient  plusieurs  indices,  on  raisonnera  comme  au 
théorème  V,  en  remplaçant  Si  par  9. 

710.  Théorème  IX.  —  Soit  Y  un  groupe  indécomposable  de  seconde  ca- 
tégorie, dans  lequel  p^"*  se  réduise  07^;  le  groupe  N,  formé  parcelles  de  ses 
substitutions  qui  sont  abéliennes  propres,  sera  contenu  dans  un  autre  groupe 
plus  général  et  formé  de  substitutions  abéliennes  propres  :  i"  si  chaque  série  ne 
contient  qu'un  indice  ;  2®  si  chaque  série  contenant  plusieurs  indices,  le  nombre  îK , 
de!^ni  comme  au  théorème  K,  est  nul  ou  pair. 

Supposons  que  chaque  série  ne  contienne  qu'un  indice.  Soient  g,  e  des 
racines  primitives  des  congruences^^HEi- 1,  c"^—  i  (mod.  7);  g  une  sub- 
stitution qui  multiplie  l'indice  de  la  r  4- 1'^'"' série  pd^vgf^;  Scelle  qui  le  rem- 

place  par  son  conjugué  de  la  série  suivante,  multiplié  par  e^^  Les  substitu- 
tions^^ et  9  ont  leur  carré  égal  à  g\  et  sont  échangeables  entre  elles,  à 
g^  près.  Cela   posé,  on  construira  aisément  une  substitution   abélienne 


ttr^^^^^^^^^^ 
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propre  U  qui  transforme  g*^,  *  en  9,  9g^\  et  Ton  vérifiera  que  le  groupe 
fê"*»  S^*  *»  U,  g)^  plus  général  que  N,  est  résoluble. 

L'extension  du  ihéorëme  au  cas  où  chaque  série  contient  plusieurs  in- 
dices se  fait  comme  au  théorème  V. 

Tll.  ConoLLAiRK.  --  Le  groupe  T,  et  plus  généralement^  les  groupes  dé- 
composables  formés  à  raide  de  T  ne  devront  être  employés  dans  nos  construc- 
tions que  si  l'une  au  moins  de  celles  de  leurs  substitutions  qui  multiplient  les  ex- 
posants d'échange  par  des  non  résidus  quadratiques  de  7  est  utilisée  dans  la 
construction. 

La  démonstration  est  identique  à  celle  du  n^  707. 

712.  Soient  L,  L\...  des  groupes  primaires,  résolubles,  et  aussi  généraux 
que  possible,  parmi  ceux  qui  sont  respectivement  contenus  dans  les  groupes 
abéliens  (dans  Tun  des  groupes  hypoabéliens)  de  degrés  7r^%  tt^''',....  Asso- 
cions leurs  substitutions  de  toutes  les  manières  possibles,  de  telle  sorte  que 
les  substitutions  associées  multiplient  les  exposants  d'échange  par  un  même 
facteur.  Soient 

v'=|  ^'..y.,...   «>'.+/./,+....  p>'  +  a',/,  + I, 

• • > 

un  système  quelconque  de  substitutions  associées,  multipliant  les  exposants 
d'échange  par  un  facteur  k.  On  pourra  lui  faire  correspondre  la  substitution 


V.= 


Xxy  ;-| , . . .     d,x,  -h  c',7,  H- . . . ,  V.x,  H-  d\y,  -+- 


qui  appartient  au  groupe  abélien  (à  l'un  des  groupes  hypoabéliens)  de 
degré  7r«c<y+«'^---'\  et  qui  multiplie  les  exposants  d'échange  par  k. 

Le  groupe  L»,  formé  par  l'ensemble  des  substitutions  V,,  sera  évidem- 
ment résoluble  et  non  primaire.  Nous  l'appellerons  le  groupe  résoluble 
complexe  équivalent  aux  groupes  primaires  L,  L',.... 

Soient  maintenant  F  un  groupe  primaire  indécomposable,  assujetti  ou  non 
à  la  condition  d'étrè  formé  de  substitutions  abéliennes  (hypoabéliennes); 
F  son  premier  faisceau;  A,,  B,,...;  A'^,  B\,...;  A',  B^j, ...;...  les  doubles 
suites,  et  L,  L',  L",...  les  groupes  auxiliaires  de  degrés  t:'^,  tt'^*^,  tt"*^",... 
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qui  concourent  à  sa  consiruction.  Supposons  que  plusieurs  des  nombres  n, 
7r',  Ti",...  soient  égaux,  et  qu'on  ait,  par  exemple  n  =  7!^.  SoitLi  le  groupe 
complexe  équivalent  à  L,  V.  Associons  de  toutes  les  manières  possibles  ses 
substitutions  à  celles  de  L\,..  de  telle  sorte  que  les  substitutions  associées 
multiplient  les  exposants  d'échange  par  des  facteurs  respectivement  congrus 
à  une  même  puissance  dep  [à  une  même  expression  de  la  forme  (— i)V^» 
si  r  est  de  première  catégorie],  suivant  les  modules  tt,  tt",....  A  chaque 
système  do  substitutions  conjointes  V,,  V",...  correspondront  celles  des 
substitutions  de  T  qui  ont  pour  corrélatives  V,  V,  V",...,  V,  V  étant  les 
deux  substitutions  dont  Tassociati^on  donne  ¥«.  Réciproquement,  soient  \'^ 
une  substitution  quelconque  de  T,  V,  V,  V",...  ses  corrélatives  :  <>  corres- 
pondra au  système  V,,  V",.... 

Nous  obtenons  donc  le  résultat  suivant  : 

On  peut  remplacer^  dans  la  construction  des  groupes  T,  les  groupes  auxi- 
liaires dont  le  degré  serait  une  puissance  d'un  même  nombre  premier  par  un 
groupe  auxiliaire  unique,  mais  complexe^  qui  correspondra  à  la  double  suite 
complexe  formée  par  la  réunion  des  doubles  suites  qui  correspondaient  aux 
groupes  qu'il  remplace. 

Le  groupe  F  devant  être  général,  on  devra  évidemment  admettre  que  ce 
nouveau  groupe  auxiliaire  est  lui-même  général,  autrement  dit,  n*est  con- 
tenu dans  aucun  groupe  analogue,  primaire  ou  complexe. 

» 

713.  Théorème  X.  —  Tout  groupe  T^  dans  la  consiruction  duquel Jigurent 
deux  groupes  auxiliaires  semblables  ou  improprement  semblables,  doit  être 
rejeté. 

Soient  en  effet  L,  V  ces  deux  groupes  auxiliaires,  de  degré  ;r'^; 
les  substitutions  de  L; 

celles  de  L\  que  la  substitution  abélienne 

transforme  par  hypothèse  en  substitutions  analogues  à  V,...,  sauf  le  change- 
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fnei>t  de  a?,,^^,...  enx\9  y\f....  Il  est  clair  qu*eii  prenant  pour  indices  in- 
dépendants X,,  Y«,...  les  substitutions  V  prendront  la  forme  des  substitu- 
tions y,  sauf  le  remplacement  de  â?i,  yi«...  parX,,  Y,,.... 

Soit  maintenant  k  le  Hicteur  par  lequel  S  mulliplie  les  exposants  d'échange  ; 
et  formons  le  groupe  complexe  L*  équivalent  à  L,  L'.  Ce  groupe  est  contenu 
dans  le  groupe  plus  général  L^  dérivé  de  la  combinaison  de  L,  avec  la  sub- 
stitution 

lequel  est  évidemment  résoluble,  primaire,  et  contenu  dans  le  groupe  abé- 
lien  (dans  l'un  des  groupes  bypoabéliens)  de  degré  tt^'^. 

Considérons  maintenant  un  groupe  F,  dans  la  construction  duquel  figu- 
rent les  deux  groupes  auxiliaires  L,  L';  supposons,  pour  fixer  les  idées, 
qu'un  troisième  groupe  auxiliaire  h'\  ayant  également  pour  degré  une  puis- 
sance de  71,  figure  dans  la  construction.  On  peut  remplacer  ces  groupes 
auxiliaires  par  un  seul  groupe  complexe  A,  qui  leur  soit  équivalent,  et  que 
l'on  pourra  évidemment  obtenir  en  remplaçant  d'abord  L,  \J  par  le  groupe 
équivalent  L|,  puis  en  remplaçant  L|,  1/  par  le  groupe  équivalent  A|.  Or 
soit  A2  le  groupe  complexe  équivalent  aux  deux  groupes  primaires  L^^ 
L"\  il  contient  évidemment  Ai;  le  groupe  Fo,  analogue  a  F,  construit  avec  A2 
contiendra  donc  F,  qui  devra  être  rejeté,  soit  comme  moins  général  que  F2, 
soit  comme  faisant  double  emploi  avec  lui. 

714.  Théorème  XI.  —  Soit  L  un  groupe  décomposable  de  seconde  espèce^ 
construit  à  Vaide  d'un  groupe  D  dont  les  substitutions  permutent  les  systèmes 
d'indices^  en  nombre  X,  et  d'un  groupe  Lg,  décomposable  ou  non^  dont  les 
substitutions  n  altèrent  que  les  indices  du  premier  système.  Si  X  se  réduit  à  2  ou 
à  3,  tout  groupe  F  dans  la  construction  duquel  figureraient  simultanément  le 
groupe  L  et  un  groupe  U  semblable  à  L^,,  ou  deux  groupes  décomposables  de 
première  espèce  M  e/  M',  respectivement  formés  avec  L  et  L',  doit  être  rejeté. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  X  =  2;  et  soient^,,  yi,...;  a?',,yj,...  les  in- 
dices des  deux  systèmes  que  contient  L;  X,,  Y|,...  ceux  auxquels  V  doit 
être  rapporté  pour  que  ses  substitutions  prennent  la  même  forme  que  celles 
de  Lq.  Soient  D2  le  groupe  formé  par  les  six  substitutions  qui  permutent 
d'un  mouvement  d'ensemble  les  trois  systèmes  a?,,  y,,...;  a?',,y,,,,.;  X,, 
Y«,...:  Ls  le  groupe  décomposable  dérivé  de  la  combinaison  de  D2  et  de  Lo; 
M2  un  groupe  décomposable  de  première  espèce  formé  avec  L^  Il  est  clair 


552  LIVRE  QUATRIÈME. 

que  Ls  et  M2  sont  résolubles  et  primaires;  que  leurs  substitutions  sout  abé- 
Tiennes  (bypoabélicnnes);  enfin  qu'ils  sont  plus  généraux  que  les  groupes 
complexes  L,,  M,,  respectivement  équivalents  à  L,  L\  et  à  M,  M'. 
Cela  posé,  la  démonstration  s'achève  comme  au  théorème  précédent. 

715.  Les  théorèmes  qui  précèdent  montrent  la  nécessité  des  précautions 
indiquées  au  n^  700  comme  devant  être  apportées  dans  l'emploi  de  la  mé- 
thode. Ces  précautions  étant  observées,  et  soit  qu'il  s'agisse  de  résoudre  les 
problèmes  A,  B  ou  C,  il  restera  un  certain  nombre  de  formes  types,  à 
l'une  desquelles  pourra  se  ramener,  par  une  notation  convenable,  chacun 
des  groupes  cherchés.  Deux  de  ces  groupes,  L  et  4L,  seront  dits  pareils, 
s'ils  sont  semblables,  et  si  de  plus  ils  ne  sont  susceptibles  d'être  amenés 
qu'à  l'une  des  formes  types  ci-dessus.  (On  pourrait  concevoir  que,  par  un 
changement  de  notation,  on  pût  mettre  successivement  un  même  groupe 
sous  plusieurs  formes  types  différentes.)  Cela  posé,  pour  prouver  que  les 
groupes  qui  restent  sont  tous  généraux  et  distincts,  il  suffit  de  prouver  le 

théorème  suivant  : 

<• 

Théorème  A.  —  Un  groupe  ^,  résoluble  et  transitif,  construit  par  notre 
méthode^  ne  peut  contenir  un  autre  groupe  analogue  L  s'il  ne  lui  est  pas  pcureiL 

Ce  théorème  est  intimement  lié  aux  deux  suivants  : 

< 

Théorème  B.  —  Un  groupe  <  ,  résoluble  et  primaire,  ne  peut  contenir  un 
groupe  analogue,  mais  non  pareil,  L. 

Théorème  C.  —  Soient  i*^et  L  deux  groupes  résolubles,  l'un  primaire, 
l'autre  primaire  ou  complexe,  contenus  dans  le  groupe  abélien  de  degré  p'"\ 
ê  un  entier  généralement  égal  à  zéro,  mais  égal  à  un  diviseur  impair  dep  —  i , 
dans  le  cas  particulier  ou  quelqu'un  des  groupes  primaires  et  indécomposables 
qui  servent  à  la  construction  de  L  serait  de  degré  7-"*  {m  étant  une  puissance 
de  2  ) ,  e/  correspondrait  à  une  décomposition  m  =  vTf  n'^' , . . .  où  Von  eût  v  =  f . 
Le  groupe  J  foimé  par  celles  des  substitutions  de  L  qui  multiplient  les  expo- 
sants d'échange  par  des  puissances  de  g^  ne  peut  être  contenu  dans  X^,  si  L 
et  ^  ne  sont  pas  pareils. 

Si  l'on  a  p'=^i,  et  que  i^  et  h  doivent  être  contenus  élans  l'un  H  des 
groupes  hypoabéliens  de  degré  p'",  soit  1  le  groupe  permutable  aux  substitu- 
tions de  H  et  contenant  la  moitié  de  ces  substitutions  dont  l'existence  a  été  éta- 
blie (672).  Le  théorème  subsistera  en  prenant  pour  i  le  groupe  formé  par  celles 
des  substitutions  de  L  qui  appartiennent  à  I. 
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Nous  établirons  du  même  coup  ces  trois  théorèmes,  en  prouvant  qu'au- 
cun d'eux  ne  saurait  être  en  défaut  pour  les  groupes  d'un  certain  degré,  à 
moins  que  l'un  d'eux  ne  fût  en  défaut  pour  ceux  d'un  degré  moindre.  On 
aurait  donc  une  infinité  de  groupes  de  degrés  décroissants  pour  chacun  des- 
quels Tun  des  théorèmes  serait  faux,  ce  qui  est  absurde. 

Nous  supposerons  donc  dans  ce  qui  va  suivre  qu'aucun  des  trois  théo- 
rèmes ne  soit  en  défaut  pour  les  degrés  inférieurs  à  celui  du  groupe  4L  que 
l'on  considère  :  et  nous  verrons  alors  qu'ils  sont  vrais  pour  ce  groupe  lui- 

« 

même. 
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CHAPITRE  VIL 

INDÉPENDANCE  DES  GROUPES  RESTANTS. 


§  I.  —  Réduction  du  théorème  A  au  théorème  B. 

716,  Lemme.  —  Soit  L  un  groupe  résoluble  et  primitif  de  degré  M,  corres- 
pondant à  une  décomposition  M  =  qq'q"  •  ...et  formé  de  groupes  partiels  A, 
A',  A",....  En  réunissant  dans  un  premier  système,  d^ abord  toutes  les  racines 
que  déplacele  groupe  partiel  [à! ,  à'\ ...),  puis  celles-là  seulement  que  déplace  le 
groupe  (A",...),  etc..  on  obtient  évidemment  une  suite  de  groupements  des  ra- 
cines en  q  hypersystemes  I ,  I| , . . . ,  contenant  q'q". . .  racines,  puis  en  qq'  systèmes 
S,  S,,...  ne  contenant  plus  que  q"...  racines,  etc.  Mais  il  sera  impossible  de 
trouver  aucun  autre  groupement  des  racines  en  systèmes  tels,  que  chaque  substi- 
tution de  L  remplace  les  racines  d'un  système  par  celles  d'un  même  système. 

Supposons,  en  effet,  ud  semblable  groupement  effectué.  Soient  1.  2',... 
les  nouveaux  systèmes;  admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  toutes  les  ra- 
cines de  2  appartiennent  au  même  hypersystëme  l,  mais  que  deux  d'entre 
elles,  a  et  a,,  appartiennent  a  deux  systèmes  différents  S  et  S,.  Les  substi- 
tutions (A",...),  n'altérant  que  le  système  S,  ne  déplacent  pas  a,  :  donc  elles 
remplacent  les  racines  de  2  les  unes  par  les  autres;  mais  elles  font  succéder 
à  a  les  diverses  racines  de  S;  donc  toutes  les  racines  de  S  font  partie  de  1.  * 
De  même,  le  groupe  transformé  de  (A",...)  par  celle  des  substitutions  de  A' 
qui  remplace  S  par  S|  ne  déplace  pas  a  et  fait  succéder  à  a,  les  diverses  ra- 
cines de  S|  :  donc  ces  racines  font  partie  de  1.  De  même,  si  1  contient  une 
racine  d'un  autre  système  Sj,  il  les  contiendra  toutes.  1  contient  toutes  les 
racines  de  I  :  car,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  I  contiendrait  un  système  S'  dont 
les  racines  ne  feraient  pas  partie  de  1;  mais  A'  contient  une  substitution  qui 
remplace  S  par  S';  elle  remplacerait  les  systèmes  S,  S|,S3,...,qui  forment!, 
par  d^autres  systèmes  S',  S',,  Sj,...,  dont  la  réunion  formerait  un  des  nou- 
veaux systèmes  1\  De  même,  si  S"  était  un  autre  système  contenu  dans  I, 
I  contiendrait  une  nouvelle  suite  de  systèmes  S",  S' ,  S\....  constituant  un 
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des  nouveaux  systèmes  l'\  etc.  Chacune  des  substitutions  de  A',  devant  rem- 
placer  les  racines  de  chacun  des  systèmes  2,  2',  2",...  par  les  racines  d'un 
même  système,  remplacerait  les  systèmes  de  chacune  des  suites  S,  S,, 
Sa, ...  ;  S',  S', ,  Sg ,...;.. .  par  les  systèmes  d'une  même  suite  :  elles  ne 
permuteraient  donc  pas  ces  systèmes  primitivement,  comme  cela  doit  être. 

2  contenant  ainsi  toutes  les  racines  de  I,  et  n'en  contenant,  par  hypo- 
thèse, aucune  autre,  se  confond  avec  I;  et  les  autres  systèmes  2',...,  se 
confondront  avec  I,,. . .  que  les  substitutions  de  A  font  succéder  à  I.  On  se 
trouve  ainsi  retomber  sur  un  des  anciens  groupements. 

Remarque.  —  Quel  que  soit  celui  des  groupements  des  racines  en  sys- 
tèmes que  l'on  adopte,  il  est  clair  que  L  résulte  de  la  combinaison  de  deux 
groupes  partiels  :  l'un  permutant  les  systèmes  entre  eux  en  remplaçant  les 
unes  par  les  autrc^  les  racines  correspondantes  ;  l'autre  permutant  entre 
elles  les  racines  du  premier  système  sans  déplacer  les  autres. 

717.  Le  théorème  A  est  vrai  si  ^  est  non  primitif . 

Cette  proposition  est  évidente  si  L  est  primitif.  Car  ^,  étant  non  primitif, 
ne  pourra  évidemment  contenir  un  groupe  primitif. 

Supposons  donc  L  non  primitif;  et  soient  qq'q",,,  et  y^yCyC"*  les  deux 
décompositions  du  nombre  M  auxquelles  correspondent  respectivement  L 
et^.  Les  racines  peuventètre  réparties  entre/ systèmes  S,  S',...  contenant 
chacun  x'x"---  ''sicin^s,  et  tels,  que  chaque  substitution  de  J^  remplace  les 
racines  d'un  même  système  par  celles  d'un  même  système  :  41  résultera  de 
la  combinaison  de  deux  groupes  partiels,  l'un  A  permutant  les  systèmes 
entre  eux,  l'autre  (A',  A",...)  permutant  entre  elles  les  racines  du  premier 
système  S  sans  déplacer  les  autres. 

L  étant  contenu,  par  hypothèse,  dans  J^^  ses  substitutions,  remplacent 
les  racines  de  chacun  des  systèmes  S,  S',...  par  celles  d'un  même  système. 
Donc  L  résulte  de  la  combinaison  de  deux  groupes  partiels:  l'un  D  permu- 
tant d'un  mouvement  d'ensemble  les  systèmes  S,  S',...;  l'autre  D'  permutant 
ensemble  les  racines  de  S  sans  déplacer  celles  des.autres  systèmes  (716). 

Pour  que  L  soit  contenu  dans  4^,  il  faut  évidemment  que  D  et  D'  le 
soient  respectivement  dans  A  et  (A',  A",...),  ce  qui  ne  pourra  se  faire  que 
si  D  est  pareil  à  A,  et  D'  à  (A',  A",...),  le  théorème  A  étant  vrai,  par 
hypothèse,  pour  les  degrés  /  et  ;^'/". . .  inférieurs  à  M.  Mais  alors  L  serait 
pareil  à  4^,  contrairement  à  l'hypothèse. 

718.  Le  théorème  A  est  vrai  si  ^  est  primitif  et  L  non  primitif 

Soient  M  =  p"  le  degré  commun  de  ces  deux  groupes;/?"  le  nombre  des 
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systèmes  dans  L,  chacun  d'eux  étant  choisi  de  manière  à  contenir  le  moins 
possible  de  racines;  />"'^  le  nombre  des  racines  de  chacun  d'eux.  Le 
groupe  L  contient  un  groupe  partiel  F  dont  les  substitutions  ne  déplacent 
que  les  racines  du  premier  système;  et  ces  racines  étant  caractérisées  par 
n  —  OL  indices  x,  x\...,  Y  résultera  de  la  combinaison  des  substitutions 

qui  déplacent/?""*  racines,  avec  des  substitutions  de  la  forme 

Ces  dernières  substitutions,  ne  déplaçant  pas  la  racine  00...,  déplaceront 
moins  de  z?""*  racines.  D'ailleurs  elles  ne  se  réduiront  pas  toutes  à  l'unité, 
à  moins  qu'on  n'ait  /?""*=  2. 

D'autre  part,  les/;"  racines  étant  caractérisées  par  n  indices  v,  v',...,  les 
substitutions  de  ^  seront  de  la  forme  linéaire 

I  y  y  r'»  •  •  •    ^y  -^  '^r'-^-  — ^  y»  ^'y  -^  ^'r'-*-  •  •  •  •+-  y'»  •  •  •  I- 

Pour  qu'une  substitution  S  de  cette  forme  laisse  immobile  la  racine  yj',.., 
il  faut  qu'on  ait 

y^ET^cy-^  dj'-\-, ..  +  -/,    y'—-  c^'H-  rf'.>''-+--  .+/,.•       (mod,;>). 

Si  S  ne  se  réduit  pas  à  l'unité,  l'une  au  moins  des  relations  ci-dessus,  la 
première,  par  exemple,  ne  sera  pas  identique.  Si  elle  se  réduit  à  y^^o, 
elle  devient  impossible,  et  S  déplace  toutes  les  racines;  dans  le  cas  con- 
traire, elle  déterminera  la  valeur  d'une  des  inconnues  7,  j',. ..  en  fonction 
des  autres,  qui  peuvent  être  choisies  de  /?""'  manières  distinctes  tout  au 
plus.  Donc  S  ne  pourra  laisser  immobiles  plus  de//'"'  racines;  donc  cha- 
cune des  substitutions  de  4^,  et  a  fortiori  chaque  substitution  de  L  M'uniié 
exceptée)  déplace  au  moins /?"~-//'^*  racines. 
On  aura  donc,  si  />""*>  q,  l'inégalité  impossible 


\H — « 


Si  /?"--'=  2,  on  aurait  l'égalité 

a  =  p"-^  =  p"  —  p''-\    d'où    />"  =  4- 
Mais  ce  cas  est  exclu  (701). 
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719.  Théorème.  -—  Soient  .^  un  groupe  résoluble  et  primitif  de  degré  /?"; 
i  son  premier  faisceau  ;  $  un  groupe  contenu  dans  4^  et  dont  les  substitutions 
soient  échangeables  entre  elles.  L'ordre  0  de  <^  ne  pourra  dépasser  p'*. 

Chacune  des  substilulioDS  de  $  est  le  produit  d'une  substitution 
linéaire  N  par  une  subslitution  P  appartenant  à  ^.  Soient  NP,  N'P',...  ces 
substitutions  :  le  groupe  T  =  (N,  N', ...),  isomorphe  h  *,  aura  ses  sub- 
stitutions échangeables  enlre  elles,  et  Ton  aura  0  =  120,,  iî  étant  Tordre 
de  Y,  et  0|  celui  du  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  $  qui  ap- 
partiennent à  ^. 

Supposons  le  groupe  <b  choisi  de  telle  sorte  queO,  et  subsidiairement  0,, 
soient  maxima.  Nous  allons  voir  que  Ton  aura  $  — '^,  0=/?",  ce  qui 
établira  notre  proposition. 

720.  Chaque  substitution  de  ^  a  pour  ordre  une  puissance  de  p.  Car,  s'il 
en  était  autrement,  $  résulterait  de  la  combinaisçn  de  deux  groupes  F  et  E, 
respectivement  formés  par  celles  de  ses  substitutions  dont  Tordre  est  pre- 
mier à/?,  ou  puissance  de  p  (173).  L'ordre  de  F  divisera  un  produit  tel  que 
(/>^  —  1)  [p^  —  \)...\  et  parmi  les  substitutions  de  S,  il  en  existera /?'"'"*"'^''''"^--- 
qui  sont  échangeables  aux  substitutions  de  E,  sans  Tétre  à  toutes  celles 
de  F  (186).  Ces  substitutions  ne  peuvent  faire  partie  de  $;  car  il  est  clair 
qu'elles  ne  peuvent  être  échangeables  à  toutes  celles  des  substitutions  de  (I> 
dont  les  premiers  facteurs  appartiennent  à  F.  Mais  elles  le  sont  à  celles  dont 
les  premiers  facteurs  appartiennent  a  E;  et,  jointes  à  ces  dernières  subslitu- 

tions,  elles  forment  un  groupe  dont  Tordre  -vn"  rf  ^'^1 —  ^^'^  supérieur^ 
à  0;  résultat  absurde. 

721.  Cela  posé,  ^*  résulte  de  la  combinaison  de  ^  avec  un  groupe  réso- 
luble et  primaire  H,  lequel  contiendra  ^.  Supposons  que,  le  groupe  H 
étant  ramené  à  sa  forme  type,  les  indices  s'y  répartissent  entre  X  systèmes, 
contenant  chacun  v  séries,  contenant  chacune  fx  =  tt^tt'^'...  indices. 

y  ne  contiendra  aucune  substitution  qui  déplace  les  systèmes.  En  effet,  sup- 
posons que  ses  substitutions  déplacent  Tun  d'eux,  Si*,  soient  S,,...,  S,,, 
ceux  avec  lesquels  elles  le  permutent.  L'ordre  de  ¥  sera  égal  à  /nw,  oi 
étant  Tordre  du  groupe  ^  formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  ne  dé« 
placent  pas  S,.  En  effet,  soient  T,  T',...  les  substitutions  de  i^\  Sp  Tun  quel- 
conque des  systèmes  S,,...,  S;„;  U  une  substitution  de  W  qui  remplace  S» 
par  Sp  :  Y  contiendra  «  substitutions  TU,  T'U,...  qui  produisent  ce  même 
remplacement. 

Les  substitutions  de  ^  ne  déplacent  aucun  des  systèmes  S,,...,  S,„;  car  si 
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Tune  d'elles  déplaçait  S^,  elle  ne  serait  pas  échangeable  à  U.  Chacune 
d'elles  est  donc  de  la  forme  V|...V,„W,  Vp  désignant  une  substitution  qui 
n'allferc  que  les  indices  de  Sp,  qu'elle  remplace  par  des  fonctions  linéaires  de 
ces  mêmes  indices,  et  W  une  substitution  qui  n'altère  que  les  indices  des 
systèmes  autres  que  S|,...,  S,;,,  et  les  remplace  par  des  fonctions  linéaires 
de  ces  mêmes  indices.  Les  substitutions  de  ^  ayant  pour  ordres  des  puis- 
sances de p,  chacun  des  facteurs  partiels  V,,...,  V;„,  W  jouira  évidemment 
de  la  même  propriété. 

Prenons  pour  indices  indépendants  dans  chaque  système,  à  la  place  des 
indices  imaginaires  actuels,  un  nombre  égal  de  fonctions  réelles  i^, , 
r\,. ..;..,;  (',„,  !'';„,...;  tv,  iP'',....  On  peutsupposer  les  indices  Vp,  i^'^ ,...  choisis 
de  telle  sorte,  qu'ils  se  partagent  en  un  certain  nombre  de  classes  telles, 
que  chacune  des  substitutions  partielles  Vp,...  accroisse  simplement  les  in- 
dices de  chaque  classe  de  fonctions  linéaires  des  indices  des  classes  précé- 
dentes (184).  Soient  f'p,...,  i^^pV*)  ceux  de  ces  indices  qui  appaVtiennent  à  la 
dernière  classe.  Celles  des  substitutions  de  #  qui  accroissent  les  Xj -!-..,-+-).„ 
indices  t'a»--»  ^i^'"'^î  •••;  ^/n»*--»  ^i^"' de  quantités  constantes  sans  altérer  les 
autres  indices  sont  évidemment  échangeables  aux  substitutions  de  ^.  Mais 
aucune  d'elles,  sauf  l'unité,  ne  sera  échangeable  à  toutes  celles  de  W,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  k  toutes  celles  de  $;  car  si  l'une  d'elles  altère 
l'indice  ^p,  par  exemple,  elle  ne  pourra  être  échangeable  à  U.  Ces  substitu- 
tions n'appartiennent  donc  pas  à  $;  mais  elles  sont  évidemment  échangea- 
bles à  toutes  celles  des  substitutions  de  $  dont  les  premiers  facteurs  appar- 
4^iennent  à  ^^  lesquelles  forment  évidemment  la  m'^'"^  partie  du  nombre 
total;  en  les  combinant  à  ces  dernières  on  obtiendra  un  groupe  de  substi- 

tutions  échangeables  entre  elles,  dont  l'ordre  sera  ^- 0,  expression 

au  moins  égale  à  0,  même  dans  le  cas  défavorable  où  Xj,..,  X^  se  rédui- 
raient à  l'unité,  et  pour  lequel  0|  sera  remplacé  par  ^^'^•••-♦^^-O,.  DoncO 
ou  tout  au  nvoins  0,  ne  seraient  pas  les  maœima  supposés. 

722.  Soient  r,,  Fa,...  les  groupes  partiels  respectivement  formés  par 
celles  des  substitutions  de  H  qui  n'altèrent  que  les  indices  des  systèmes  S|, 
Sj....;  F,  le  premier  faisceau  de  F,;  A,,  B,....,  A^^,  B^;  A'j,  B',,. ..;...  les 
doubles  suites,  et  L,  L',...  les  groupes  auxiliaires  correspondants,  de  de- 
grés Tt^*,  ;r'*''',...,  qui  concourent  à  la  construction  de  F,;  [f|S2...]r  les  in- 
dices indépendants  auxquels  il  faut  rapporter  F^  pour  le  ramener  à  sa 
forme  type.  Les  substitutions  de  ¥  ne  déplaçant  pas  les  systèmes,  chacune 
d'elles  est  un  produit  de  substitutions  partielles  appartenant  respectivement 
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à  r,,  Ta,....  Soit  Wt  le  groupe  formé  par  celles  de  ces  substitutions  par- 
tielles qui  appartiennent  à  r,.  Chacune  d'elles  sera  de  la  forme  9^^,  tétant 
la  substitution  qui  remplace  chaque  indice  de  T,  par  son  correspondant  de 
la  série  suivante,  et  ^  une  substitution  qui  ne  déplace  pas  les  séries.  En 
outre,  les  substitutions  de  W^  seront  toutes  de  la  forme  ^  ou  résulteronl 
de  la  combinaison  de  substitutions  de  cette  forme  avec  les  puissances  d*une 
seule  substitution  V,  =  $^^,  dans  laquelle  (^  divise  v  (557). 

Y,  ne  contient  aucune  substitution  de  la  forme  ^f'^.  En  effet,  supposons 
qu'il  en  contienne  une,  Yi  ;  et  soient  i{^«  le  groupe  formé  par  celles  des 
substitutions  de  W^  qui  se  réduisent  à  la  forme  ^,  9,  le  groupe  formé  par 
les  substitutions  correspondantes  de  $.  Il  est  clair  que  ces  groupes  renfer- 

meront  respectivement  la  ^      partie  des  substitutions  de  Y,  et  de  4>. 

Cela  posé,  parmi  les  substitutions  de  ^  qui  n'altèrent  que  les  indices  du 
premier  système,  il  en  existe  qui  sont  échangeables  a  toutes  les  substitu- 
tions de  V<  (721).  Ces  substitutions,  rapportées  aux  indices  [^5,  ?2,..jV, 
prendront  la  forme 

les  quantités  a$,ç,...  étant  des  entiers  complexes  (nous  n'écrivons  pas  les 
indices  des  autres  systèmes,  qui  restent  inaltérés).  SoitTi  une  substitution 
de  cette  forme  qui  soit  échangeable  à  celles  de  ^',  :  la  substitution  Ta,  qui 
s'en  déduit  en  remplaçant  aç,ç,...  par  Araç^^...,  sera  échangeable  à  celles  de  ^,, 
quelque  valeur  qu'on  donne  à  l'enlier  complexe  k\  car  si  Ton  cherche  \t 
vérifier  cette  échangeabilité  pour  T,  et  pour  T^,  on  trouvera  les  mêmes  con- 
ditions, sauf  le  facteur  commun  k.  Mais  V,  transformera  Ta  en  T^/»*,  qui  ne 

se  confondra  avec  T^  que  si  k^  ^k,  ce  qui  n'a  lieu  que  pour/?^  des  p*  sys- 
tèmes de  valeurs  dont  k  est  susceptible.  Soient  donc  respectivement  I  et  T 
les  groupes  formés  par  celles  des  substitutions  de  la  forme  (3)  qui  sont 
échangeables  aux  substitutions  de  Y|  et  à  celles  de  v];,,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  à  celles  de  4>  et  de  (p^  :  l'ordre  de  I  étant  désigne  par  0,  celui  o' 
de  r  sera  au  moins  égal  à  op^-^.  Or,  soient  ^1,  ^3,...  les  substitutions  de  I; 
/,,  /sM--  celles  de  ç),  :  celles  de  V  seront  !/«  ^4,  t/,  ^2«-*-9  <^2^i>  2^2^2f*;*--' 

1/,,  e^2,...  étant  des  substitutions  en  nombre  —  qui  ne  satisfassent  à  aucune 

relation  de  la  forme  i/g/=i/a5p  (39).  Cela  posé,  le  groupe  (T,  y,)  contiendra 

les  —  -0  substitutions  u,  ^,  u,  /a,...;  2/2  ^>  U2^2«**m--'»  qui  sont  toutes  dis- 
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linctes;  car,  si  Ton  avait  u^t^  =  Uaft^*,  on  aurait  wr'Wa'  =  ^pÇ''  ^^^^  'C«a' 
appartiendrait  a  0;  mais  cette  substitution  est  de  la  forme  (3),  et  pour 
qu'une  substitution  de  cette  forme  appartienne  à  $,  il  faut  qu'elle  appar- 
tienne à  I;  on  aurait  donc  u^'u^'  =  ^p»  ce  qui  est  inadmissible. 

L'ordre  du  groupe  (T,  y,)  serait  donc  au  moins  égal  à/j'^^-O,  et  par  suite 

au  moins  égal  à  0;  et  le  nombre  correspondant  à  0|  et  relatif  à  ce  nouveau 

groupe  serait  égal  à  —  Of;  il  serait  donc  plus  grand  que  0,;  donc  0  ou 

tout  au  moins  0|  ne  seraient  pas  les  maxima  supposés. 

723.  y'',  ne  contient  aucune  autre  substitution  que  T unité.  Supposons»  en 
elTet,  qu'il  en  contienne  une.  Cette  substitution  ne  peut  appartenir  au  fais- 
ceau (Fo  A|,  B,,...,  A'^,  B'|,...),  dont  toutes  les  substitutions  ont  leur  ordre 
premier  à/?  (562).  Donc  l'une  au  moins  de  ses  corrélatives,  la  première 
par  exemple,  différera  de  l'unité.  Donc  le  groupe  A,  formé  par  les  premières 
corrélatives  des  substitutions  de  ¥|,  contiendra  des  substitutions  différentes 
de  l'unité.  Soit 

1  x,y  j,, . .     a,  ^,  -f-  c',7,  -h . . . ,  b\  X,  -f-  d,yx  4- ...... . 


la  forme  générale  de  ces  substitutions.  Le  groupe  A  étant  isomorphe  à  S',, 
ces  substitutions  seront  échangeables  entre  elles,  et  leurs  ordres  seront  des 
puissances  de^;  ils  seront  donc  premiers  à  n.  On  pourra  donc  ramener 
simultanément  toutes  ces  substitutions  à  la  forme  canonique  monôme  par 
un  changement  d'indices  convenable  (176).  Réunissons  dans  une  même 
série  ceux  des  nouveaux  indices  que  chacune  des  substitutions  de  A  multi- 
plie par  un  même  facteur;  des  indices  conjugués  appartiendront  à  des  séries 
conjuguées,  qui  seront  multipliées  par  des  facteurs  conjugués.  En  outre, 
les  substitutions  de  ¥«  ne  déplaçant  pas  les  séries,  celles  de  A  sont  abé- 
liennes  propres.  Chaque  série  aura  donc  sa  conjointe,  de  telle  sorte  que 
deux  séries  conjointes  soient  partout  multipliées  par  des  facteurs  récipro- 
ques. Groupons  les  indices  en  classes,  en  réunissant  ensemble  ceux  qui 
appartiennent  à  la  même  série,  ou  à  des  séries  conjuguées  ou  conjointes. 
Chaque  classe  contiendra  un  nombre  pair  d'indices. 

Soient  X  l'un  des  nouveaux  indices,  qui  soit  altéré  par  quelqu'une  des 
substitutions  V,  V',...  du  groupe  A;  /n,  m',...  les  facteurs  par  lesquels  ces 
substitutions  le  multiplient; /^^^  />^\...  les  ordres  respectifs  de  ces  substitu- 
tions. On  aura  mf^^wl^'^  ^  ...  ^ i.  Donc  les  moindres  puissances  de  w, 


rr 
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m\..,^  qui  se  réduisent  à  l'unité,  auront  respectivement  pour  degréô  des 
/liviseurs  de/?", />"',...,  et,  par  suite,  seront  des  puissances  dep,  telles  que 
p^f  />P',....  Soit  |3  le  plus  grand  des  exposants  p,  P',...  :  m  sera  une  racine 

primitive  de  ia  congruence  m^  =e^\  (mod.Tr);  et  m',...,  qui  satisfont  éga- 
lement à  cette  congruence,  seront  des  puissances  de  m,  telles  que  m^',.... 
On  aura  donc  V'=V^T',...,  les  substitutions T',...  laissant  invariable  J'in- 
dice  X,  et  par  suite  ceux  de  la  même  classe. 

724.  Soient  X,...  les  indices  de  la  classe  considérée;  Y,...  ceux  des 
autres  classes;  Cx»--;  C^,...  les  substitutions  correspondantes.  Lq&  expo- 
sants d'échange  des  substitutions  Cx,...  avec  les  substitutions  Gy,...  seront 
congrus  à  zéro  (241).  Prenons  maintenant  pour  indices  indépendants,  à 
la  place  des  indices  imaginaires  X,...,  un  nombre  égal  d'indices  réels  £/«, 
i',,...,  Wt,  f'x,  et,  à  la  place  de  Y,...,  d'autres  indices  réels  (j^,....  Les  substi- 
tions  G<,  (D,,...,  correspondantes  à  i^f,  Vf,...,  étant  dérivées  de  Cx,...,  ont 
des  exposants  d'échange  congrus  à  zéro  avec  les  substitutions  £,...,  corres- 
pondantes à  iv, . . . ,  et  dérivées  de  Cy, ...  ;  et  quant  à  leurs  exposants  d'échange 
mutuels,  on  pourra  faire  en  sorte  qu'ils  soient  tous  congrus  à  zéro,  sauf 
(Gi  cï)<),...,  (©p(Dp),...,  qui  seront  congrus  à  i  (232-234).  Enfin,  s'il  y  a 
lieu  de  considérer  le  caractère  de  ces  substitutions,  on  pourra  faire  en  sorte 
que  G, ,  (D,  aient  le  même  caractère  o  ou  r ,  et  que  Gj,  CDg» . . .  aient  pour  carac- 
tère o  (258); 

Soient  maintenant  x^,  iPoi,...  les  substitutions  correspondantes  aux  in- 
dices originaires  a?,,  j,,...,  et  soient  C|,  D^,...,  E,...  les  substitutions  for- 
mées avec  A|,  B/,...  de  la  même  manière  que  G<,  (ô,,...  le  sont  avec  ^v^, 
\ft>i,...  :  les  substitutions  G|,  D^,...  seront  échangeables  à  E,...  et  le  seront 
entre  elles,  sauf  pour  deux  substitutions  associées  Cp,  Dp,  qui  satisferont  à 
la  relation  C^'D^^CpDp  =  Ar^Br*A,B<  =  ô.  De  plus,  si  7r  =  2  et/?^-=3 
(mod.  4),  C|,  D,,...  auront  pour  caractéristique  une  puissance  de  K^—  i  ou 
de  K^ -h  I ,  suivant  que  leurs  correspondantes  G, ,<©,,.. .  ont  pour  caractère  o 

ou  I. 

Cela  posé,  on  pourra  déterminer  un  système  d'indices  indépendants 
r?i?2---Ê]r  tels,  que  C,,  D,,...,  Cj,  D^  prennent  la  forme 

où  les  facteurs  ap,  b^  se  réduisent  tous  à  l'unité,  sauf  le  cas  où  C,,  D^  au- 
raient pour  caractéristique  une  puissance  de  K^+i,  auquel  cas  a^  et  h^  se- 
raient égaux  à  y  et  a  -f-  /3y6^s  [y^^a'-f-  jS^^—  i  (mod./?)]  (576). 

7' 


\ 
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725.  Le  groupe  ¥,  résulte  évidemment  de  la  combinaison  d'une  substi- 
tution <>,,  ayant  pour  corrélative  V,  avec  le  groupe  +,,  formé  par  les  sub- 
stitutions g'j,...  du  groupe  ¥,  dont  les  corrélatives  T',...  n'altèrent  pas  les 
indicestde  la  classe  X,....  Ces  corrélatives  étant  échangeables  à  Op,  (ôp,  Tune 
quelconque  ©',  des  substitutions  de  ij/,  transformera  Cp,  Dp  en/pCp, /'Dp, 
/p.  SI  étant  des  substitutions  de  F,.  Pour  que  ces  transformées  aient  mêmes 
caractéristiques  que  Cp,  Dp,  il  faudra  qucTp,/'  se  réduisent  à  des  puissances 
de  ô.  Soit  par  exemple /p  =  6"^;  G'^  a  pour  ordre  une  puissance  de  /?,  telle 

que  p''\  et  Ton  aura  Cp  =  G\~^^Cp6'/"'=  Ç'/'^Cp.  Donc  6*''''^  ï  (mod.^),  d'où 
c/?*'EH:o(mod.7r),  et  enfin  ^  =  o.  Donc  6',  est  échangeable  à  Cp  et  à  Dp,  et 
par  suite  se  réduit  ^  la  forme 


(4) 


[SiÇî.-.ejo     y  a^[?.  $»---V]« 


les  coefficients  ol\^  étant  indépendants  de  §«,  |2,...  (580). 

D'autre  part,  V  étant  permutable  au  groupe  (G,,  (©,,...),  ^  le  sera  au 
groupe  (F,,  C,,  D,,...)  et  sera  (580)  le  produit  d'une  substitution  âi  de  la 
forme 


(5) 


[ç, ?,...£].   2)  «/;/V".::t^''""^l' 


/,,/,,... 


où  les  coefficients  sont  indépendants  de  s,  par  une  substitution  6|  de  la 
forme  (4). 

La  substitution  '<?^  et  les  substitutions  de  ^^  ont  chacune  pour  ordre  une 
puissance  de  p.  On  peut  supposer  qu'il  en  est  de  même  des  facteurs  par- 
tiels §,,  6,.  Soit  en  effet  Oi(=[^,tBy=\  :  il  viendra  sf=G7-<  égalité 
dont  les  deux  membres  sont  des  formes  (4)  et  (5),  et  qui  ne  pourra  sub- 
sister que  si  tous  deux  se  réduisent  à  une  même  substitution  /  du  fais- 
ceau F|.  Soient  e  l'ordre  de/,  lequel  est  premier  à  p;  é  un  entier  tel,  que 
e' p"^^^—  I  (mod.  e)\  \*>,  sera  le  produit  des  deux  facteurs  «i/^\/~''^i,  qui 
sont  respectivement  des  formes  (4)  et  (5)  et  dont  les  ordres,  divisant/?'', 
seront  des  puissances  de/?. 

726.  Cela  posé,  soient 

[5.?....s]V-^  (Pl;);:::)'''[U....Ê]r 

de  nouveaux  indices  indépendants,  les  coefficients  ^)\]i\\  étant  indépendants 
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de  £  et  de  r.  Les  substitutions  ^,,  ^j,...,  rapportées  à  ces  nouveaux  indices^ 
ne  changeront  pas  d'expression;  quant  à  la  substitution  s,,  elle  prendra  la 
forme 


[ll-"^l  ^  «');/;  •[^•''•••^r. 


/,./„... 


analogue,  mais  non  identique  à  la  forme  (5),  et  il  est  clair  qu'en  choisis- 
sant convenablement  les  nouveaux  indices,  on  pourra  faire  en  sorle  que  s^ 
soit  réduite  à  sa  forme  canonique. 

Remplaçons  maintenant  les  indices  [S,  22...£]'^  par  de  nouveaux  indices 


[$.?....e];-^(p;f  [?.?»...?];., 


les  coefficienls  jS'^  étant  indépendants  de  S,^,^^,...  et  de  r.  La  substitution  s, 
conservera  sa  forme  canonique;  et  les  substitutions  G,,  6'^,...  prendront  la 
forme 


[?.?.  -.ero  ^«n?.5-..9ro 


D'ailleurs,  si  Ton  dirige  le  choix  des  nouveaux  indices  comme  il  est  indiqué 
au  n^l84,  ils  seront  de  deux  sortes;  les  uns,  [Ç||2«-«^]i>  [ÇiÇ2'-«»^+  »]/»••• 
que  (Tf,  c^'^,...  remplacent  par  des  fonctions  linéaires  les  uns  des  autres;  les 
autres,  [SiÇa--»  o]'.-*»  [Ii  ?2*«-»  «— i]'  que  ces  substitutions  accroissent 
simplement  de  fonctions  linéaires  des  précédents. 

D'autre  part,  remplaçons  pour  plus  de  simplicité  les  indicateurs  Ç|,  §2»*-* 
par  un  indicateur  unique  Ç.  La  substitution  s^  ayant  actuellement  sa  forme 
canonique,  les  indices  [^s]^,  correspondant  a  un  même  système  de  valeurs 
de  £  et  de  r  formeront  un  certain  nombre  de  suites  [og]^.,,..,  [y—  i,  e]"; 
[^e],...,  ;...  telles,  queSi  accroisse  chaque  indice  de  l'indice  précédent  de  la 
même  suite,  et  laisse  invariables  les  premiers  indices  de  chaque  suite;  et  si 
l'on  désigne  par  q  le  nombre  des  termes  de  la  suite  la  plus  longue,  par  p^  la 
moindre  puissance  de  p  égale  ou  supérieure  à  y,  St  aura  pour  ordre  p^  (159). 

727.  Cela  posé,  les  substitutions  de  ^,  en  nombre  z?^^"*^*^",  qui  n'allèrent 
que  ceux  des  indices  [Se];,  où  Ç  <  y  —  i ,  e  <  «•  ne  peuvent  appartenir  à  *, 
car  elles  ne  sont  pas  échangeables  a  la  substitution  '<?,=  8|  G,,  ni  par  suite  à 
la  substitution  '<>  du  groupe  W  qui  fait  subir  aux  indices  du  premier  système 
l'altération  'Ç^,  ni  enfin  à  la  substitution  de  9  qui  a  'Ç  pour  premier  facteur 

partie.  Mais  elles  sont  échangeables  aux  substitutions  'Ç^  ,  <^'i>..m  et  par 

71. 
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suite  aux  substitutions  correspondantes  de  4^,  lesquelles  forment  un  groupe 
pdrtieU  qui  aura  évidemment  pour  ordre  Op^^.  En  les  combinant  à  ce 
groupe,  on  obtiendra  un  groupe  dont  Tordre  Op''^*^^^'^  sera  au  moins  égal 
h  0  {q—i  étant  au  moins  égal  à  e^),  et  dans  lequel  0,  sera  remplacé  par 
0,^(^-o*v  Pq^c  0,  ou  tout  au  moins  0»,  ne  seraient  pas  les  maxima  sup- 
posés. 

728.  Remarque.  —  Le  maximum  p",  trouvé  pour  V ordre  de  9,  ne  peut 
être  atleinl  que  si  0  contient  quelque  substitution  de  #,  autre  que  V unité.  En 
effet,  s'il  en  était  autrement,  on  aurait  0  =  iî  =/i".  Mais,  parmi  les  substi- 
tutions de  ê,  il  en  est  d'échangeables  a  toutes  les  substitutions  de  ^,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  à  toutes  celles  de  9.  En  les  combinant  à  $,  on  ob- 
tiendrait un  nouveau  groupe  analogue  à  $,  mais  plus  général.  Donc  />"  ne 
serait  pas  le  maximum  possible  de  0,  comme  cela  a  été  démontré. 

729.  Théorème.  —  Le  théorème  A  est  vrai  si  JÇ^etL  sont  primitifs,  à  con- 
dition que  le  théorème  B  soit  vrai. 

Soient  en  effet/?"  le  degré  des  groupes  4^,  L;  ;f,  F  leurs  premiers  fais- 
ceaux :  F,  contenant  p^  substitutions  échangeables  entre  elles,  contiendra 
quelque  substitution  de  ^,  autre  que  Tunité.  Soit  s  une  semblable  substitu- 
tion. Ses  transformées  par  les  substitutions  de  ^,  et  en  particulier  par  celles 
de  L,  appartiendront  à  ^.  Mais  ces  transformées,  combinées  entre  elles,  re- 
produisent F.  Donc  ^  contient  F;  mais  ces  faisceaux  ont  le  même  ordre; 
donc  ils  se  confondent. 

Cela  posé,  ^et  L  résultent  respectivement  de  la  combinaison  de  F  avec 
deux  groupes  primaires  d  et  1 :  4^  contenant  L,  &  contiendra  I.  Cela  ne  peut 
avoir  lieu,  par  hypothèse,  que  si  &  est  pareil  à  I;  mais  alors  ^sera  pareil 
à  L;  le  théorème  A  sera  donc  vérifié. 


§  II.  —  Démonstration  du  théorème  B. 

Cas  où  ^  est  décomposable. 

730.  Théorème.  —  Tout  groupe  T  formé  d'après  la  méthode  des  n*^'  689- 
693  est  primaire  et  indécomposable. 

Supposons  pour  plus  de  généralité  que  chaque  série  contienne  plusieurs 
indices.  Si  le  théorème  n'était  pas  vrai,  on  pourrait  trouver  des  systèmes 


-  H 
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(le  ronclions  des  indices  tels,  que  toute  substitution  de  F  remplaçât  les  fonc- 
tions d*un  même  système  par  des  fonctions  de  celles  d'un  même  système. 

Vun  au  moins  de  ces  systèmes  contiendrait  une  fonction  dans  laquelle  n'en- 
treraient, que  les  indices  d' une  seule  série .  En  effet,  parmi  les  fonctions  res- 
pectivement contenues  dans  les  divers  systèmes,  soit  <p  Tune  de  celles  dont 
les  indices  sont  empruntés  au  nombre  minimum  de  séries,  et,  parmi  ces  der- 
nières. Tune  de  celles  qui  contient  le  moins  d'indices.  Supposons  qu'elle 
contienne  plusieurs  séries.  Soient  9^»  ?6»---  l'ensemble  des  termes  de  (p 
qui  contiennent  respectivement  les  indices  de  la  a-hi'^"^^  série,  de  la 
b-h  i'^*"',  etc.  Soit  enfin  F  le  premier  faisceau  de  F  :  ses  substitutions,  étant 
opérées  sur  la  fonction  y,  la  transforment  en  d'autres  fonctions  9',  <p",...  qui 
n'en  diffèrent  que  parce  que  les  indices  y  sont  multipliés  par  des  facteurs 
constants. 

Deux  quelconques  de  ces  fonctions,  9',  f'\  ne  sauraient  appartenir  au 
même  système,  à  moins  qu'elles  ne  soient  équivalentes,  c'est-à-dire  égales  à 
un  facteur  constant  près  :  car  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  pourrait  déter- 
miner une  fonction  mip'  +  9'',  appartenant  au  même  système,  ne  contenant 
que  les  indices  de  9,  et  où  l'on  pourrait  profiter  en  outre  de  l'indétermi- 
nation de  m  pour  faire  évanouir  un  coefficient  sans  que  tous  s'évanouissent. 
La  fonction  9  ne  serait  donc  pas  une  de  celles  qui  contiennent  le  moindre 
nombre  d'indices. 

Cela  posé,  chaque  substitution  de  F  multipliant  les  indices  de  la  première 
série  par  un  facteur  constant  m,  et  leurs  conjugués  par  les  facteurs  conju- 

gués,  les  transformées  de  9  seront  de  la  forme  mf^f^-hm^  9*^-...;  et  pour 

■ 

que  deux  semblables  fonctions  obtenues  en  posant  successivement  m=^m^^ 
m^km^  soient  équivalentes,  il  faut  qu'on  ait 

kP'=ki^  =  .,.  (mod.p),    d'où    /f/"'  =  */»'"*=...  =1. 

D'ailleurs,  si  v  est  le  nombre  des  séries,  on  a  k^*^^^  \ ,  d'où  enfin  k^*  "*^  1 , 
(^  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  6  — a,  c  — a,...,  v.  Cette  relation 
fournit,  pour  k,  p^—i  valeurs;  les/?"—  i  transformées  de  9  par  les  substi- 
tutions de  F  sont  donc  équivalentes  p^—i  à  />^—  i .  Le  nombre  des  trans- 
formées non  équivalentes  sera  donc  ^53- •  Appartenant  à  des  systèmes  dif- 
férents, elles  seront  distinctes.  Mais  elles  s'expriment  par  les  fonctions  9^, 
,...,  dont  le  nombre  ne  peut  dépasser  ^)  les  entiers  a,  6,...  appartenant 
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tous  à  la  suite  a,  a -\- $,,,,,  a  4-  (t  —  i  J  «î".  On  aurait  donc 

f)'  I    =:   V 

relation  absurde;  ce  qui  démontre  notre  proposition. 

731 .  Cela  posé,  soit  9  =  y  «  une  fonction  ne  contenant  que  les  indices  de 
la  a  4- 1'^'"*  série,  et  qui  fasse  partie  d'un  système  1.  Les  v  fonctions  con- 
juguées qui  dérivent  de  celle-là  en  y  changeant  Timaginaire  i  en  i^^  i^\"- 
sont  distinctes,  car  elles  contiennent  des  indices  différents.  De  plus,  elles 
font  toutes  partie  du  système  1.  En  effet,  soient  X,  Y,...  les  fonctions  réelles 
que  contient  ce  système  :  y  est  une  fonction  ^X  4- 5'Y-f-...  de  ces  fonc- 
tions :  et  ses  conjuguées  5''X  -f-^'^'Y  4-...  en  sont  également  des  fonctions, 
et  par  suite  appartiennent  à  1.  Le  système  2,  et  par  suite  chacun  des  autres, 
contient  donc  au  moins  v  fonctions  distinctes  :  et  /jlv  étant  le  nombre  total 
des  indices,  il  existera  au  plus  /x  systèmes. 

732.  Soient  A,,  B,,  A2,  B2,...;  A'^,  B'^,...;...  les  doubles  suites  qui, 
jointes  à  F,  forment  G,  second  faisceau  de  T.  Ces  substitutions  permutent  les 
systèmes  transiti^^ement .  Pour  le  démontrer,  prenons  pour  indices  indépen- 
dants ceux  qui  ramènent  A|,  A3,...;  A\, ...;...  à  la  forme  canonique.  Soient 
?fl»  ?'«>•••  les  transformées  de  ç^  par  les  substitutions  de  G; 

(];«  —  m  9a  -+-  m'  9'^  4- . . .  =  «  jr  4-  (3 7  -f-  ^ . . 

celle  des  fonctions  dérivées  de  celles-là  où  entrent  le  moindre  nombre  d'in- 
dices a?,  j,...  :  elle  ne  contiendra  qu'un  indice.  En  effet,  supposons  qu'elle 
en  contienne  plusieurs  a?,  j,...;  la  suite  A|,  A2»...;  A', ,...;...  contient  une 
substitution  T  qui  multiplie  a?,  y  par  deux  facteurs  différents  y'el  q\  Soient 
+a«»  ?fli>  ia\^'*'  les  transformées  de  <}/«,  9^,  ?',,...  par  T;  la  fonction 

q^a-  +..  —  g(m9«  4-  m' 9;,  +  ...)-  (w9«,  -*-  m'9'„,  -h  . ..)  rz.  (^  -^  y')  pj-f  ... 

contiendra  moins  d'indices  que  t}»^.  D'ailleurs  elle  est  dérivée  de  9^,  %,.,.; 
car  ç^i,  çli,...  font  partie  de  celte  suite:  en  ^ffct,  soit  S  la  substitution 
qui  transforme  y^  en  9^, ,  par  exemple;  9'^ ,,  étant  la  transformée  de  9^  par  ST, 
appartiendra  à  la  suite  9^,  9'^,.  .. 

Admettons  donc  que  ^a  ne  contienne  qu'un  indice.  Les  substitutions  B,, 
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Bj,...;  B'i, ...;...,  permutant  transitivement  les  indices  de  la  a-f-i'^'"'  série, 
transformeront  ^a  ^n  P-  fonctions  distinctes,  contenant  chacune  un  indice, 
et  dont  chacune  sera  dérivée  des  fonctions  9^»  9'«».«-«  Donc  cette  dernière 
suite  contient  /x  fonctions  distinctes.  Ces  fx  fonctions  appartiennent  évidem- 
ment aux  systèmes  que  les  substitutions  de  G  permutent  avec  celui  qui  con- 
tenait fpa'  l^^s  fonctions  conjuguées  formées  avec  les  indices  des  autres  séries 
appartenant  aussi  à  ces  systèmes,  ils  contiendront  jxv  fonctions  distinctes, 
total  égal  au  nombre  des  indices.  Il  ne  peut  donc  exister  d'autres  systèmes, 
formés  de  nouvelles  fonctions. 

Les  systèmes  cherchés  contiendront  tous  le  même  nombre  de  /onctions  dis- 
tinctes. Car  si  Tun  d'eux,  I|,  en  contenait  plus  qu'un  autre,  2,  il  est  clair 
que  la  substitution  de  F  qui  remplace  2|  par  1  aurait  son  déterminant 
congru  à  zéro,  ce  qui  est  absurde. 

733.  Cela  posé,  si  une  substitution  T  de  G  ne  déplace  pas  le  système  2, 
elle  n'en  déplacera  aucun.  En  efTet,  soient  1'  un  système  quelconque;  U  une 
substitution  de  G,  qui  le  fasse  succéder  à  1  :  U~*TU  ne  déplace  pas  le  sys- 
tème 2';  mais  cette  substitution  est  de  la  forme/T, /étant  une  substitution 
de  F.  Or  9  étant  une  fonction  des  indices  de  la  a -f- 1'^'"^  série,  il  en  est  de 
même  de  la  fonction  9',  appartenant  à  1\  que  U  lui  fait  succéder:  donc/ 
la  multipliera,  ainsi  que  9,  par  un  simple  facteur  constant;  donc  elle  ne 
déplace  pas  1';  doncT  ne  le  déplacera  pas  non  plus. 

On  voit  par  là  que  les  substitutions  de  F  laissent  les  systèmes  immobiles. 
Si  toutes  les  substitutions  de  6  jouissaient  de  cette  même  propriété,  il  n'y 
aurait  qu'un  système,  et  F  serait  indécomposable.  Dans  le  cas  contraire,  les 
doubles  suites  A,,  B,,...;  A'j,  B'j,...;  A',  B^j, ...;...  pourront  être  partagées 
en  deux  espèces  :  celles  dont  tous  les  termes  jouissent  de  cette  propriété; 
celles  pour  lesquelles  le  contraire  a  lien.  Admettons,  pour  fixer  les  idées, 
qu'il  y  ait  trois  doubles  suites,  dont  la  dernière  appartienne  seule  k  la  pre- 
mière espèce;  et  soit  [i  =  t^n'^^'n'"^"  le  nombre  des  indices  de  chaque  série. 
Les  indices  se  partagent  également  entre  u'"^"  classes,  en  groupant  ensemble 
ceux  que  les  substitutions  k\,  k\,...  multiplient  par  le  même  facteur;  on 
en  conclut,  comme  au  numéro  précédent,  que  des  transformées  de  9^,  ^a»*- 
par  A%  A 2,...  combinées  entre  elles  on  peut  déduire  une  fonction  i(a  ne 
contenant  que  les  indices  d'une  seule  classe.  Les  substitutions  B''^,  B'^,..., 
permutant  les  classes  entre  elles,  donneront  de  ^a  au  moins  v!*^"  transfor- 
mées distinctes.  Donc  les  transformées  de  y^  par  k\,  B", ,...  fournissent  au 
moins  n"*'*"  fonctions  distinctes;  leurs  conjuguées  sont  également  distinctes  : 


- 
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donc  1,  qui  contienl  toulës  ces  foDCtioDS,contieDl  au  moins  vn"^"  indices; 
et  le  nombre  des  systèmes  sera  au  plus  égal  à  tt^tt"''.  Les  substitutions  de  la 

forme  Aî'BJ'...  Ai*'B',^'...  étant  en  nombre  tt^'^tt'*®.',  supérieur  à  celui  des 
systèmes,  deux  au  moins  d*entre  elles  remplaceront  le  système  2  par  un 
même  système  2';  en  les  combinant  ensemble,  on  obtiendra  une  substitu- 
tion  T  de  la  forme /Aî'BJ'...  A'*«B'/'...  qui  ne  déplace  pas  le  système  2,  ni, 
par  suite,  aucun  autre  système;  d'ailleurs  l'un  au  moins  des  exposants  a,, 
|3,,...,  a\,  JS'^,...,  par  exemple  ai,  différera  de  zéro.  Gela  posé,  soient  L,  L', 
\J'  les  groupes  auxiliaires  respectivement  correspondants  aux  doubles  suites 
Ao  B,,...;  A',,  B'i ,...;  A' ,  B' ,,..;  A  le  groupe  formé  par  celles  des  substi- 
tutions de  L  qui  sont  abéliennes  propres;  M  le  groupe  formé  par  celles  des 
substitutions  de  F  qui  ont  pour  premières  corrélatives  les  substitutions  de  A, 
et  dont  les  autres  corrélatives  se  réduisent  à  l'unité.  Ce  groupe  sera  formé 
par  celles  des  substitutions  de  F  qui  sont  échangeables,  aux  F  près,  à  celles 
de  chacun  des  faisceaux  (F,  A'j,  B'j,...),  (F,  A^  B"', ,...);  mais  Tune  au  moins 
U  des' substitutions  de  M  ne  sera  pas  échangeable,  aux  F  près,  à/A**B^.... 
En  effet,  soit  $  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  du  faisceau 
(F,  A{,  B|,...)  qui  sont  échangeables,  aux  F  près,  k  toutes  les  substitutions 
de  M.  Le  groupe  $',  transformé  de  $  par  une  substitution  quelconque  de  F, 
sera  formé. par  celles  des  substitutions  de  (F,  A|,  Bf,...)  qui  sont  échan- 
geables à  celles  de  M\  transformé  de  M,  aux  substitutions  près  du  groupe  F', 
transformé  de  F.  Mais  les  substitutions  de  F,  étant  permutables  à  F,  ainsi 
qu'à  (F,  A', ,  B'j,...),  (F,  A", ,  B'i,...),  le  seront  évidemment  à  M;  donc 
F'  =  F,  M'  =  M,  et  par  suite  0'  =  $.  Donc  $  est  permutable  aux  substitu- 
tions de  F.  Mais  il  contient  évidemment  F.  S'il  contenait/A"' Bf*...,  il  con- 
tiendrait ses  transformées  par  les  substitutions  de  F,  lesquelles,  combinées 
avec  F,  reproduisent  tout  le  faisceau  (F,  A,,  B, ,...).  En  effet,  soient 
x];'ip4'...=  \x^,  Ji»...  ^i-f-yi»  7i  +  d^M-.-|  les  substitutions  respective- 
ment correspondantes  à  celles  de  la  forme /Aî'Bf'....  Si  les  transformées 
de/A^Bf*...  par  les  substitutions  de  F,  jointes  aux  F,  ne  reproduisaient 
pas  tout  le  faisceau  (F,  A,,  B|,...),  les  transformées  de  «/i*'ift>^...  par  les 
substitutions  de  L  ne  reproduiraient  pas  tout  le  faisceau  [x^,  i^b,,...).  Le 
faisceau  dérivé  de  ces  transformées  ne  serait  donc  pas  transitif.  Le  groupe 
("i^,,  DLf,...,  L),  dont  les  substitutions  lui  sont  permutables,  ne  serait  pas 
primitif  (53),  et  L  ne  serait  pas  primaire»  contrairement  à  notre  con- 
struction. Les  substitutions  de  M  seraient  donc  échangeables,  aux  F  près, 
à  A|,  B|,...,  et  le  groupe  A  formé  par  leurs  premières  corrélatives  ne  con- 
tiendrait d'autre  substitution  que  l'unité  :  résultat  absurde  (592). 
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Cela  posé,  la  substitution  T-MJ^^TU  appartiendra  évidemment  au  fais- 
ceau (Â,,  Bo*..)  et  non  au  faisceau  F.  Or  celles  des  substitutions  de  G  qui 
ne  déplacent  pas  les  systèmes  sont  transformées  par  toute  substitution  de  T 
en  substitutions  qui  appartiennent  k  G  et  ne  déplacent  pas  les  systèmes; 
elles  forment  donc  un  groupe  permutable  à  toute  substitution  de  F;  ce 
groupe,  contenant  T,  contiendra  T~'.U"*TU,  et  ses  transformées  par  les 
substitutions  de  F.  Mais  ces  transformées,  jointes  aux  substitutions  de  F, 
lesquelles  ne  déplacent  pas  les  systèmes,  reproduisent  tout  le  faisceau 
(F,  A|,  B,,...).  Donc  A,,  B,  ne  déplacent  pas  ces  systèmes,  contrairement  à 
notre  hypothèse  :  absurdité  d'où  résulte  la  vérité  du  théorème. 

734.  Problème.  —  Soit  h  un  groupe  résoluble  primaire  et  décomposable. 
On  demande  de  déterminer  des  systèmes  de  fonctions  des  indices  ç,  9', ...  tels  : 
1°  que  toutes  les  fonctions  linéairement  formées  de  celles  d'un  même  système 
appartiennent  également  à  ce  systèirpe,  et  soient  essentiellement  distinctes  de 
celles  qui  dérivent  des  fonctions  des  autres  systèmes;  2^  que  les  fonctions  de 
chaque  système  dépendent  linéairement  d'un  même  nombre  de  fonctions  dis- 
tinctes; 3**  que  le  nombre  total  de  ces  fonctions  distinctes  soit  égal  à  celui  des 
indices;  4°  que  chaque  substitution  de  L  remplace  les  fonctions  d'un  même  sys- 
tème par  celles  d'un  même  système. 

Le  groupe  L  étant  formé  d'après  notre  méthode  (688-693),  les  indices 
s'y  répartissent  en  systèmes  2o,  2|,...,  et  L  résulte  de  la  combinaison  d'un 
groupe  D,  dont  les  substitutions  peiinulent  les  systèmes  d'un  mouvement 
d'ensemble,  avec  un  groupe  Fo  dont  les  substitutions  n'altèrent  que  les  in- 
dices du  premier  système.  Cela  posé,  chacune  des  fonctions  9,...  contenues 
datfs  les  nouveaux  systèmes  cherchés  s,  s',...  est  une  fonction  des  indices 
des  systèmes  anciens  1q,  Z«,.... 

735.  Proposition  L  —  Vûne  au  moins  des  fonctions  ç),.,.  s'exprimera  au 
moyen  des  indices  d'un  seul  des  systèmes  2©,  2|,.... 

Soit  en  effet  9  une  de  ces  fonctions,  choisie  de  telle  sorte  que  le  nombre  m 
des  systèmes  de  la  suite  2o»  ^i»--*  dont  les  indices  figurent  dans  son  expres- 
sion soit  minimum.  Soit  9  =  9^4- 90-+"  ?«-♦"•••»  9a»  ?*»  ?!:»•••  étant  des  fonc- 
tions partielles  formées  chacune  avec  les  indices  d'un  seul  de  ces  systèmes. 
Soient  9,  9',...  les  transformées  de  9  par  celles  des  substitutions  de  L  qui 
altèrent  une  ou  plusieurs  des  fonctions  9^,  (fe^...  sans  cependant  déplacer 
les  systèmes  correspondants  2^,  2c>--  ^t  sans  altérer  9^;  chaque  substitu- 
tion de  L  remplaçant  les  fonctions  de  chacun  des  systèmes  s,  s',...  par  celles 
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(le  Fun  de  ces  systèmes,  chacune  des  fondions  9,  9',...  appartiendra  à  l'un 
de  ces  systèmes.  D'ailleurs  deux  transformées  non  identiques  ç'  et  ç"  ne 
peuvent  appartenir  au  même  système  s';  car  ce  système  contiendrait  9'— ?"• 
qui  s'exprime  au  moyen  des  indices  des  m—  i  systèmes  2^,  2c,...;  /w  ne 
serait  donc  pas  le  minimum  supposé. 

Cela  posé,  soient  r^  le  groupe  analogue  à  r©  formé  par  celles  des  substi- 
tutions de  L  qui  n'altèrent  que  les  indices  du  système  2^;  F^,  G^  son  pre- 
mier et  son  second  faisceau.  Soient  v  le  nombre  des  séries  de  2^,  jj.  le  nombre 
d'indices  de  chacune  d'elles.  Enfin  désignons  par  ip^a*  <Pb^f"  l^s  fonctions 
partielles  formées  par  ceux  des  termes  de  y^  qui  contiennent  respectivement 
les  indices  de  la  a -h  i'^'"*  série,  de  la  ^  -+-  i'^'"*,  etc.  Les  diverses  substitu- 
tions de  G*  n'allèrent  pas  9^»  Ço---»  et  transforment  ç»^»  en  une  suile  de 
fonctions  analogues  9^»,  9'^,,...  parmi  lesquelles  il  en  est  fx  de  distinctes  (732). 
Les^^—  I  substitutions  de  F^  multipliant  d'ailleurs  ces  fonctions  par/?"—  i 
facteurs  tous  différents,  la  suite  9^»,  y^af»  contiendra  au  moins  ii{p*—i) 
fonctions    non    identiques.    A  fortiori,    la    suite    9^  =  y^a  -h  y^p  4-  . . . , 

(pi,  =  fi,^-^fi^-\' des  transformées  de  fi,  par  les  substitutions  de  G^ 

contiendra  au  moins  (i{p^—  1)  fonctions  non  identiques. 

On  voit  de  même  que  les  substitutions  de  G^  n'altèrent  pas  9^,  tp^»*--  et 
transforment  <pc  en  une  suite  de  fonctions  parmi  lesquelles  iiip'—i)  au 
moins  ne  sont  pas  identiques,  etc.  Donc  la  suite  des  transformées  de  9  par 
les  substitutions  de  (G^,  G^,...)  contiendra  au  moins  [|x(p''—  i)]*""*  fonc- 
tions non  identiques;  ces  fonctions,  appartenant  à  des  systèmes  différents 
s,  a',...  seront  distinctes  :  mais  elles  dépendent  toutes  de  fa  et  des  indices 
de  2^,  2c,...,  fonctions  dont  le  nombre  est  i  +  (m  —  i)fxv.  On  aura  donc 
l'inégalité  • 

laquelle  est  absurde  si  m>i,  à  moins  qu'on  n'ait  /w  =  2,  //.=  !,  avec 
p  =  2,  V  =  2,  ou  avec  /?  =:=  3,  v  =  i . 

736.  Étudions  ces  cas  d'exception,  et  d'abord  celui  où  ^  =  2,  v  ==  2. 
Soient  ^0»  ^1  et  j„,  y,  les  indices  des  deux  systèmes  2o,  2,  qui  figurent 
dans  l'expression  de  9,  et  soit  <p  =  ax^-h  bx^  -h  c/o-f-  dy^  ;  soit  enfin  g  une 
racine  primitive  de  la  congruence  ^'^^t  (mod.  2)  :  L  conlient  les  substi- 
tutions 

C  =  I  aro,  ^.,  r^  Jit .  •  .  gx^f  ff'^i,  r«,  Ji, . . .  I  < 
C  =:  I  jTo,  ^„  y\,  ^Ti» .  •  •  «•,  ^1,  gy\,  g'Xt, ...  I» 
"  ~-^  L^»>  •^•>  y^^f  X^t  '  '  '    '*^'>  ^«»  .7«*  J^i>  •  •  •  1  • 


^3    ^^ 
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Les  transformées  de  tp  par  les  neuf  substitutions  dérivées  de  C,  C  forment 
neuf  fonctions  non  équivalentes,  appartenant  chacune  à  l'un  des  systèmes 
cherchés  s,  s',....  Ne  contenant  d'ailleurs  que  quatre  indices,  elles  ne  peu- 
vent être  distinc^tes.  Donc  deux  d'entre  elles  au  moins  appartiennent  au 
même  système;  et  de  leur  combinaison  on  déduira  une  nouvelle  fonction  ^ 
appartenant  k  ce  même  système,  et  ne  contenant  plus  que  trois  des  indices 
^ot  ^o  7o>  Jf  Soit  par  exemple  f^^^^t  -f- 7 Jo -^- «^ Ji  •  f-^s  transformées 
de  y  par  les  six  substitutions  dérivées  de  C  et  de  E  fourniront  six  fonctions 
non  équivalentes,  des  trois  quantités  a?o,  ^i,  77o-+-^Ji-  Ces  fonctions  ne 
peuvent  donc  être  distinctes;  donc  deux  au  moins  d'entre  elles  appartiennent 
à  un  même  système  s.  Leur  différence  appartient  à  ce  système  et  ne  con- 
tient que  les  indices  de  1q.  Donc  m  =  2  n'était  pas  le  minimum  supposé. 

737.  Soit  maintenant /?==:  3,  v=i.  Soient  a?,  y,...  les  divers  indices; 
L  s'obtiendra  en  combinant  les  substitutions 

C=|ar,  j, ...     —  ar, ^, ...|,  C'  =  |a:,  j, ...     ^,  —  j, ...  |,. ..     (niod.3) 

avec  un  groupe  D,  dont  les  substitutions  permutent  les  indices  x,  7,.... 

La  fonction  9,  étant,  par  hypothèse,  une  fonction  des  indices  œ,  y  de 
deux  systèmes  seulement,  sera  égale,  sauf  un  facteur  constant  qui  est  indif- 
férent, à  x±y.  Cette  fonction  et  sa  transformée  par  C,  9'  =  a?  qr  j,  appar- 
tiendront à  deux  systèmes  différents  de  la  suite  s,  s',...;  car  si  5  les  conte- 
nait toutes  deux,  il  contiendrait  9  —  9',  qui  ne  renferme  qu'un  seul  indice; 
m=  2  ne  serait  donc  pas  le  minimum  supposé. 

Soit  T  une  substitution  de  D  qui  remplace  x  par  y\  elle  remplacera  y 
par  X.  Car  supposons  qu'elle  remplace  y  par  js,  z  par  w,...,  v  par  x\  elle 
permutera  circulairement  les  fonctions  x  —  y^  J—^»  z  —  u,.,.,  v  —  x. 
Soient  §0*  Sn-**  ceux  des  systèmes  de  la  suite  s,  s',...  auxquels  appar- 
tiennent ces  fonctions;  5^  le  premier  des  systèmes  de  eette  suite  qui  se  con- 
.  fonde  avec  Sq.  Les  systèmes  So>  s,,...,  «r-i  seront  tous  différents  :  car  si  Ton 
avait  Sa  =  Sp,  les  substitutions  T*  et  T^  remplaceraient  So  par  un  même  sys- 
tème s»;  TP~*  laisserait  donc  5©  invariable;  on  aurait  donc  «p_a  =  So>  contre 
l'hypothèse,  p  — «étant  <r.  Il  est  évident  d'ailleurs  qu'à  partir  de  «^  on 
retombera  périodiquement  sur  les  mêmes  systèmes. 

On  aura  nécessairement  r=  i  :  car  dans  le  cas  contraire,  celles  des  fonc- 
tions de  la  suite  x-^y,  y  —  z,...  qui  appartiennent  à  un  même  système, 
n'étant  pas  conliguès,  sont  formées  d'indices  différents  et  par  suite  dis- 
tinctes. D*aitleurs  les  fonctions  de  systèmes  différents  sont  distinctes  :  donc 

7a. 
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toutes  ces  fonctions  seraient  distinctes  :  résultat  absurde,  car  leur  somme 
est  nulle. 

Les  fonctions  x—y^y  —  z,  z  —  u,...  appartiennent  donc  au  système  s©- 
Leurs  transformées  X'\-y,  —-y  —  z^  z  —  u^...  par  C  appartiennent  à  un 
même  système;  résultat  absurde;  car  z  —  u  appartient  à  So»  et  x  -{-y  ne  lui 
appartient  pas. 

Donc  T  remplace 7  para?,  comme  nous  l'avons  annoncé. 

738.  Cela  posé,  soient  a/  un  autre  indice  quelconque,  U'  une  substitution 
de  D  qui  remplace  x  par  a?'  et  y  par  un  autre  indice  y'  :  elle  remplace  x  -h y 
et  x—y  par  x'-hy'  et  x!—y\  lesquelles  fonctions  appartiendront  chacune 
à  l'un  des  systèmes  s,  s',...  et  non  au  même.  Donc  parmi  les  quatre  fonc- 
tions ci-dessus  deux  au  plus  pourront  appartenir  au  même  système,  et  ces 
deux  fonctions  différeront  au  moins  par  un  de  leurs  indices.  Donc  les  quatre 
fonctions  sont  distinctes  :  doncjK'  diffère  de  x  et  dej. 

Toute  substitution  de  D  qui  remplace  x  par  x'  ou  y'  remplace  j  par  j' 
ou  x' .  Car  s'il  existait  une  substitution  V  remplaçant  a?,  y  par  x\  y'\  elle 
remplacerait  x-hy  et  x—y  par  a/ -h  j"  et  a?'— y",  qui  appartiendraient  à 
deux  systèmes  différents.  Comparons  maintenant  les  quatre  fonctions 
x'dty\  od ±iy"  \  si  deux  d'entre  elles  appartiennent  au  même  système,  elles 
différeront  par  un  indice  au  moins;  ces  quatre  fonctions  sont  donc  dis- 
tinctes; résultat  absurde,  car  elles  ne  dépendent  que  de  trois  indices. 

Soient  x"  un  autre  indice,  U"  une  substitution  qui  remplace  a?,  y  par  x\ 
y"\y"  différera,  comme  on  vient  de  le  voir,  de  x,y,  x\y'\  et  toute  substi- 
tution de  D  qui  remplace  x  par  x"  ou  y"  remplacera  y  par  j"  ou  x" .  Con- 
tinuant ainsi,  on  voit  qu'on  peut  grouper  les  indices  deux  à  deux  en  hyper- 
systèmes  a;,  y\  x\  y';...  tels,  que  chaque  substitution  de  D  remplace  les 
indices  d'un  hypersystème  par  ceux  d'un  même  hypersystèmc.  Mais  cela 
est  inadmissible  :  car  ou  a  déjà  /?  =  3,  v  =  i;  et  cette  combinaison  d'hypo- 
thèses nous  ferait  rentrer  dans  l'un  des  cas  exclus  (702). 

739.  Soit  donc  ©<  une  fonction  dont  l'expression  ne  contienne  que  les 
indices  d'un  seul  des  systèmes  2o»  2,,...,  ceux  de  2o  P'^^ï*  exemple;  et  soits 
celui  des  systèmes  cherchés  qui  contient  (pi;  on  aura  la  proposition  sui- 
vante : 

Proposition  II.  —  Toute  fonction  formée  avec  les  indices  de  1^  seiu  l'une 
des  fonctions  de  s. 

En  effet,  les  fonctions  communes  à  2o  et  à  d  dérivent  d'un  certain  nombre 
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de  foDCtions  9^1,...,  (pn-  Si  ces  fondions  sont  en  nombre  égal  aux  indices 
de  2o,  la  proposition  est  démontrée.  Dans  le  cas  contraire,  le  groupe  Fo 
étant  primaire,  Tune  de  ses  substitutions  T  remplacerait  9,  par  une  fonc- 
tion rp\  distincte  des  précédentes.  Les  fonctions  ^j,...,  (p'„  par  lesquelles  T 
remplace  ^i,-...,  fn  sont  distinctes  entre  elles;  de  plus  elles  appartiennent 
au  système  »'  que  T  fait  succéder  à  s,  lequel  diffère  de  8  puisque  9,  n'ap- 
partient pas  à  5.  Donc  les  fonctions  91,...,  9,,,  y'i»....  (p„  sont  distinctes. 
D'ailleurs  S'  ne  contient  aucune  fonction  dérivée  des  indices  de  2o,  sauf 
9'j,...,  9'„  et  leurs  dérivées  :  car  s'il  en  contenait  une  y^+j,  8,  que  T"*  fait 
succéder  à  s',  contiendrait  sa  transformée  (pn^t  par  T""*,  laquelle  serait  dis- 
tincte de  9,,...,  9/1. 

Si  2«  contient  plus  de  2n  indices,  r«  contiendra  une  autre  substitution  U 
qui  remplace  90...,  9^  par  d'autres  fonctions  9',...,  9^,  distinctes  entre 
elles,  distinctes  des  précédentes,  et  appartenant  à  un  nouveau  système  s". 
Continuant  ainsi,  on  voit  que  le  nombre  des  indices  de  Iq  est  un  multiple 
de  n,  tel  que  mn,  et  qu'on  peut  déterminer  m  systèmes  s,  s',...  ayant  cha- 
cun* n  fonctions  distinctes  communes  avec  Iq.  Toutes  les  fonctions  des  in- 
dices de  2o  pouvant  évidemment  résulter  de  la  combinaison  de  ces  mn  fonc- 
tions, aucune  d'elles  ne  pourra  appartenir  à  un  système  autre  que  les  m 
précédents. 

Cela  posé,  soit  Y  une  substitution  quelconque  de  r«.  Ne  déplaçant  pas" le 
système  lo,  elle  permutera  ensemble  les  systèmes  s,  s\...  qui  ont  avec  lui 
des  fonctions  communes.  Si  elle  remplace  par  exemple  s  par  $\  elle  rem- 
placera les  fonctions  91,...,  9»  communes  à  Zq  ^t  à  s  par  des  fonctions  com- 
munes à  2o  et  à  s\  c'est-à-dire  par  des  fonctions  linéaires  de  9^,...,  (p„ .  Le 
groupe  To  serait  donc  décomposable,  ce  qui  ne  peut  être  (730)/ 

740.  La  solution  du  problème  proposé  est  maintenant  facile.  Soient  T 
une  substitution  quelconque  de  D;  2|  et  ê'  les  systèmes  qu'elle  fait  respec- 
tivement succéder  à  2e  ^t  à  s  :  les  indices  de  2,  et  leurs  fonctions  linéaires 
appartiendront  à  s\  Donc  chacun  des  systèmes  s,  s\...  est  formé  par  les 
indices  d'un  ou  de  plusieurs  des  systèmes  lo,  2f,...  (joints  aux  fonctions 
qui  en  dérivent  linéairement). 

Si  s  ne  contient  que  les  indices  d'un  seul  système  2o,  chacun  des  sys- 
tèmes $,  s\...  sera  de  même  formé  par  les  indices  de  l'un  des  systèmes  2o, 
2|,....  Supposons  au  contraire  que  s  contienne  les  indices  de  plusieurs  des 
systèmes  2o»  ^o--**  Admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  groupe  D  dont 
les  substitutions  permutent  entre  eux  les  X  systèmes  l^,»  2,,...  corresponde 
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à  la  décomposition  'k  =  qq'q'\..,  et  soient  A,  A',  A",...  les  groupes  partiels 
de  la  combinaison  desquels  il  est  formé.  Supposons  enfin  que  dans  la  suite 
des  groupes  (A,  A',  A'',...),  (A',  A",...),  (A",...),...  le  groupe  (A',  A",...)  soit 
le  dernier  qui  jouisse  de  la  propriété  de  déplacer  tous  les  systèmes  dont  les 
indices  sont  contenus  dans  s.  Soient  2^^  Tun  de  ces  systèmes;  2||,...,  2„, 
ceux  que  les  substitutions  de  (A",...)  permutent  avec  lui;  les  indices  de 
tous  ces  systèmes  sont  contenus  dans  s.  En  effet  s  contient,  par  hypothèse, 
les  indices  d'un  système  2'  que  les  substitutions  de  (A*,...)  ne  déplacent 
pas:  donc  ces  substitutions  ne  déplacent  pas  s;  donc  les  indices  des  sys- 
tèmes lu 9... y  2„i,  qu'elles  font  succéder  à  ceux  de  2,,,  qui  sont  contenus 
dans  s,  le  seront  également. 

Cela  posé,  considérons  celles  des  substitutions  du  groupe  (A',  A'\...)  qui 
ne  déplacent  pas  s;  elles  permutent  Thypersysième  S,  formé  des  systèmes 
2|,,...,  2„,  avec  d'autres  hypersystèmes  analogues,  S|,  Sa,...,  S^  dont  tous 
les  indices  seront  contenus  dans  s.  Si  parmi  les  systèmes  que  ce  groupe  dé- 
place il  en  existe  un  2,2  dont  les  indices  ne  soient  pas  contenus  dans  S,  la 
substitution  T  du  groupe  (A',  A",...)  qui  le  fait  succéder  à  2,,  fera  succéder 
à  S,,...,  Sa  des  hypersystèmes  S'^,...,  S',,  différents  des  précédents  (car 
leurs  indices  appartiennent  au  système  s  que  T  fait  succéder  à  s).  S'il  existe 
encore  quelque  autre  système  2|8  que  (A',  A",...)  déplace,  ses  indices  ne 
pourront  appartenir  à  s';  car  ceux  du  système  auquel  T  le  fait  succéder  ap- 
partiendraient à  s,  ce  qui  ne  peut  être,  ce  système  n'étant  pas  contenu  dans 
la  suite  S,,...,  Sa.  Cela  posé,  soit  U  la  substitution  de  (A',  A",...)  qui  fait 
succéder  2,3  à  2,,;  elle  fera  succéder  à  S|,...,  Sa  des  hypersystèmes S'j,..., 
S^  dont  les  indices  appartiennent  à  un  nouveau  système  s''. Continuant  ainsi, 
on  voit  qu'on  peut  grouper  les  hypersystèmes  que  (A',  A",...)  permute  entre 
eux  en  classes,  formées  chacune  de  a  hypersystèmes.  Les  hypersystèmes 
d'une  même  classe  jouiront  d'ailleurs  de  la  propriété  d'être  remplacés  par 
ceux  d'une  même  classe  dans  toutes  les  substitutions  de  A'.  Car  si  une  de 
ces  substitutions  fait  succéder  S^^  par  exemple,  à  S|,  elle  fait  succéder  $' 
à  8,  et  par  suite  la  classe  d'hypersyslèmes  que  contient  §'  à  celle  que  con- 
tient S.  Ce  résultat  est  inadmissible.  A'  permutant  primitivement  les  hyper- 
systèmes, par  construction. 

Donc  les  hypersystèmes  S|,  Sa,...,  S»  sont  les  seuls  que  A'  permuie  entre 
eux  :  donc  s  est  formé  par  l'ensemble  des  fonctions  linéaires  des  indices 
qu'altèrent  les  substitutions  du  groupe  (A\  A",...,  r©). 

741 .  Tbéorkme.  —  Le  théorème  B  est  vrai,  si  4^  est  decomposable. 
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Supposons  en  effet  que  L  fût  contenu  dans  4^ .  Ce  dernier  groupe  résulte 
de  la  combinaison  de  deux  autres;  Tun  (D  dont  les  substitutions  permutent 
les  systèmes;  l'autre  ^0,  dont  les  substitutions  n'altèrent  que  les  indices  du 
premier  système.  Chaque  substitution  de  4^,  et  par  suite  chaque  substitution 
de  L,  fait  succéder  à  Tensenible  des  fonctions  linéaires  des  indices  de  chaque 
système  l'ensemble  des  fonctions  linéaires  des  indices  d'un  même  système. 
Soient  d'autre  part  D  =  (A,  A',  A'',...)  et  F©  les  deux  groupes  dont  la  com- 
binaison forme  L»  supposé  décomposable  pour  plus  de  généralité.  Nous 
avons  vu,  en  résolvant  le  problème  précédent,  quelles  sont  les  diverses  ma- 
nières de  déterminer  des  systèmes  de  fonctions  jouissant  de  la  propriété  ci- 
dessus.  Quel  que  soit  celui  de  ces  modes  de  détermination  que  l'on  adopte, 
L  sera  toujours  dérivé  de  deux  groupes  partiels,  dont  l'un,  qui  sera  par 
exemple  (A',  A'",...,  r^),  n'altère  que  les  fonctions  du  premier  système, 
tandis  que  Tautre,  A,  permute  les  systèmes  entre  eux. 

Il  est  clair  que  (D  et  §^  contiendront  respectivement  A* et  (A',  A",...,  Tq). 
Mais  cela  ne  peut  avoir  lieu  que  si  ces  groupes  sont  respectivement  pareils; 
car  ils  sont  de  degrés  moindres  que  ^,  et  les  théorèmes  A  et  B  leur  seront 
applicables,  par  hypothèse.  Mais  alors  4;^  et  L  seront  eux-mêmes  pareils; 
donc  le  théorème  B  sera  vrai. 

Cas  où  ^  est  indécomposable. 

742.  Définition.  —  Soit  L  un  groupe  résoluble  décomposable,  contenu  ou 
non  dans  le  groupe  abélien  (dans  l'un  des  groupes  hypoabéliens),  et  con- 
struit par  notre  méthode,  à  l'aide  de  deux  groupes  D  et  Fo,  ce  dernier  étant 
indécomposable.  Soient  F«  le  premier  faisceau  de  Fo;  F,,  F,,...  ses  trans- 
formés par  les  substitutions  de  D.  Le  faisceau  (Fo,  Fo**-)  ^^ra  dît  le  premier 
faisceau  deL. 

Si  L  était  un  groupe  complexe,  résultant  de  la  fusion  de  groupes  pri- 
maires L\  L\...  (712),  on  considérerait  son  premier  faisceau  comme  formé 
de  la  combinaison  des  premiers  faisceaux  de  L\  L",.... 

7i3.  Théorème.  —  Un  grotte  primaire  L  ne  peut  être  contenu  dans  un 
groupe  primaire  et  indécomposable  J^que  si  son  premier  faisceau  F  contient  f^ 
premier  faisceau  de  j^, 

La  démonstration  est  fondée  sur  le  lemme  suivant  : 

Lumme  L  —  Soient  C,  E  deux  substitutions  quelconques  de  L;  C~*  E~^CE 
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sera  échangeable  aux  substitutions  de  i.  En  effet»  C  et  E  appartenant  à  L,  et 
par  suite  à  4^,  seront  de  la  forme  $^^,  $  étant  la  substitution  qui  remplace 
chaque  indice  de  ^par  son  conjugué  de  la  série  suivante»  et  ^  une  substi- 
tution qui  ne  déplace  pas  les  séries  (555);  C~~*  E~~*CE  ne  déplaçant  pas  les 
séries,  sera  échangeable  aux  substitutions  de  S. 

Si  C  est  échangeable  aux  substitutions  de  cf,  C~~*  et  par  suite  E~*CE  le 
seront. 

744.  Cela  posé,  admettons  que  les  indices  de  L  forment  \  systèmes,  con- 
tenant chacun  v  séries,  contenant  chacune  [l  indices.  Soient  D,  Fq  les  deux 
groupes  dont  L  est  dérivé;  F©  lepremier  faisceau  de  F©;  Fo,F,,...,  ses  trans- 
formés par  les  substitutions  de  D;  F=  (Fq,  F|,...)  le  premier  faisceau  de  L. 

Soit  enfin  g  une  racine  primitive  de  la  congruence  g^^"^  ^  i  (mod./?)  :  F^  con- 
tiendra la  substitution  g^^  qui  multiplie  par  ^''Mes  indices  de  la  r-hi'^'"*  sé- 
rie du  /  -f- 1'^'"*  système,  sans  altérer  les  indices  des  autres  systèmes. 

745.  Le  Al  ME  II.  —  Toute  substitution  (p  appartenant  à  §  remplacera  chacun 
des  indices  de  L  par  une  fonction  de  ceux  de  la  même  série. 

Soit  d'abord  X>i.  D  contient  une  substitution  d  qui  fait  succéder  le 
g_^^ième  système  au  /-hi'^'"*.  Si  l'on  pose  0  =  ^^,,  E  =  rf,  il  viendra 
Çr^  ¥r^  Œ  =  gT gt'  Cette  substitution  multiplie  les  indices  de  Iar4-i'^'"' 
série  du  5  h-  i'^'"*  système  par  g"^'',  ceux  de  la  p  h-  i'^'"*^  série  du  /-+- 1'^*"*  sys- 
tème par  g^^  et  laisse  invariables  les  indices  des  autres  systèmes.  La  substitu- 
tion ffy  qui  lui  est  échangeable,  remplace  chaque  indice  par  une  fonction  de 
ceux-là  seulement  que  g7^ gt  multiplie  par  un  même  facteur.  Or  les  facteurs 

des  formes  g~^  et  g'*^  diffèrent  de  Tuniié,  et  sont  en  général  différents.  Car 
si  l'on  avait  g^ ^^ g^"  [moA. p)^  on  en  déduirait  g^^^'^  i,  relation  absurde, 
/>P  —  ;?^  étant  </>"—  i.  Si  d'autre  part  on  avait  g"'^^ gP\  on  en  déduirait 
gp^ iP^'-^^i=P_  i  (mod./?),  d'où  />P-^-f-i^o(mod./?''— 1).  Cette  relation  est 
impossible  en  général;  car  p  et  r  étant  <v, /?P"^-hi  sera  <^''— i,  à  moins 
qu'on  n'ait  a  la  fois  /?  =  2,  v  =  2,  p— r=i,  ou/>  =  3,  v=i,  p  —  r  =  o. 
[On  a/?^>  2  (555)].  Laissant  provisoirement  de  côté  tes  deux  cas  d'excep- 
tion, il  est  donc  établi  en  général  que  9  remplace  les  indices  d'une  série 
quelconque  du  /-f- 1'^'"*  système  par  une  fonction  de  ces  seuls  indices.  Le 
lemme  est  donc  démontré. 

Il  serait  encore  vrai,  même  dans  les  cas  d'exception  que  nous  avons  si- 
gnalés, si  l'on  avait  X  >  2.  Car  nous  avons  établi  que  7  remplace  les  indices 
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(1«  chaque  série  du  /-h  i'^"^  système  par  des  fonctions  qui  ne  peuvent  con- 
tenir que  les  indices  de  cette  série,  et  ceux  du  ^-h  i'^*"*  système.  On  verrait 
de  même  que  ces  fonctions  ne  peuvent  contenir,  avec  les  indices  de  la  série 
considérée,  que  ceux  du  ^'-+-  i'^*"*  système,  s'  étant  différent  de  s  et  de  /. 
Donc  ces  fonctions  ne  peuvent  contenir  que  les  indices  de  la  série  considérée. 

746.  Soit  maintenant  X  =  i.  Ce  cas  se  subdivise  en  trois  autres  :  i^  celui 
où  v  =  ï,  dans  lequel  le  lemmc  devient  évident;  2°  celui  où  v  =  2,  que  nous 
réserverons;  3*^  celui  où  v>  2,  que  nous  allons  traiter. 

Les  substitutions  de  L  sont  de  la  forme  P^Q,  Q  étant  une  substitution  qui 
ne  déplace  pas  les  séries,  et  P  la  substitution  qui  remplace  chaque  indice 
par  son  conjugué  de  la  série  suivante  (555);  d'ailleurs,  parmi  les  substi- 
tutions de  L,  il  en  est  toujours  une  S  dans  laquelle  on  ail  p  =  2.  En  effet, 
si  II  était  égal  à  1,  L  contiendrait  la  substitution  P  et  son  carré  P'.  Soit  au  • 
contraire  /x>  i  :  chacun  des  groupes  auxiliaires  qui  servent  à  construire  L 
contient  la  substitution  qui  multiplie  tous  les  indices  par/?,  et  les  exposants 
d'échange  par/?'.  Ces  substitutions,  associées  ensemble,  seront  les  corréla- 
tives d'une  substitution  de  L,  laquelle  sera  de  la  forme  P^Q.  Posons  C  =  g^o» 
E  =  S;  C"*  E""*  CE  =  C'^~*  sera  échangeable  à  9.  Donc  f  remplace  les  indices 

de  la  r-h  i'^'"*  série,  que  C"*  multiplie  par  g^^^"^^^^  par  des  fonctions  des 
indices  que  cette  substitution  multiplie  par  le  même  facteur.  Or  un  indice 
appartenant  à  une  autre  série,  telle  que  la  p  + 1^^'"'',  ne  peut  être  multiplié 
par  le  même  facteur  :  car  si  Ton  avait 

g{p^-i)p'=gip'-^)P^    (mod./»), 
on  aurait 

(p^—  i)p'  =  {p'—  \)p%     d'où     {/>»—  i)(p^-'—  i)so    (mod.p^—  i), 

relation  absurde  :  car  si  p  — r<v  — i,  (/>^  —  1  )  (/^^"'^  ""  0  ^^^^  </''"-"n 
et  si  p  —  r  =  V  —  I ,  on  aura 

(p*— 0(/^'"'  — 0  =  —  ;>'"'  — P'H-P  + *    (mod./?^— i), 
congruence  dont  le  second  membre  est  négatif  et  </>^—  !• 

747.  La  démonstration  du  théorème  proposé  est  maintenant  facile.  Sup- 
posons, pour  plus  de  généralité,  /x>i,  et  soient  A,,  B,,...,  A'|,  B'^,...  les 
doubles  suites  qui,  combinées  à  Fo,  reproduisent  Go,  second  faisceau  de  Fo. 
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Ce  groupe  contient  au  moins  une  substitution  S  qui  ne  soit  pas  échangeable 
à  A,  aux  Fo  près.  Posons  C  =  A|,  E  =  S.  La  substitution  C~'  E""'  CE  sera  de 
la  forme/A*' BJ\.., /étant  une  substitution  de  Fo,  et  a,,  jS,,...  n'étant  pas 
tous  nuls.  Les  transformées  de  cette  substitution,  combinées  entre  elles, 
fournissent  une  substitution  de  la  forme /Al'B|'. . .,  quels  que  soient  7i> 
(fi,...;  car  ces  transformées,  jointes  aux  substitutions  de  Fo  qui  leur  sont 
échangeables,  doivent  reproduire  tout  le  faisceau  (Fo,  A|,  B|,...)  (733). 

Cela  posé,  9  est  le  produit  de  substitutions  partielles  fo*  9if-,  altérant 

respectivement  les  indices  du  premier  système,  du  second,  etc.  D^ailleurs^, 

et  par  suite  fo»  «st  échangeable  à  C~*  E""*  CE  et  à  ses  transformées  des  formes 

/Aî'Bf* (743).  De  même,  y©  sera  échangeable  à  des  substitutions  de 

la  forme /A'i^'  B',^»...,  quels  que  soient  y^,  cT, ,...  (733). 

Supposons  les  indices  indépendants  choisis  de  manière  à  ramener  simul- 
tanément à  la  forme  canonique  les  substitutions  des  formes /A, ,...,/A'j,... 
auxquelles  f  0  ^st  échangeable.  Soient  x^  xf  deux  indices  quelconques  d'une 
même  série.  L'une  au  moins  des  substitutions /A|,..., /A'j,...  les  multi- 
pliera par  un  facteur  constant  différent.  Donc  la  fonction  par  laquelle  fo 
remplace  x  ne  contient  pas  x\  Donc  f  0  multiplie  chaque  indice  par  un  fac- 
teur constant.  Pour  que  f 0  soit  échangeable  à  une  substitution  de  chacune 
des  formes/B,,...,/B'|,...,  il  faudra  en  outre  que  ce  facteur  soit  le  même 
pour  tous  les  indices  d*une  même  série.  Donc  fo  appartiendra  à  Fo;  de 
même  f,  appartiendra  à  F,;  etc.  Enfin  f  =  fof|...  appartiendra  à 
r  =  ^f  0»  ** If  •)• 

748.  Passons  à  l'examen  des  cas  réservés.  Soit  d'abord  ).  =  1,  v  =  2;  et 
supposons  fji>  I  pour  plus  de  généralité.  Soient  or,  x\...  les  indices  de  la 
première  série,  a?,,  a?',,...  leurs  conjugués.  On  voit,  comme  au  numéro  pré- 
cédent, que  la  fonction  que  f  fait  succéder  à  j?  ne  contient  aucun  des  autres 
indices  a?',...  de  la  première  série.  On  voit  de  même  que  cette  fonction  ne 
peut  contenir  qu'un  seul  des  indices  de  la  seconde  série.  Soit  ^\  cet  indice; 
il  est  clair  que  la  fonction  par  laquelle  f  remplace  x^  ne  contiendra  de 
même  que  x  et  x^ .  On  aura  donc 

La  substitution  g^^  définie  comme  au  n^  744ji  appartient  à  F»  et  par  suite 
à  4^.  Elle  est  donc  permutable  à  ^.  La  substitution  gô^fgo  appartiendra 
donc  à  ^,  et  sera  par  suite  échangeable  à  f ,  ce  qui  donne  les  relations  de 
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condition 

g^-prm  =  <rP-U'm,       d'où       (gr3r/»-o —  ,)/';„  =o    {mod.p), 
(g^-i'-i)mf/~-m')=o,    (g^/'-- !)/'(/- m')  =  o    (mod.p). 

Mais  ^{p—  i)  <.p^  —  i;  flonc  g^^P-^^—  i>  o;  on  a  donc 

r/n  =  m(/— m')  =  /'(/-m')  =  o. 

L'une  au  moins  des  quantités  /',  m  est  donc  nulle.  Soit  par  exemple  /'^o. 
Si  w  n'était  pas  nul,  on  aurait  l^m\  et  9  aurait  pour  ordre  un  multiple 
àe  p.  Mais  ^  ne  peul  conlenir  aucune  semblable  substitution  (562). 

Donc  r^/w^o.  Donc  9  multiplie  chaque  indice  par  un  facteur  con- 
stant; et  Ton  peul  achever  la  démonstration  comme  au  numéro  précédent. 

749.  Soit  maintenant  X  =  2,  avec  /?  =  2,  v  =  2  ou  /?  =  3,  v  =  3.  Suppo- 
sons d'abord  fx  >  i .  Le  raisonnement  du  n"  745  montre  que  chaque  indice  x 
du  premier  système  doit  être  remplacé  dans  9  par  une  fonction  ^^  ne  con- 
tenant que  les  indices  œ,  œ\...  de  la  même  série,  et  ceux  j,  y\...  d'une 
autre  série,  appartenant  au  second  système.  On  voit  ensuite,  comme  au 

n^  747,  que  la  fonction  ^  ne  contiendra  pas  a?', Enfin,  les  transformées 

des  substitutions  des  formes /A, ,...,/A'j,...,  auxquelles  9  est  échangeable, 
par  la  substitution  qui  permute  les  deux  systèmes  sont  échangeables  à  9  : 
d'ailleurs  elles  n'allèrent  pas  a?,  et  multiplient  j^,  7'»...  par  des  facteurs 
constants.  Deux  indices  différents  de  la  suite  j,  y\...  seront  multipliés  par 
un  facteur  différent  dans  l'une  au  moins  de  ces  substitutions.  Donc  la  suite 
contiendra  tout  au  plus  un  indice  7  qu'aucune  de  ces  substitutions  n'altère, 
et  qui  par  suite  puisse  figurer  dans  la  fonction  ^.  Soit  donc  t^=mw-{-ny. 

Le  groupe  F,  formé  par  les  substitutions  de  L  qui  n'altèrent  que  les  in- 
dices j,  j"',...  contient  évidemment  une  substitution  S  qui  ne  multiplie 
pas/  par  un  simple  facteur  constant;  soient  Y,  Y',...  les  fonctions  qu'elle 
fait  succéder  à  j,  7',...:  et  soit  j=  aY-+-  a'Y'-h...,  La  substitution  S'^yS 
remplace  x  par  /wa?-f-/i(aj^-+-a'j'-h-...);  mais,  faisant  partie  de  ^,  elle 
doit  remplacer  x  par  une  fonction  de  x  et  y  seulement.  D'ailleurs  Y  ne  se 
réduisant  pas  à  j,  à  un  facteur  constant  près,  a',...  ne  peuvent  s'annuler  à 
la  fois  :  donc  n  =  o.  Le  lemme  II  se  trouve  ainsi  vérifié,  et  l'on  peut  achever 
la  démonstration  comme  précédemment. 

750.  Soit  >  =  2,  /?  =  2,  V  =  2,  /x  =  I .  On  a  quatre  indices  x,  a?,  ;  7,  y^ 
formant  quatre  séries  et  deux  systèmes.  D'après  le  n^  745,  7  sera  de  la 
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forme 

et  Ton  verra,  comme  au  n°  748,  que  m  et  /'  s^annulent. 
Enfin  le  cas  où  X  =  2,  />  =  3.  v  =  I,  /x  =  I  est  exclu  (702). 

751 .  Théorème.  —  Le  théorème  B  est  vrah  si  j^est  indécomposable. 

Choisissons  les  indices  de  manière  à  ramener  L  k  la  forme  type,  et  sup- 
posons qu'ils  se  répartissent  entre  X'  systèmes,  contenant  chacun  v'  séries, 
contenant  chacune  ii'  =  n^n'^...  indices  :  L  résultera  de  la  combinaison 
d*un  groupe  D  dont  les  substitutions  permutent  les  systèmes  avec  un  groupe 
Fo  dont  les  substitutions  n'altèrent  que  les  indices  du  premier  système. 
Soient  g'',  9,  6',...  des  racines  primitives  des  congruences 


go*  ^of  fi'o»"-  les  substitutions  qui  multiplient  respectivement  par  g'f^,  6'^, 
6''^,...  les  indices  de  la  r-f-  i'^*"*  série  du  premier  système,  en  laissant  inva- 
riables ceux  des  autres  systèmes.  Le  premier  faisceau  de  Fo.  Fo,  sera  formé 
des  puissances  de  g^;  son  second  faisceau  Go  s'obtiendra  en  combinant  à  ?« 
certaines  doubles  suites  A|»  B|,...;  A'|,  B'^,.. .;....  Soient ^q,  Fo,  g\f  F|,... 
les  transformés  de  ^q,  Fo  par  les  substitutions  de  D;  le  premier  faisceau 
de  L,  F  =  (Fo,  F,,...)  aura  ses  substitutions  de  la  forme  ^o^'S^'i "*•••»  ®' 
l'ordre  de  chacune  d'elles  divisera  p^  —i. 

D'autre  part,  si  Ton  supposait  les  indices  choisis  de  manière  à  ramener  4^ 
à  sa  forme  type,  ils  ne  formeraient  qu'un  système;  soient  vie  nombre  de 
ses  séries,  /x  =  c7^zar"^'...  le  nombre  des  indices  de  chaque  série.  Soient^, 
d,  d',...,y  des  racines  primitives  des  congruences 

Désignons  également  par  g,  d,  d',...,y  les  substitutions  qui  multiplient  les 

indices  de  la  r-hi'^'"^  série  par  ^,  i^,  &''^,...,y'^.  Le  premier  faisceau 
de  ^,  i,  est  formé  des  puissances  de  g\  son  second  faisceau  ?  s'obtiendra 
en  joignant  à  §  certaines  doubles  suites  x^^  ifli,...;  d/^,  ifl>\,...;....  Enfin  les 
substitutions  de  4^ seront  de  la  forme  ^  ^,  $  étant  la  substitution  qui  rem- 
place chaque  série  par  la  suivante,  et  ^  une  substitution  qui  ne  déplace 
plus  les  séries. 
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752.  Proposition  I.  —  L'ordre  ®  d^un  groupe  5  contenu  dans  ^el  dont 
les  substitutions  sont  échangeables  entre  elles,  ne  peut  dépasser  [i}[p^  —  i  ). 

En  effet,  supposons»  pour  plus  de  généralité,  que  5  contienne  quelque 
substitution  qui  déplace  les  séries;  il  résultera  de  la  combinaison  d'une 
semblable  substitution  $^^,  où  $  est  un  diviseur  de  v,  avec  le  groupe  H 
formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  ne  déplacent  plus  les  séries  (557); 

et  l'on  aura  (D  =  t  û,  Q,  étant  Tordre  de  H. 

Le  groupe  I  formé  par  les  premières  corrélatives  des  substitutions  de  H 
est  isomorphe  à  H.  Soit  0  son  ordre;  on  aura  il  =  OQ^f  Hf  étant  Tordre  du 
groupe  H|  formé  par  celles  des  substitutions  de  H  dont  les  premières  corré- 
latives se  réduisent  à  Tunité.  Ces  substitutions  sont  de  la  forme  e^i« J*  ift>f ' . . .  s , 
G  étant  une  substitution  qui  ne  déplace  pas  les  séries,  et  soit  échangeable 
à  X|,  iib|,....  Celles  de  ces  substitutions,  i,  S|,  t^s»--*  qtii  se  réduisent  à  la 
forme  G  forment  un  groupe  H':  soit  lî'  son  ordre.  Soient  d'autre  part 
U  =  ei,î'ifl>['...  S  une  substitution  quelconque  de  Hf  :  ce  groupe  contiendra 
évidemment  û' substitutions,  U,  U^i,  Uc^s****  dans  lesquelles  «i,  /3|,...  ont 
les  mêmes  valeurs  que  dans  U.  On  aura  donc  î2,=  o>n',  a>  étant  le  nombre 
des  systèmes  de  valeurs  que  peuvent  prendre  ««,  ^4,...  dans  les  substitu- 
tions de  Hf. 

Soit  0'  Tordre  du  groupe  V  formé  par  les  secondes  corrélatives  des  sub- 
stitutions de  H';  on  aura  de  même ù'=0'ii\,  H\  étant  Tordre  du  groupe  H'^ 
formé  par  celles  des  substitutions  de  H'  qui  ont  pour  seconde  corrélative 

Tunité.  Ces  substitutions  seront  de  la  forme  x\^"\S^\^'...^'y  s'  étant  une 
substitution  qui  ne  déplace  pas  les  séries,  et  soit  échangeable  à  Xf,  iPo,,..., 
*Cj,  ift)',,...;  et  Ton  aura  iï,  =  w'û",  w'  étant  le  nombre  de  systèmes  de  va- 
leurs que  prennent  a\,  /â'^f...  dans  les  substitutions  de  H'^,  et  12''  Tordre  du 
groupe  H''  formé  par  celles  des  substitutions  de  H'  qui  se  réduisent  à  la 
forme  6'. 
Poursuivant  ainsi,  il  viendra 

0^^  étant  Tordre  du  groupe  H^'*^  formé  par  celles  des  substitutions  de  U  qui 
sont  échangeables  à  A»,,  ift»,,...;  x\f  -^Jb'^, ...;....  Ce  dernier  groupe  est  évi- 
demment contenu  dans  #;  et  ses  substitutions,  étant  échangeables  à  *^^,  se 

réduiront  aux  puissances  de  gp^^^.  Soit  g  ^*-«  la  moindre  puissance  de  cette 
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substitution  qui  appartienne  à  H^''^  On  aura  évidemment  0^'"^  =  ^— î 

et  tO^*"^  atteindra  son  maximum/?"—  i  en  posant  d=  i,  &  =  v. 

D'autre  part,  les  substitutions  U»...  étant  échangeables  à  toutes  celles 
de  H»  les  substitutions  correspondantes 

» 

le  seront  évidemment  aux  substitutions  de  I 

I  x,,  Xt, ...     a\xi-h  c\  j,  -+-...,  i',  JT,  -h  rf',  j-,  -h  ...... .  I 

corrélatives  de  celles  de  H.  Ces  deux  sortes  de  substitutions  réunies  ensemble 
formeront  un  groupe  de  substitutions  échangeables  entre  elles  contenu  dans 
le  groupe  résoluble  et  primitif  de  degré  w^^  qui  résulte  de  la  combinaison 
dessubstitutions  éii ,  6, , . .  •  avec  le  groupe  auxiliaire  qui  correspond  à  la  double 
suite  .i.f<  iP«)|y'-  Son  ordre  Oco  .ne  pourra  par  suite  dépasser  cr^^  On  aura 
de  même  O'w'^w'^'^',  etc.,  d'où  ©^ty^^ty'*'^'...  (/?"—  i)  =  ij}[p^  —  i). 

753.  Si  les  substitutions  de  5  ri! étaient  échangeables  entre  elles  qu'aux  i 
présy  mais  qu^ elles  fussent  échangeables  à  celles  de  ^,  on  trouverait  de  même 
®  =  OwO'w'...0^'^î^jul'(/>"-i). 

754.  Proposition  II.  —  L  ne  peut  être  décomposable . 

Supposons  en  effet  X'>  i.  Le  groupe  dérivé  des  substitutions  F©,  A,,..., 
A(j,  A\f...  et  de  leurs  transformées  par  les  substitutions  de  D  a  évidemment 
pour  ordre  l^'^'ip^'—  i)^',  et  ses  substitutions  sont  échangeables  entre  elles. 
Étant  contenu  dans  L,  il  le  sera  dans  ^:  d'où  la  relation  (752) 

D'ailleurs  on  a  X'|UL'v'  =  fxv,  chacun  de  ces  deux  nombres  exprimant  le 
nombre  des  indices.  D'autre  part,  la  substitution  g  est  contenue  dans  ^et 
par  suite  dans  F;  donc  son  ordre/?"—  i  divisera  />"  —  i  (751);  donc  v  di- 
vise v'.  Soit  v'  =  *v,  d'où  jUL  =  AX'fJL':  il  viendra 

relation  évidemment  absurde,  sauf  pour  de  très-petites  valeurs  de  k,  X\  /i\ 
En  faisant  quelques  essais  et  remarquant  d'ailleurs  quep^—i  doit  élre 
>  I  (555)  et  divisible  par  tous  les  facteurs  premiers  de  fx,  on  trouvera  que 
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cette  relation  n'est  possible  que  dans  les  quatre  cas  suivants  : 

1**  ei  2"  :  )/  =  2,     /r  =r  I ,    /i^  rn:  3  ou  5; 

3«:  X'  =  3,     /f=i,    /^^  =  4,     im'=i; 

4":  ?'  =  4,     /*  =  !,    />'  =  3,     /x'=i. 

755.  Considérons  d'abord  le  troisième  cas  :  L  et  4^  ont  respectivement 
pour  ordre  1.2. 3(2. 3)'  et  3.3^(3^—1)  (3*—  3).  Donc  l'ordre  de  L  ne  divise 
pas  celui  de  4^;  donc  L  ne  peut  être  contenu  dans  4^. 

Dans  le  quatrième  cas,  L  a  pour  ordre  1.2.3.4(2.3)*.  Quant  à  4;^,  son 
ordre  sera  égal  à  2.2*^,  g  étant  l'ordre  d'un  groupe  auxiliaire  primaire 
ou  complexe,  de  degré  2*.  Ce  dernier  groupe  étant  contenu  dans  le  groupe 
linéaire,  son  ordre  divisera  (2*  ~  1)  (2*  —  2)  (2*  —  a*)  (2*  — -  2').  Ici  encore 
l'ordre  de  L  ne  divisant  pas  celui  de  4^,  L  ne  pourra  être  contenu  dans  4^. 

756.  Soit  enfin  )/  =  2,  Â:  =  i  et  />^  =  3  ou  5,  d'où  v  =  v'  =  i .  Les  facteurs 
premiers  w,  w',...,  tt,  n',...,  divisant./?—  i,  se  réduiront  à  2;  ei  les  groupes 
auxiliaires  correspondante  aux  doubles  suites  Xt,  '\a>i,...,  aCj,  aii^, ...;... 
pourront  être  fondus  en  un  seul  groupe  complexe  (712).  Cela  posé,  la  sub- 
stitution do  6st  d'ordre  2  et  appartient  à  4^;  et  sa  corrélative 

I  Xn  j\, . . .     a';  :r,  -h  6-',  7,  H- . . . ,  6',  X,  4-  rf',  /,  -h . . . , . . .  |  • 

étant  d'ordre  2,  pourra  par  un  changement  d'indices  convenable  so  mettre 
sous  une  forme  telle  que 

et  sera  échangeable  aux  substitutions  dérivées  des  substitutions  C^»  Cy,..., 
Cz,  Cy,.,.  correspondantes  aux  indices  X,  Y,...,  Z,  U,....  Soient  a,,  &i,..., 

les  substitutions  respectivement  correspondantes  à  â^i,  jf , . . .  ,  et  soit 
Cx  =  a*'èJ»...,  CY=aï'éî'. .......  Il  est  clair  que  les  substitutions  du  groupe  R 

dérivé  de  ^et  <le  ,.l,J*ifl,f'...,  *l,ï*^î*...,...  seront  échangeables  à  ô©  aux  puis- 
sances près  de  S.  Or  le  nombre  des  indices  X,  Y,...,  Z,  U,...  est  au  moins 
la  moitié  du  nombre  total.  Donc  le  nombre  des  substitutions  de  R  sera  au 
moins  égal  à  ix{p--i).  Si  toutes  ces  substitutions  ne  sont  pas  échangeables 
à  do,  elles  dériveront  de  la  combinaison  de  l'une  d'elles,  qui  transforme  6q 
en  &ôo»  avec  un  groupe  R'  de  substitutions  échangeables  à  do,  et  d'ordre 

égal  ou  supérieur  à  -  jui(/>—  i). 
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Si  $0  appartenait  à  Ç^  sa  corrélative  se  réduirait  a  l'unité;  R  et  R'  auraient 

alors  pour  ordre  [i^{p—  i)  et  -pi^(/>—  i). 

Soient  d'autre  part  lo*  ^i  l^s  deux  systèmes  d'indices  de  L  :  la  substitu- 
tion 9o  multipliant  par  —  i  les  indices  de  2^  sans  altérer  ceux  de  l^,  les 
substitutions  U,...  du  groupe  R',  qui  lui  sont  échangeables,  seront  chacune 
le  produit  de  deux  substitutions  partielles  Uo»  U|,...  altérant  respectivement 
les  indices  de  2o  et  ceux  de  2|. 

Soit  maintenant  Y  une  substitution  quelconque  de  T^;  elle  sera  échan- 
geable a  U  aux  puissances  près  de  ôo-  En  effet,  V,  appartenant  k  ^,  sera 
permutable  à  Ç;  donc  U""*  V~*  UV=U7*  V-*  U© V  appartiendra  à  ç.  Or  chaque 
substitution  de  ^,  ramenée  à  la  forme  canonique,  multiplie  la  moitié  des  in- 
dices par  I  et  l'autre  par  —  i,  ou  la  moitié  pary  et  l'autre  par  —y,  a  moins 
qu'elle  n'appartienne  h  ^,  et  ne  mqltiplie  tous  les  indices  par  un  même  fac- 
teur. Mais  Ui"*  V~*  Uo  V  laisse  invariables  tous  les  indices  de  2,;  donc  elle  mul- 
tiplie les  autres  par  un  même  facteur  dz  i ,  et  se  réduit  à  une  puissance  de  do- 
La  substitution  Uq,  étant  échangeable  aux  puissances  près  de  6q  à  A,, 
B|,...,  A'j,  B'|,...,  appartiendra  au  faisceau  Gq.  Elle  appartiendra  à  Fo;  sans 
quoi  ses  transformées  par  les  substitutions  de  Fo,  combinées  avec  Fo,  repro- 
duiraient Go  (733);  elle  ne  serait  donc  pas  échangeable  à  toutes  les  suhsti- 
tutioiis  de  Fo  aux  puissances  près  de  ^o- 

Le  groupe  isomorphe  a  R'  formé  par  les  substitutions  partielles  Uo»... 
sera  donc  contenu  dans  Fo;  et  son  ordre  &>'  divisera /?  —  i.  Celui  de  R'  sera 
égal  à  co'o)'',  co"  étant  l'ordre  du  groupe  R''  formé  par  celles  de  ses  substitu- 
tions qui  laissent  invariables  les  indices  de  lo  ;  ces  substitutions,  apparte- 
nant à  Ç,  multiplieront  les  autres  indices  par  un  même  facteur  dz  i .  Donc  R" 
ne  contiendra  que  la  substitution  i ,  seule  ou  jointe  à  la  substitution  6^  =  ^60- 
Dans  le  premier  cas,  on  aura 

Dans  le  second  cas,  R',  contenant  d  et  d|,  contiendra  ô^^  et  Ton  aura 

2(p  --  l)^&/û)"=  -  |Ul'(/l  —  1),       d'où       fJt=:?.,    fJl'=  I. 

Je 

Mais  en  supposant  />^  =  3  ou  5,  p!  =  1^  X'  =  2,  on  tomberait  sur  un  cas 
exclu  (702). 

Il  faut  donc  nécessairement  admettre  X'=  i,  ce  qui  établit  la  proposi- 
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lion  II.  Cela  posé,  nous  pourrons  écrire  F,  G,  g\  6,  6',...  à  la  place  de  Fo, 

757.  Proposition  III.  —•  A:  se.  réduit  à  V unité. 

Le  nombre  /x'  divisant  p.,  les  facteurs  premiers  tt,  tt',...  qui  le  divisent 
font  partie  de  la  suite  des  facteurs  premiers  tar,  w',...  qui  divisent  \l.  Soit 
par  exemple  7r  =  w.  Les  puissances  de  la  substitution  0  se  confondront  avec 
celles  de  la  substitution  S.  En  effet,  les  unes  et  les  autres  sont  des  substitu- 
tions d'ordre  tt,  contenues  dan&  F,  et  par  suite  seront  les  puissances  de  la 

substitution  g  *  .  Donc  les  puissances  de  6  appartiennent  à  S\  de  même 
pour  les  puissances  de  ô',.... 

Cela  posé,  G  conlient  ^'^(^^^—i),  substitutions  échangeables  à  celles 
.de  F,  et  a  fortiori  à  celles  de  ^,  et  échangeables  entre  elles  aux  puissances 
près  de  6,  6',...,  d'où  la  relation 

absurde  si  /:>  i,  à  moins  qu'on  n'ait  X:=  2,  p^  =  '5.  Mais  ce  cas  est  exclu 
(703).  Donc  A=i. 

758.  Proposition  IV.  —  Les  faisceaux  Y  et  G  se  confondent  respectivement 
avec  §et^. 

En  premier  lieu,  ^  étant  contenu  dans  F,  et  ayant  le  même  ord re /)'''— i , 
se  confond  avec  F. 

Cela  posé,  les  substitutions  de  G,  en  nombre  |x'^(/?^'—i)  sont  échangeables 
à  celles  de  F,  et  échangeables  entre  elles  aux  F  près.  Elles  appartiendront 
donc  toutes  à  la  forme  ^;  et  par  suite.  Tordre  dD  de  G  se  réduira  à 
Oo.)0'w^..0^''^  nombre  qui  ne  pourra  être  égal  à  /^'^(z^"'  — 1)  =  /^^(/>''— 0  que 
si  Ow,  O'û)',...,  0^'"^  atteignent  leurs  /naa:ï>na  respectifs  w^S  w'^^',...,/?^— i. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'on  ait  simplement  ]UL  =  t:r^z5'^,  d'où 
®  =OwO'w'0".  Le  nombre  0'  étant  moindre  que®'^^  (728),  O'w'  ne  pourra 
atteindre  ce  maximum  que  si  co'>  1.  Donc  l'une  au  moins  T  des  substitu- 
tions du  faisceau  (rf,  ^C^,  ifi,', ,...)  appartiendra  à  G,  et  sera  de  la  forme 

/AJ'BJ*...  A'^'B'i*'...,  /étant  une  sul^titution  de  F,  et  les  exposants  a,, 

fe,,...,  a'j,  i'j, n'étant  pas  tous  nuls. 

Supposons  que  l'un  des  exposants  d^ ,  6', ,...  par  exemple  diffère  de  zéro  : 
L  conlient  une  substitution  U,  échangeable  a  A,,  B(,. ..;...  et  qui  ne  soit 

pas  échangeable  aux  F  près  à  A^Bf'...  (733).  La  substitution  T-MJ-'TU 
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appartiendra  au  faisceau  G,  =  (F,  A'^,  B'j,.,.)  sans  appartenir  à  F;  et  com- 
binée à  F  et  à  ses  transformées  par  les  substitutions  de  L,  elle  reproduira 
tout  le  faisceau  G<.  D'autre  part,  T  et  ses  transfornnées  par  les  substitutions 
de  4^,  et  en  particulier  par  celles  de  L,  et  par  suite  T^MJ"*  TU  et  ses  trans- 
formées, appartiendront  au  faisceau  Ç^  =  (^,  <x>\f  'ift)'^,...).  Donc  ce  faisceau 
contient  G,, 

Si  g'f  contient  des  substitutions  autres  que  celles  de  6|,  il  résultera  de  la 
combinaison  de  G|  avec  des  substitutions  A'^^j,  B^+j,...,  A^,  3*^,,  échan- 
geables aux  précédentes,  et  échangeables  entre  elles,  sauf  pour  deux  sub- 
stitutions A'p ,  B'p  d'un  même  couple,  qui  seront  échangeables  à  6  près 
(559-561).  On  peut  d'ailleurs  choisir  ces  substitutions  de  telle  sorte  que 
leurs  caractéristiques  soient  des  puissances  de  i  —  K*'',  si  tar'  est  impair,  et 
des  puissances  de  K^—  i,  si  zs' —  2,  à  moins  qu'on  n'ait  en  même  temps 
/>''^3(mod.4)»  auquel  cas  A'„.^_i,  B'^^^  pourront  avoir  pour  caractéristique 
une  puissance  de  K^-t-  i  (567-570). 

On  peut  admettre  que  la  double  suite  A',,  B'^,...,  A'^,  B'^,  A',.».,,  B'^^j,... 
se  confond  terme  à  terme  avec  la  double  suite  x\,  ift>'|,...  pourvu  qu'en  for- 
mant cette  dernière  double  suite,  on  renonce  à  s'astreindre  à  la  condition 
qu'elle  ne  contienne  pas  plus  d'un  couple  ayant  pour  caractéristique  une 
puissance  de  K^  -h  i  [lorsque  vs'  =  2  et  p"^  3  (piod.  4)]  • 

Cela  posé,  le  groupe  Ga  =  (F,  A4 ,  B^ , . . .  ;  A' ,  B' ,...;.. .)  a  pour  ordre 
/x^  w'-^^' (/?"  —  i)  =  OcoO'w't!r'-^^(/?"—  i).  Or  toutes  les  substitutions  de  Ga. 
et  en  particulier  celles  qui  sont  échangeables  à  ^1.4,  i$i>4,...,  sont  échan- 
geables à  A'i ,  B\ , . . . ,  A'^ ,  B'^  :  leurs  secondes  corrélatives  seront  donc  échan- 
geables aux  substitutions 


11  a"       a' 


Xx,  y-,, . . . ,  x»',  ^v,     Xi-h  «1,  Xx  -h  p,, . . . ,  x^ -\- a^y  y^ -h  ^^ 


elles  seront  donc  de  la  forme 

et  l'ordre  0'  du  groupe  qu'elles  formej^t  sera  moindre  que  w'*«'-*<^  (728).  Mais 
pour  que  OwO'w'...  soit  égal  à  li^{p'—i)f  il  faut  queO'w'  soit  égal  à  ©'*^. 
Donc  w' w'-*^  >  î ,  et  par  suite  l'une  des  substitutions  de  Ga  (autre  que  celles 

de  F)  appartiendra  à  ç^.  Soit /Aj» Bî\ . .  A'/'^b;^...  cette  substitution.  Si  a\ 
par  exemple  n'est  pas  nul,  on  verra,  comme  tout  à  Theure,  que  la  double 
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suite  A',  B*!,...  appartiendra  à  Ç,,  et  Ton  pourra  supposer  A\  =  M„._^i, 
B'  =B',.^.i.  Poursuivant  ce  raisonnement,  on  obtiendra  le  résultat  suivant  : 

Le  faisceau  (F,  x\y  ift>\,...)  résulte  de  la  combinaison  de  F  ai^ec  quelques- 
unes  des  doubles  suites  A|,  B^,...;  A',,  B'j,...;...,  dont  la  réunion  formera  la 
double  suite  x\ ,  Wj , . . . . 

On  peut»  par  raison  de  symétrie,  énoncer  un  résultat  analogue  pour  la 
double  suite  ,»^,,  aft>i,....  Par  suite,  le  faisceau  ç  se  confondra  avec  6. 

759.  Supposons  maintenant,  pour  fixer  les  idées,  que  G  contienne  trois 
doubles  suites  A,,  B|,...;  A\,  B'j,...;  A' ,  B',...,  dont  la  première  soit  con- 
tenue dans  le  faisceau  (F,  .^i,|,  ifs>|,...)  et  les  deux  autres  dans  le  faisceau 
{F,  x\,  Wj,...).  On  aura  w«  =  ;t^,  w'«'  =7r"''7r"^',  d'où  n'  =  71".  Cela  posé,  la 
construction  de  ^dépend  évidemment  de  celle  de  deux  groupes  auxiliaires 
-ILo»  ^0»  respectivement  correspondants  aux  deux  doubles  suites  d,,,  ilbi,...; 
.Cj,  ia>', , De  même  celle  de  L  dépendra  de  celle  de  deux  groupes  auxi- 
liaires Lo,  Lq,  l'un  primaire  et  correspondant  à  la  double  suite  A,,  B,,..., 

l'autre  complexe,  et  correspondant  à  la  double  suite  complexe  A',,  B'^,..., 
A'    R' 

Soient  5,  y  les  groupes  respectivement  formés  par  celles  des  substitutions 
de  4^ot  4L'o»  fl"^  sont  les  corrélatives  des  substitutions  de  ^;  I,  V  les  groupes 
formés  par  celles  des  substitutions  de  Lq,  L^  qui  sont  les  corrélatives  des 
substitutions  de  L.  Pour  que  ^contienne  L,  il  faut  évidemment  que  d,  y,  e.t 
a  fortiori  j^o  et  ^'„,  contiennent  respectivement!,  V.  D'ailleurs  toute  substi- 
tution abélienne  propre  S  contenue  dans  Lo,  par  exemple,  étant  associée  à 
la  substitution  i  que  contient  L^,  on  pourra  déterminer  une  substitution 
de  L  qui  ait  ces  deux-là  pour  corrélatives.  Donc  S  appartient  à  I.  En  outre, 
dans  le  cas  particulier  où  quelqu'un  des  groupes  primaires  et  indécompo- 
sables qui  servent  à  la  construction  de  Lo  serait  de  degré  7*"*,  où  m  est  une 

puissance  de  2,  et  correspondrait  à  une  décomposition  /w  =  v,  nJ'Tr', *'«...  où 
'    l'on  eût  Vi  =  i,  I  contiendra  une  substitution  qui  multiplie  les  exposants 
d'écbange  par  un  non  résidu  de  7,  sans  quoi  on  tomberait  dans  un  cas  exclu 
(707  et  711). 

Soit  donc  Jo  le  groupe  qui  est  a  Lo  ce  que  J  était  à  L  dans  l'énoncé  du 
théorème  C  (715);  I  contiendra  J».  Ce  théorème  étant  vrai  par  hypothèse 
pour  les  groupes  4^0»  L©,  J©  qui  sont  de  moindre  degré  que  ^,  L,  le  groupe 
Jo»  et  a  fortiori  le  groupe  I,  ne  pourra  être  contenu  dans  ^0  que  si  ^0  ^t  Lo 
sont  pareils.  On  voit  de  même  que  ^^  et  V^  doivent  être  pareils.  Mais  alors 
^et  L  seraient  eux-mêmes  pareils. 

74. 
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§  III.    —   DÉ!lfONSTRA.TI05    DU    THÉORÈME    C. 

Cas  OÙ  ^  est  décomposable . 

760.  Théorème.  —  Soit  L  =  r  wn  groupe  construit  par  la  méthode  des 
n*^*  697-699  ;  le  groupe  J  défini  comme  à  V énoncé  du  théorème  C  (715)  sera 
pnmaire  et  indécomposable  [et  resterait  tel,  lors  même  que  Von  contiendrait  de 
poser  toujours  e  =  o  dans  ledit  énoncé). 

Nous  allons  montrer  en  effet  qu'il  n'est  pas  possible  de  trouver  des  sys- 
tèmes de  fonctions  des  indices  tels,  que  toute  substitution  de  J  remplace  les 
fonctions  de  chaque  système  par  des  fonctions  de  celles  d'un  même  système, 
et  que,  ces  fonctions  étant  prises  pour  indices  indépendants,  les  exposants 
d'échange  des  substitutions  correspondantes  à  des  indices  de  systèmes  diffé- 
rents scient  tous  congrus  à  zéro.  Le  procédé  de  démonstration  consistera  à 
montrer  que  si  le  théorème  était  faux  pour  un  groupe  d'un  certain  degré, 
il  serait  faux  pour  un  groupe  d'un  degré  moindre;  d'où  cette  conséquence 
absurde,  qu'il  existerait  une  infinité  do  groupes  de  degrés  décroissants  à 
partir  de  celui  que  l'on  considère. 

761.  Premier  cas.  —  r  est  de  première  catégorie.  Ses  indices  forment 
deux  systèmes  conjoints,  contenant  chacun  v  séries,  contenant  chacune 
lf,  =  Tfn'^...  indices.  (Nous  supposons  |x>  i,  pour  plus  de  généralité.) 

Vun  des  systèmes  de  fonctions  cherchées  contient  une  fonction  dans  laquelle 
n'entrent  que  les  indices  d^une  seule  série.  Soit  en  effet,  parmi  les  fonctions 

cherchées,  y  =  Ça -^- ?*-+-•••+?'«•-•"?'*•  ■+••••  ^^^  de  celles  dont  les  indices 
sont  empruntés  au  moindre  nombre  de  séries»  et  qui,  subsidiairement,  con- 
tiennent le  moindre  nombre  d'indices;  9^,  f^»...  représentant  respective- 
ment l'ensemble  des  termes  de  (p  qui  contiennent  les  indices  de  la  a -f-  l'^'^S 
de  la  6 -f- 1'^"**',...  série  du  premier  système  S,  et  9^»,  y^,...  l'ensemble  de 
ceux  qui  contiennent  les  indices  de  la  a' -h i '*'"*,  de  la  è'-j-i'^'^S...  série  du 
second  système  S\  Transformons  f  par  les  diverses  substitutions  de  F,  pre- 
mier faisceau  de  F  (lequel  est  contenu  dans  J).  Autant  on  aura  de  transfor- 
mées non  équivalentes,  autant  on  aura  de  fonctions  distinctes,  dérivées  de 

?«>    ?*>•••»   f'a'f   ?6'f-    (730). 

Si  les  indices  qui  figurent  dans  (p  appartenaient  à  un  seul  système,  mais 
à  plusieurs  séries,  on  déduirait  de  là,  comme  au  n^  730,  la  relation  absurde 

p"  —  I  -  V 


DE  LA  RÉSOLUTION  PAR  RADICAUX.  589 

Supposons  doDc  que  dans  9  figurent  des  séries  de  chacun  des  deux  sys- 
tèmes. La  substitution  de  F  qui  multiplie  les  indices  de  la  première  série  du 
premier  système  par  m  transformera  y  en 

Pour  que  djsux  semblables  transformées  obtenues  en  posant  successivement 
m=-m^y  m  =  km^  soient  équivalentes,  il  faut  qu'on  ait 

d'où 

A-^*-'-'  =  A-'»*'"^ -'  = . . .  =  fr/^'-^^'  =  1     { mod.  p  ). 

On  a  d'ailleurs  A'''-**  ^  i;  et  par  suite  hP-^^i^i  étant  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  6  — a,  6'  — a',...  et  de  v.  Soit  maintenant  a'  —  a^r^-^-  d 
(mod.v),  rf étant  <c?;  il  viendra 

Soit  donc  ^ le  plus  grand  commun  diviseur  de/)°— i  et />*'-}- 1;  on  aura 

k  q  ^i,  ce  qui  donne  ^- valeurs  distinctes  pour  k.  Les  transformées 

de  (P  sont  donc  équivalentes  ^  ""'  à  ^  "~'i  et  Ton  aura  ^ nr—  transformées 
non  équivalentes»  toutes  dérivées  des  fonctions  9^,  y^,...,  !?'„.,  y^,...  dont  le 
nombre  ne  peut  dépasser  -j-'  a»  6, . . .  appartenant  à  la  suite  a,  a  +  (^, . . .» 

a-i-K  — I W  et  a',  6',...  à  la  suite  a\  a'-Hc?,....  On  aura  donc 

relation  absurde  si  9  >  2,  ^  étant  au  plus  égal  à  v. 

Essayons  la  valeur  q=\:  p^-^x  devra  être  divisible  par  /?^-~  1;  mais  il 
ne  peut  être  plus  grand  que  p^—  1,  d  étant  <  ^\  on  aura  donc 

d'où 

p=z2^     rf=i,     d  =  2,     ou    /?  =  3,     d  =  o,     5  =  j. 

Posant  dans  la  relation  (6)  y=i,  p  =  2,  &  =  2,  il  vient — 0— <v,   d'où 
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V  <  4;  et  comme  v  est  un  multiple  de  î,  v  =  2.  Posant  au  contraire  p  =  3, 
J  =  I ,  il  viendrait <  3v,  d'où  v  =  i  ou  2. 

Essayons  maintenant  la  valeur  y  =  2  :  p^-^ï  étant  un  multiple  de ^ 


et  n'étant  égal   ni   supérieur  à  p^  —  i,  sera  égal  à ^-  On  en  déduit 

p^{p^^  —  2)  =  3,  d'où  /?  =  3,  d=  I,  J  =  2,  ou  /?  =  5,  rf=o,  3"=  r .  Dans 
l'un  et  l'autre  cas,  la  relation  (6)  donnera  v  =  J. 

On  a  d'ailleurs 7?^  >  4  (616).  Les  seuls  cas  qui  échappent  à  la  démons- 
tration sont  donc  les  suivants  :  /?  =  3,  y  =  2;  /?  =  5,  v  =  1 ,  dont  le  premier 
est  exclu  (704).  Nous  examinerons  l'autre  tout  a  l'heure- 

762.  Soit  donc  <p  =  <pa  une  fonction  des  indices  d'une  seule  série,  laquelle 
fasse  partie  de  l'un  1  des  systèmes  de  fonctions  cherchés.  On  verra,  comme 
aux  n***  731-733,  que  1  contiendra  les  fonctions  conjuguées  de  y;  que  les 
systèmes  contiennent  tous  le  même  nombre  de  fonctions  distinctes,  et  sont 
permutés  transitivement  par  les  substitutions  de  G;  que  les  substitutions 
de  F  laissent  les  systèmes  immobiles,  et  que  les  doubles  suites  A4,  B|,...; 
A'j,  B\,...;  Aj,  Bj, ...;...  seront  de  deux  espèces  :  1°  celles  dont  toutes  les 
substitutions  laissent  les  systèmes  immobiles;  2^  celles  qui  ne  jouissent  pas 
de  cette  propriété. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  toutes  les  doubles  suites,  sauf  la  pre- 
mière, appartiennent  a  la  première  espèce.  On  verra,  comme  au  n^  733, 
qu'il  existe  une  substitution  T  de  la  forme /A''B^...,  où  l'un  des  exposants, 
QCt  par  exemple,  ne  soit  pas  nul,  et  qui  ne  déplace  pas  les  systèmes. 

Cela  posé,  soient  L  le  groupe  auxiliaire  correspondant  à  la  double  suite 
Al ,  U| ,. •«; 

^A),  =z  I  Xi,  -y^f ...     ^,  -h  I ,  yiy . . .  I ,         -iitii  =  I  a:»,  r,, ...     j;,,  r,  -4-  i, . . .  | ^ .  .  • 

les  substitutions  respectivement  correspondantes  à  A,,  B|,...  et  au  faisceau 
desquelles  ses  substitutions  sont  permutables.  Supposons,  pour  plus  de  gé- 
néralité, que  L  soit  décomposable  :  il  résultera  de  la  combinaison  de  deux 
groupes,  dont  l'un,  A,  permute  les  systèmes  entre  eux,  l'autre,  r^,  n'alté- 
rant que  les  indices  d'un  seul  système,  par  rapport  auquel  il  est  primaire 
et  indécomposable.  Soient  en  général  z^f  Ur^...  les  indices  du  r*^*"*  système; 
Cz^f  Ctt^»...  les  substitutions  CQrrespondantes*  On  peut  les  considérer  comme 

dérivées  d'une  double  suite  de  substitutions  e,r,  (î),^»'...  ^ry  (^mrf  dont  tous 
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les  exposants  d'échange  mutuels  soient  nuls,  sauf  pour  deux  substitutions 
associées  e^^  CDpr»  dont  l'exposant  d'échange  sera  i  (293-300). 
Soit  en  général 

Les  substitutions  du  faisceau  («Aif,  ifi>i»...)  étant  dérivées  de  celles-là,  celles 
du  faisceau  (F,  A,,  B4,...)  le  seront  de  la  combinaison  de  F  avec  les  sub- 
stitutions Cp,.  =  Aî^e'  Bf'e'. . . ,  Dp^  =  A\'r  Bî'e'. ..,...,  lesquelles  seront  échan- 
geables entre  elles,  sauf  deux  substitutions  associées,  Cpr  et  Dp,,  qui  le  seront 

à  6  près.  En  particulier,  T  sera  de  la  forme /Q;'Dîi"...CVDV...,  l'un  au 
moins  des  exposants,  tel  que  a^,  n'étant  pas  nul. 

Soit  maintenant  J|  le  groupe  qui  est  à  r«  ce  que  J  est  à  F.  La  substitu- 
tion ej,"  CDfi". ..  G^7  (D^/,  jointe  à  ses  transformées  par  les  substitutions  de  J, , 
reproduira  toutes  les  substitutions  dérivées  de  On,  (D4 «,...,  e^i*  ^mi-  ^^ 
effet,  s'il  en  était  autrement,  le  faisceau  résultant  de  ces  transformées  ne 
serait  pas  transitif.  Le  groupe  (Gn,  (Dh,-*-*  ^mn  (^mi^  '<)*  dont  les  sub- 
stitutions lui  sont  permutables,  ne  serait  pas  primitif  (53),  et  J^  ne  serait 
pB»  primaire.  Le  théorème  serait  donc  faux  pour  le  groupe  F,,  de  degré 
moindre  que  F. 

Donc  J4  contient  une  substitution  t)  non  échangeable  à  ej;' (dJ;'...  g^-;'  00*;;^ 
F  contiendra  une  substitution  abélienne  propre  U  qui  ait  pour  première  cor- 
rélative t)  et  pour  ses  autres  corrélatives  Tunité,  et  ne  déplace  pas  les  séries, 
et  qui  par  suite  appartienne  à  J.  La  substitution  T~^  U"*  TU  ne  déplace  pas 
les  systèmes  S,  S',  et  sera  dérivée  de  (Ci,,  D44,...,  C;,,,,  D^i)»  sans  appartenir 
à  F.  Les  transformées  de  cette  substitution  par  celles  des  substitutions  de  J 
dont  les  premières  corrélatives  appartiennent  à  !«  et  dont  les  autres  corré- 
latives se  réduisent  à  l'unité,  jointes  aux  substitutions  de  F,  reproduisent 
évidemment  tout  le  faisceau  (F,  C,i ,  D^ ,. . . ,  G^i »  Dm,).  Donc  les  substitutions 
C,,,  D44,...,  Cmtf  D,„f  laissent  les  systèmes  immobiles. 

Cela  posé,  le  système  2.  contiendra  les  transformées  de  <p  par  les  substitu- 
tions C,,,  D41,...,  C,„i,  D|„,,  A'|,  B'j,...,  parmi  lesquelles  il  en  est  au  moins 
n^Tr'^...  de  distinctes  (732).  Il  contient  en  outre  leurs  conjuguées,  soit  eii 
tout  au  moins  V7r"'7r'^...  fonctions  distinctes.  Le  nombre  des  systèmes  ne 
peut  donc  dépasser  n^^"^.  Donc  parmi  les  n^<^~'"^  substitutions  de  la  forme 

CX*Dîi«...CVDV...,  il  en  est  au  moins  une  qui  ne  déplace  pas  les  systèmes. 
Supposons  que  l'un  des  exposants  ^43,  643,...,  par  exemple,  diffère  de  zéro. 
On  verra,  comme  tout  à  l'heure,  que  C,2,  D42,...,  C^j,  D,„2  ne  déplacent  pas 


592  UVRE  QUATRIÈME. 

les  systèmes,  etc:  Donc  enfin  aucune  des  substitutions  C^;.,  Dpr»  et  par  suite 
aucune  des  substitutions  de  6,  ne  déplace  les  systèmes.  Donc  tous  les  in- 
dices  de  S,  qui  résultent  de  la  combinaison  de  f  et  de  ses  transformées  par 
les  substitutions  de  G  avec  leurs  conjuguées,  appartiendront  à  un  même 
système  1.  De  même  les  indices  de  S'  appartiendront  tous  à  un  même  sys- 
tème 1\  lequel  ne  peut  différer  de  2,  les  exposants  d'échange  des  substitu- 
tions correspondantes  à  leurs  indices  respectifs  n'étant  pas  congrus  à  zéro. 
Donc  il  n'existe  qu'un  système, 2,  et  J  est  indécomposable. 

763.  Considérons  le  cas  d'exception  où  p^  =  5.  On  doit  supposer  ]x>  i, 
sans  quoi  l'on  tomberait  dans  l'un  des  cas  exclus  (705)  :  d'ailleurs  jx,  divi- 
sant/?^~i,  sera  une  puissance  de  2  telle  que  2^2^..,.  Soity  =  2  une  racine 
primitive  de  la  congruencey*^  i  (mod.  5)  :  F,  premier  faisceau  de  r,  sera 
formé  des  puissances  de  la  substitution  g=j  qui  multiplie  par  y  les  indices 
du  premier  système  et  par  y"*  ceux  du  second.  Quant  a  son  second  fais- 
ceau G,  il  résultera  de  la  combinaison  de  F  avec  certaines  doubles  suites  C,, 
D,,...,  C\,  D'^,...  telles,  que  toutes  les  substitutions  de  F  soient  permutables 
à  chacun  dos  faisceaux  (G,,  D,,...),  {C\,  D'^, ...),...  (705). 

Le  nombre  des  systèmes  de  fonctions  cherchés  ne  pouvant  dépasser  2jx, 
nombre  total  des  indices,  deux  au  moins,  T,  T  des  2[i^  substitutions 

y^C^'Df'..,  C\^'  D'i^'...  (où  l'on  prend  s  égal  à  o  ou  à  i)  remplaceront  l'un  1 
de  ces  systèmes  par  un  même  système  2,.  La  substitution  T~*T'  =  U  lais- 
sera 2  immobile.  D'ailleurs  elle  est  dérivée  dey,  C^,  D,,.;.,  C^,  D',,...  et  ne 
se  réduit  évidemment  pas  à  une  puissance  paire  dey.  ^ 

Si  U  est  une  puissance  impaire  dey,  telle  queyP,  2  contiendra  une  fonc- 
tion des  indices  d'une  seule  série.  Soit  en  effet  ©  =  (p^  -H  ?o  'une  des  fonc- 
tions de  2,  (po»  9o  étant  les  fonctions  partielles  formées  par  ceux  des  indices 
qui  appar^tiennent  respectivement  aux  deux  séries  de  F  :  2  contiendra 
yp9o-+-y^?'o'  transformée  de  o  par  U,  laquelle  est  distincte  de  9,  et  qui, 
combinée  avec  9,  donnera  les  fonctions  <po»  ?'o»  ^"'  appartiendront  à  2. 

Soit  au  contraire  U=yPC*'D^...C'j*' D'/'...,  les  exposants  a,,  jS,,...par 
exemple  n'étant  pas  tous  nuls.  Les  transformées  de  U  par  les  substitutions 
y,  Co  Do...,  C, ,  D'j,...  sont  de  la  forme  y ^*U  et  laissent  immobiles  les  sys- 
tèmes que  ces  substitutions  font  respectivement  succéder  à  2.  Mais  y *^ 
multipliant  tous  les  indices  par  un  même  facteur  ±î,  laisse  tous  les  sys- 
tèmes immobiles:  donc  U  laisse  ces  systèmes  immobiles.  D'ailleurs  y,  C,, 
D,,...,  C\,  D'i,...  permutent  transitivement  les  systèmes  :  car,  s'il  n'en  était 
pas  ainsi,  les  transformées  de  o  par  ces  substitutions,  combinées  entre  elles, 
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ne  reproduiraient  que  des  fonctions  dérivées  de  celles  appartenant  aux  sys- 
tèmes que  ces  substitutions  permuteraient  avec  1  :  le  pombre  des  fonctions 
distinctes  dont  elles  dépendent  serait  donc  inférieur  ^  2[i.  Mais  ces  trans- 
formées, combinées  entre  elles,  donnent  (po>  î^'o»  Q"^»  transformées  par  C,, 
Df9-*M  C^9  D'i, fournissent  chacune  jui  fonctions  distinctes. 

Donc  U  ne  déplace  aucun  système.  Il  en  sera  évidemment  de  même  de  ses 
transformées  par  toutes  les  substitutions  de  J.  Or  soit  V  une  substilution 
de  J  échangeable  à  C',,  D',*...  et  non  échangeable  à  Q'Df'...  aux  F  près  : 
V-*UV  =  U,  appartiendra  au  faisceau  (C<,  D^,...).  Ses  transformées  U,, 
Ua,...  par  les  substitutions  de  F,  ou,  ce  qui  revient  an  même,  par  les  sub- 
stitutions de  J  (*),  Jointes  aux  substitutions  de  F,  re|)roduiront  tout  le  fais- 
ceau (F,  C|,  D,,...);  les  substitutions  U^,  Uj,...  reproduisent  donc  tout  le 
faisceau  (C,,  D,,...).  Cela  posé,  9©»  transformée  par  les  substitutions 
(F,  C,,  D|,...)  donne  2^  fonctions  distinctes  (733).  Les  substitutions  de  F 
multipliant  ces  fonctions  par  de  simples  facteurs  constants,  la  transforma- 
tion par  U,,  U2,...  suffira  pour  obtenir  ces  2^  fonctions.  A  fortiori,  on  ob- 
tiendra au  moins  2^  fonctions  distinctes  en  transformant  ç  =  <po4-yo  par  U,, 
Ua,....  Toutes  ces  fonctions  appartiennent  à  2,  que  U,,  Ua,...  ne  déplacent 
pas. 

Donc  chaque  système  contient  au  moins  2"^  fonctions  distinctes.  Le  nombre 
des  systèmes  sera  donc  au  plus  égal  à  2.2~^jx,  et  inférieur  au  nombre 

2.2~^''|x*  des  substitulionsy*Ci*'>D'jP''....  Raisonnant  comme  tout  à  l'heure, 
on  voit  que  2  n'est  pas  déplacé  par  les  substitutions  (C^,  D'^,...)  et  contient 
une  fonction  cp^  des  indices  d'une  seule  série,  ou  contient  au  moins  i'^.2'^' 
fonctions  distinctes.  Continuant  ainsi,  on  voit  que  si  1  ne  contient  pas  9^ , 
il  ne  sera  déplacé  par  aucune  des  substitutions  (C,,  D|,...,  C^,  D\,...)  et 
contiendra  au  moins  jx  fonctions.  Il  n'y  aura  donc  que  deux  systèmes,  Z,  1\ 

• 

764.  Cela  posé,  si  J  contient  deux  substitutions  r'  et  (^  telles  que  Ton 
ait  ^'s  =  G^'y%  T  étant  impair,  il  existera  une  puissance  impaire  dey  qui 
ne  déplace  pas  les  systèmes  2,  2'.  En  effet,  si  y  les  permutait  entre  eux,  et 
que  a'  les  permutât  aussi,  A'j  ne  les  déplacerait  pas.  Donc  Tune  des  deux 
substitutions^^',  a'y,  par  exemple  ^'y,  ne  les  déplacerait  pas.  Sa  transfor- 
mée par  (5  ne  les  déplacerait  pas  non  plus;  mais  t;~*y5=y'^';  cette  trans- 
formée se  réduira  donc  à  ^'y^'*^*.  Donc  (<R'y}"*  a'y"^*  fb=y^-*=*=*  ne  déplacera 
pas  les  systèmes. 

— ^^ ^^ ■ — -    —  -  '  1      -  f-  . ■   -      ■ -■ 

(*  )  r  résulte  de  la  combinaison  de  J  =  A  avec  une  substilution  W  échangeable 'à  C,,  D,,...  (617) . 

75 
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Donc,  dans  ce  cas,  1  conliendra  une  fonction  f  o  d^s  indices  d'une  seule 
série.  Cela  posé,  la  démonstration  s'achèvera  comme  au  cas  générai. 

• 

765.  Il  reste  à  établir  l'existence  des  substitutions  ^\  6.  Chacune  des 
doubles  suites  Cf,  D« t...;  Cj,  D'j,...;...  peut  être  modifiée  de  telle  façon  que 
chacun  de  ses  couples  ait  pour  caractéristique  une  puissance  de  K^— i,  sauf 
le  premier,  qui  aura  pour  caractéristique  une  puissance  de  K^  —  i  ou  de 
K'^-Hi  (570).  Suivant  que  le  premier  ou  le  second  cas  se  présentera,  le 
groupe  auxiliaire  L  correspondant  à  la  double  suite  considérée  sera  contenu 
dans  le  premier  ou  h  second  groupe  hypoabélien  (578). 

Le  nombre  x  des  groupes  auxiliaires  L,  L',...  contenus  dans  le  second 
groupe  hypoabélien  est  impair,  sans  quoi  Ton  tomberait  dans  un  cas  exclu 
(705).  Donc  il  existe  un  nombre  impair  de  doubles  suites  dont  les  premiers 
couples  aient  pour  caractéristique  une  puissance  de  K^  +  i.  Soit  C|,  D,,... 
l'une  d'elles.  Les  autres  doubles  suites  pourront  être  fondues  en  une  seule, 
qu'on  modifiera,  s'il  y  a  lieu,  de  manière  que  tous  ses  couples  aient  pour 
caractéristique  une  puissance  de  K*  —  i.  Soit  C,,  D'^,...  cette  double  suite 
ainsi  modifiée. 

Cela  posé,  les  indices  indépendants  [^i^2*-*y74*-*]'  peuvent  être  choisis  de 
telle  sorte,  que  les  substitutions  C,,  D|,...,  C^,  H^  prennent  (en  n'écrivant 
que  les  indices  du  premier  système)  la  forme 

C,  —  |[^,^j...yî,...]'^  ye^i [H, Çj.. .•/}....]•!,    1).  =  |[s.Çj...yî,...]*  y [?.-+-!, H,,..., ^..-.]M» 

ili  — I  [?i$2...yî,...]*      0^«[£,^i...yîi. ..]•!,       J)ï  =  |  [Ç,Ç,...yî,...]»      [Ç,,  ^,-h i,.. .,-/}„...]•  |, 


et  les  substitutions  C^,  D', ,..,  la  forme 


Cela  posé,  la  construction  de  F  dépendra  de  celle  de  deux  groupes  auxi- 
liaires L,  L',  Tun  primaire,  l'autre  complexe,  respectivement  correspon- 
danls  aux  deux  doubles  suites  C#,  Dm-.;  C^,  D',,....  La  substitution  abé- 
lienne  propre 

a  pour  chacune  de  ses  corrélatives  l'unité.  Ces  corrélatives  étant  contenues 
respectivement  dans  L,  L',  Ji'  le  sera  dans  T,  et  par  suite  dans  J. 


^BEmw 
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Soient  maintenant  Tf  le  groupe  formé  par  l'ensemble  des  substitutions 
abéliennes  propres  qui  sont  permutables  aux  faisceaux  F,  (C,,  D,,...), 
(Cl,  D'j,...).  Leurs  premières  corrélatives  formeront  un  groupe  H  hypoabé- 
lien  de  seconde  espèce  et  de  degré  2^^.  L'une  quelconque  T  de  ces  substi- 
tutions transformera  ^'  en  ^'yP»  P  ^^^^*  "^  entier.  En  effet,  A'  étant  per- 
mutable à  F  et  échangeable  aux  substitutions  des  faisceaux  (€«,  D«,...), 
(Cj,  D'^....),  T""*^'T  le  sera,  et  sera  de  la  forme  c^'^,  pétant  une  nouvelle 
substitution  échangeable  à  ces  mêmes  substitutions,  et  qui  ne  déplace  pas 
les  séries,  et  qui  par  suite  appartienne  à  F. 

En  particulier,  r^  contient  la  substitulion 

V=:  I  fÇ.g,.  .  .y},.  .  .]•     [0^2..  .yj,.  ..]"-^  9"^'  [»?»>•••  rix,..]^  \ 

qui  transforme  sC  eu  S{!j^.  Celles  des  substitutions  de  F,  qui  sont  échan- 
geables à  Si\  aux  puissances  près  dey^,  forment  évidemment  un  groupe 
contenant  la  moitié  de  F|  et  permutable  aux  substitutions  de  F|.  Leurs  cor- 
rélatives formeront  un  gr^oupe  I  contenu  dans  H,  d'ordre  moitié  moindre,  et 
permutable  à  ses  substitutions. 

Le  groupe  L  n'est  pas  contenu  dans  I  (674-685).  D'ailleurs  chacune  de 
ses  substitutions,  étant  abélienne  propre,  sera  la  corrélative  d'une  substitu- 
tion de  J  (car  on  peut  l'associer  a  la  substitution  i  contenue  dans  L').  Donc  J 
contient  une  substitution  qui  transforme  Ji'  en  si'j"^^  t  étant  impair. 

766.  Second  cas.  —  F  est  de  seconde  catégorie.  Soient  2v  le  nombre  des 
séries,  [i  celui  des  indices  de  chacune  d'elles. 

Vun  des  systèmes  de  fonctions  cherches  contient  une  fonction  des  indices 
d'une  seule  série.  Soit  autrement  y  =  9^+  y^-h...  celle  de  ces  fonctions  dans 
l'expression  de  laquelle  figurent  le  moins  de  séries.  Transformons-la  par 
les  substitutions  de  F,  premier  faisceau  de  F.  Autant  on  aura  de  transfor- 
mées non  équivalentes,  autant  on  aura  de  systèmes.  Or  ces  transformées 

sont  de  la  forme  /w'^(p^-f-/n'^9^-i-...,  m  étant  une  racine  de  la  congruence 

/n'*''"*"* ^^ I  (mod./?).  Posant  successivement  m=^m^y  m=^km^^  on  aura  deux 
transformées  équivalentes  si  l'on  a 

A-'»' = /!/»*=...,    d'où    fr /'*""- s... s. I  avec  *•'»'+'  =  I. 

On  en  déduit  k^^^^  ^  i ,  puis  A'*  -*  ^  1 ,  d  étant  le  plus  grand  commun  di- 
viseur de  b  —  a,...,  2v.  Soit  n  le  plus  grand  commun  diviseur  dep^-^  i  ei 
de  p^—i;  on  aura  k"^i  (mod./?),  ce  qui  donne  n  valeurs  admissibles 

75. 
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pour  k.  Le  nombre  des  transformées  non  équivalentes  sera  tlonc^- 

Or  S,  divisant  2v,  est  égal  à  ^  ou  a  2e/,  d  étant  un  diviseur  de  v  moindre 
que  V.  Si  d^  =  rf,  />^—  I  divise  p^—  i:  n  divise  donc/?"—  i  et p'-h  if  et  par 
suite  leur  différence  2.  Divisant  d'ailleurs /^''-f- 1,  il  se  réduira  à  i  si 
p  =  2.  Si  au  contraire  5=  2rf,  p^  —  i=z{p^-h  i)  [p"^  -  i).  Or 

V 

d 

p^-\- 1  ^(— -  i)  -4- 1  ^o    (mod./?'''f- 1), 

car  à  ne  divisant  pas  v,  par  hypothèse,  -,  sera  impair.  D'ailleurs  />"-+-!  et 

p"^—  I  peuvent  en  outre  avoir  le  facteur  commun  2.  On  aura  donc  n  =p^-\- 1 
ou  2{p''-\-  i). 

Les  diverses  transformées  de  f  ne  dépendaol  que  des  fonctions  9^,  7^,..., 

en  nombre  au  plus  égal  à  -v9  on  aura 
Si  â  =  2d,  cette  relation  devient 


2(/?*'-4-  I)  <  flf 

et  n'est  admissible  (^  étant  impairj  que  si  p=  2,  v  =  3,  cas  exclu  (708). 
Si  d  =  d,  on  aura 


p^-h  I  -3  2V  ^  _.  2V 


=  2, 


ce  qui  n'est  possible  que  si  l'on  a  rf  =  i ,  /i  =  3,  v  =  i . 

Ce  cas  d'exception  peut  se  traiter  par  une  méthode  identique  à  celle  des 
n'^'  763-765,  en  remplaçant  dans  le  raisonnement  la  substitution  A'  par  la 
substitution  9f  ainsi  définie 

a^'rr$C.D.i3.|  [Ç.Ç,...yî....].     e^.[$.4-i,^„...,yî ].  |, 

et  la  substitution  Y  par  la  suivante 

g'  étant  une  racine  primitive  de  la  congruence  g^^i  (mod.  3)  (*). 

•*■    '  '  ■  -  -        É  ■         .  — — — 

(*)  On  doit  remarquer  que  les  groupes  formés  par  les  premières,  secondes,  etc.,  corrélatives 
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Le  lemme  ci-dessus  étant  établi,  on  obtiendra  la  démonstration  comme 
au  n«  762. 

767.  Troisième  cas.  —  T  est  de  imisième  catégone.  Il  n'y  a  qu'une  série, 
et  Ton  raisonnera  comme  au  n**  762. 

768.  Problème.  —  Soient  L  un  groupe  résoluble  primaire  ou  complexe, 
de  degré p^'^^  contenu  dans  le  groupe  abélien  [dans  l'un  des  groupes  hypoabé- 
liens);  J  le  groupe  défini  comme  à  V énoncé  du  théorème  C.  On  demande  de 
déterminer  des  systèmes  de  fonctions  des  indices  8,  S',...  tels  :  i^  que  toutes  les 

fonctions  linéairement  formées  de  celles  d'un  même  système  appartiennent  éga- 
lement à  ce  système,  et  soient  essentiellement  distinctes  de  celles  qui  dérivent 
linéairement  des  fonctions  des  autres  systèmes;  2^  qu'elles  dérivent  d'un  cer- 
tain nombre  de  fonctions  distinctes^  le  même  dans  chaque  système;  3**  que  ces 
fonctions  distinctes,  dont  le  nombre  total  sera  égal  à  celui  des  indices,  étant 
prises  pour  indices  indépendants,  les  exposants  d'échange  des  substitutions  cor- 
respondantes à  des  indices  de  systèmes  différents  soient  toujours  congrus  à  zéro; 
4®  que  chaque  substitution  de  J  remplace  les  fonctions  de  chaque  système  par 
celles  d'un  même  système. 

Supposons»  pour  fixer  les  idées,  que  L  soit  complexe,  et  résulte  de  la 
fusion  de  divers  groupes  primaires  L',  L",....  Soient  J',  J",...  les  groupes 
respectivement  formés  par  les  substitutions  communes  à  J  et  à  L',  L",.... 

Choisissons  les  indices  de  manière  à  ramener  L',  L",...  à  leur  forme  type. 
Ceux  de  U  se  répartissent  en  général  entre  X'  systèmes  (ou  couples  de  sys- 
tèmes) 2o,  2|>...,  et  L'  se  construira  k  l'aide  de  deux  groupes  résolubles  : 
l'un  D',  dont  les  substitutions  permutent  les  systèmes  (couples  de  systèmes) 
d'un  mouvement  d'ensemble;  l'autre  Fq,  dont  les  substitutions  n'altèrent 
que  les  indices  de  l'un  d'eux,  Iq.  Le  groupe  Jo»  dont  la  relation  au  groupe 
To  est  celle  indiquée  entre  L  et  J  dans  l'énoncé  du  théorème  C,  sera  évidem- 
ment contenu  dans  J'. 

Les  indices  de  L",...  se  répartiront  de  même  entre  X",...  systèmes  (cou- 
ples de  systèmes)  2x'>  ^x'-t-if-;--  qui  pourront  ne  pas  contenir  le  même 
nombre  d'indices  que  ceux  de  L'. 


des  substitutions  de  J  contiennent  toutes  les  substitutions  dés  groupes  formés  par  les  corrélatives 
de  celles  de  r.  Soit  en  effet  S  une  substitution  quelconque  de  r  ;  cette  substitution,  ou  à  son  dé- 
faut la  substitution  ^S,  laquelle  a  les  mêmes  corrélatives,  sera  abélienne  propre,  et  appartiendra 
à  J. 
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769,  Proposition  I.  —  Vun  au  moins  des  systèmes  cherchés  S  contiendra 
une  fonction  y  qui  s'exprime  à  Caide  des  indices  de  2o. 

En  effet,  si  aucune  des  fonctions  cherchées  ne  contenait  dans  son  expres- 
sion les  indices  de  2o,  ces  fonctions  se  ranDèneraient,  contre  l'hypothèse,  à 
un  nombre  de  fonctions  distinctes  inférieur  à  celui  des  indices.  Donc  Tune 
au  moins  de  ces  fonctions  <p  sera  de  la  forme  ^^o  +  ^t  ^o  étant  une  fonction 
des  indices  de  2o,  qui  ne  soit  pas  identiquement  nulle,  et  ;(  une  fonction 
des  autres  indices. 

Soient  cTo  +  X»  ^'o  "+"  X^  •  •  •  '^^  transformées  de  9  par  les  substitutions  de  Jo  : 
chacune  d'elles  appartiendra,  par  hypothèse,  à  Tun  des  systèmes  s,  s'».... 
Si  deux  d'entre  elles  appartiennent  au  même  système  s,  sans  être  identiques, 
s  contiendra  leur  différence  zs^^  —  rs^^  et  notre  proposition  sera  démontrée. 
Pour  qu'elle  fût  en  défaut,  il  faudrait  donc  que  toutes  les  transformées  non 
identiques  appartinssent  à  des  systèmes  différents,  et  par  suite  fussent  des 
fonctions  distinctes. 

!**  Supposons  d'abord  To  de  première  catégorie.  Soient  F,  G  ses  deux 
premiers  faisceaux,  v  le  nombre  des  séries  de  chaque  système,  [i  le  nombre 
d'indices  de  chacune  d'elles.  Soit  enfin  bto  =  ?«-+- ?*"^  •••-+-?'«  ^"•••»  ?«• 
9^,...  étant  les  fonctions  partielles  formées  par  ceux  des  termes  de  u^  qui 
contiennent  les  indices  de  la  a-f-i'^'"'^,  de  la  i-h  1'^'"',..'.  série  du  premier 
système,  et  9I,...  les  fonctions  formées  par  ceux  de  ces  termes  qui  con- 
tiennent les  diverses  séries  du  système  conjoint.  Les  transformées  de  y^  par 
les  substitutions  de  G  donneront  \i  fonctions  distinctes  9^,  v{;^,...,  que  les 
substitutions  de  F  multiplieront  chacune  par /?^—  f  facteurs  différents.  Le 
nombre  des  transformées  différentes  de  la  fonction  ç^,  et  a  fortiori  de  la 
fonction  t^o  +  x  P^i*  l^s  substitutions  de  Fq  sera  donc  au  moins  égal  à 
fjL  (/?''—  1).  Ces  transformées  devraient  être  distinctes;  d'ailleurs  elles  s'ex- 
priment toutes  à  l'aide  des  2|j.v  indices  de  Fo  et  de  la  fonction  x«  <^'oii  la 
relation 

laquelle  est  absurde,  p'  étant  >/»  (616).  • 

2**  Si  Fo  est  de  seconde  catégorie,  soient  2v  le  nombre  des  séries,  \l  le 
nombre  d'indices  de  chacune  d'elles  :  on  aura  toujours,  par  les  mêmes  con- 
sidérations, 

relation  absurde»  a  moins  qu'on  n'ait  |ul  =  i  et  ^  =  2  avec  v  =  i  ou  2.  Nous 
examinerons  tout  à  l'heure  ces  deux  cas  d'exception. 
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3**  Si  To  est  de  troisiëme  catégorie»  il  n*y  a  qu'une  série,  contenant  fi  in- 
dices :  et  l'on  aura,  par  des  considérations  semblables  aux  précédentes, 

relation  absurde,  car  jjl  >  i . 

770.  Proposition  II.  —  Toute  fonction  formée  avec  les  indices  de  1^  sera 
Vune  des  fonctions  de  S.  Cette  proposition  se  démontre  comme  au  n*'  739  fen 
changeant  r^  en  J»). 

771.  Revenons  à  nos  deux  cas  d'exception.  Soient  ç  =  13^0 -h t^^ H- «y* -+-... 
Tune  des  fonctions  cherchées,  dans  l'expression  de  laquelle  figurent  les  in- 
dices de  2o;  73^,  TSa,  zsi,,.,.  les  fonctions  partielles  formées  par  ceux  des 
termes  de  9  qui  contiennent  les  indices  des  systèmes  2^,  2^,  2^,....  Suppo- 
sons (p  choisie  de  telle  sorte  que  le  nombre  k  des  fonctions  cTot  ^a*  t?^i... 
soit  minimum.  Ce  nombre  ne  pourra  surpasser  2.  En  effet,  supposons-le 
égal  à  3,  et  transformons  la  fonction  ç>  =  w^,-h  zy^-h  rs^à  par  les  substitutions 
de  Jo,  puis  par  celles  du  groupe  analogue  J^  formé  par  j[^elles  des  substitu- 
tions de  J  qui  n'altèrent  que  les  indices  de  la-  I^e  nombre  des  transformées 
ainsi  obtenues  sera  égal  à  ix{p'-hi).[Xa{p'''—  i)f  |^(/^''^-0'i^tf(/^''""^0»  ^^ 
ix{p'-hi).2iia,  suivant  que  le  groupe  r^  analogue  à  r«  est  de  première,  de 
seconde  ou  de  troisième  catégorie  (fx^,  v^  étant  les  nombres  analogues  à  jui, 
V  et  relatifs  au  groupe  Ta).  Ce  nombre  sera  toujours  supérieur  au  nombre 
des  fonctions  distinctes  dont  ces  transformées  dépendent,  lequel  est  évi- 

/-  demment  égal,  suivant  le  cas,  à  i -h  2|ulv  h- ajuL^Va,   i -f- ^juiv -h  afx^Va,  ou 

1  -4-  211V  -h  fx^Vfl.  Donc  ces  transformées  ne  sont  pas  distinctes,  et  deux  au 
moins  d'entre  elles,  9'=  sr'y -h  ty^,  4- w^»  ?'"=^o"^^l"^  ^àf  appartiendront  à 
un  même  système  $'.  Leur  différence  rs'ç^  —  ts^^  4-  zs„  —  rsr^  appartiendra  à  s'. 
Si  l'on  n'a  pas  ty^  =  sTq,  cette  fonction  contiendra  les  indices  de  deux  sys- 
tèmes seulement,  dont  le  système  2o  :  et  3  ne  sera  pas  le  minimum  de  i\  Si 
rs:^=i7ffQ,  rs^  —7s\  appartiendra  à  §'.  Donc  toutes  les  fonctions  formées  avec 
les  indices  de  2«,  et  notamment  rs^ ,  appartiennent  à  s'  :  9'  —  ct],  ==  zû^  -h  rsi 
lui  appartiendra  également.  Donc  ici  encore,  3  ne  sera  pas  le  minimum  de  k. 
Soit  donc  (f'=^rs^-\-rSa*  Transformons  cette  fonction  par  les  substitutions 
de  Jtf.  Si  l'on  n'a  pas  à  la  fois  />  =  2,  ^-«  =  1,  Va  =  i  ou  2,  deux  de  ces  trans- 
formées, 9'=  B7o-H  w„.,  9"=  Wo-+-  ^«  »  appartiendront  à  un  même  système  rS'  : 
leur  différence  w'„  — cy]^,  et -par  suite  les  fonctions  des  indices  de  2^,  et  no- 
tamment w^,,  appartiendront  à  s';  et  Wo=r  9'—  sr'^  lui  appartiendra.  La  pro- 
position I  se  trouvera  ainsi  démontrée. 


600  LIVRE  QUATRIÈME. 

Soit  enfin  /?  =  2,  fjL  =  jUL^=i,  v  =  i  ou  a,  v«=i  ou  2.  Supposons  par 
exemple  v  =  i,  v«  =  2.  (Les  trois  autres  combinaisons  de  valeurs  de  v,  v^  se 
traiteraient  de  la  même  façon).  Soient  Xq,  a?,  et  v©,  jn  ^2»  ^s  '«s  indices 
de  Jo  et  de  J^.  Les  substitutions  de  ces  deux  groupes  contiendront  respec- 
tivement les  suivantes 

gi^  et  ga  étant  respectivement  des  racines   primitives  des  congruences 

Soit  9  =  a^To -H  60?! -h  cjo -I- ^Ji -+- ^^^2 -h/Js  une  des  fonctions  cber- 
chées,  dans  laquelle  on  n'ait  pas  a=  6  =  o.  Celte  fonction,  transformée  par 
les  substitutions  dérivées  de  F,  F^,  donnera  3.5  transformées  différentes, 
qui  ne  peuvent  être  distinctes,  car  elles  ne  contiennent  que  six  indices. 
Donc  deux  au  moins  de  ces  transformées,  9',  ç",  appartiendront  à  un  même 
système  s'.  Ce  système  contiendra  ^  =  ç'-f-my",  m  étant  une  indéterminée 
dont  on  pourra  profiter  pour  faire  évanouir  le  coefficient  de  l'un  des  six 
indices,  celui  de  y^  par  exemple,  dans  l'expression  de  ^,  Par  un  procédé 
analogue,  on  pourra  obtenir  une  nouvelle  fonction  appartenant  à  l'un  des 
systèmes  cherchés  et  qui  ne  contienne  plus  ni  y,,  ni  jj,  etc.  On  obtiendra 
enfin  une  substitution  de  la  forme  aa?oH-/3^i  appartenant  à  l'un  des  sys- 
tèmes cherchés.  Toutes  les  fonctions  formées  avec  o^o,  a?,  appartiendront  a 
ce  système  (770). 

772.  Les  deux  propositions  précédentes  montrent  que  chacun  des  sys- 
tèmes s,  s',...  est  formé  par  les  fonctions  dérivées  des  indices  d'un  ou  plu- 
sieurs des  systèmes  lot  2|».-.- 

Admettons  maintenant,  pour  plus  de  généralité,  que  quelques-uns  des 
groupes  L',  L'\...  soient  décomposables  de  première  espèce.  Supposons, 
pour  fixer  les  idées,  que  L',  L'  le  soient,  mais  non  L",....  Les  indices  deL' 
forment  deux  hypersystèmes  H'^,,  H'^;  et  L'  se  construit  à  l'aide  d'une  substi- 
tution W  qui  permute  les  deux  hypersystèmes,  et  d'un  groupe  L'^^  dont  les 
substitutions  n'altèrent  que  les  indices  de  H'^;  et  le  groupe  J^,  qui  est.à  L'o 
ce  que  J  est  à  L  dans  l'énoncé  du  théorème  C,  sera  évidemment  contenu 
dans  L',  et  par  suite  dans  L,  et  enfin  dans  J. 

Le  groupe  L^  est  indécomposable  ou  décomposable  de  seconde  espèce 
(599).  Supposons-le  décomposable,  pour  plus  de  généralité.  Les  indices  s*y 
répartiront  en  systèmes,  et  L^  se  construira  a  l'aide  de  deux  groupes  :  l'un 
\)\\  dont  les  substitutions  permutent  transitivement  les  systèmes  :  l'autre  To, 
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dont  les  substitutions  n'altèrent  que  les  indices  du  premier  de  ces  sys- 
tèmes, 2o-  Les  substitutions  de  D^  appartiendront  à  Lq,  à  L\  et  enfin  à  J. 
Soient  d'ailleurs  Ao,  A^,  A^^^»...  les  groupes  primitifs  qui  servent  à  la  con- 
struction de  D'^;  q,  q\  q'\...  leurs  degrés  successifs. 

Les  systèmes  formés  par  les  indices  de  L"  se  partageront  de  même  en  deux 
hypersystèmes  Hq,  H''^.  Quant  aux  systèmes  formés  par  les  indices  de  L", 
nous  les  considérerons  comme  formant  un  seul  hypersystème  W . 

713.  Gela  posé,  on  voit,  par  les  propositions  I  et  II,  que  chacun  des  sys- 
tèmes cherchés  s,  s',...  est  formé  par  les  fonctions  linéaires  des  indices  d'un 
ou  plusieurs  des  systèmes  2o,  2|,...;  ly, ...;....  Deux  cas  seront  ici  à  dis- 
tinguer par  rapport  à  chacun  des  systèmes  s,  s\ 

i^  Parmi  ceux  des  systèmes  2o,...  dont  S  contient  les  indices,  il  en  existe 
plusieurs  2"^,  2o,  2"^,  2"'  appartenant  à  des  hypersystèmes  différents,  tels 
que  Hq,  Hq,  h' ,  H"'.  Dans  ce  cas,  s  contiendra  tous  les  indices  de  ces  hyper- 
systèmes. En  effet,  les  substitutions  de  D^,  appartenant  a  J,  remplaceront 
les  fonctions  de  s  par  celles  d'un  même  système.  Mais  elles  laissent  inva- 
riables ceux  des  indices  de  W^  qui  sonX  contenus  dans  S;  donc  elles  rem- 
placent les  unes  par  les  autres  les  fonctions  de  s.  Donc  s  contient  les  fonc- 
tions que  les  substitutions  de  D^  font  succéder  aux  indices  de  2^9  c'est-à-dire 
tous  les  indices  de  H^.  De  même  $  contiendra  tous  les  indices  des  autres  hy- 
persystèmes Hq,  H' ,  H'". 

Soient  maintenant  /  le  grou{)e  complexe  formé  à  l'aide  des  groupes  pri- 
maires L'o,  L",  V;  J  le  groupe  qui  est  à  /  ce  que  J  est  à  L  dans  l'énoncé  du 
théorème  G;  t  l'une  de  ses  substitutions;  /q»  ^ ''  ^"'  ^^^  ^^^^^  substitutions 
partielles,  appartenant  respectivement  aux  groupes  L'^,  L",  L'^,  dont  /  est  le 
produit  :  J  contiendra  une  substitution  T  qui  fait  subir  aux  indices  de  s  l'al- 
tération t.  En  effet,  si  £  =  o  (voir  l'énoncé  du  théorème  C),  ce  qui  est  le  cas 
général,  la  substitution  /  est  abélienne  propre,  et  sera  contenue  dans  J. 
Dans  le  cas  exceptionnel  où  £  est  un  entier  impair,  on  aura  d=i^  sans  quoi 
le  groupe  L  tomberait  dans  un  cas  exclu  (707  et  711).  Donc  chacun  des 
groupes  L',  L",  L"',  L^*^...  a  pour  exposant  l'unité.  Soit  donc  ^"  le  facteur 
par  lequel  t  multiplie  les  exposants  d'échange  des  substitutions  correspon- 
dantes aux  indices  de  S;  les  groupes  L^^\...  contiendront  respectivement 
des  substitutions  ^^^^...  qui  multiplient  les  exposants  d'échange  par  ce  même 
facteur;  et  J  contiendra  la  substitution  T  =  t\t\  t'W"t^*K..,  où  t\  est  la  sub- 
stitution qui  altère  les  indices  de  H'^,  comme  /^  altère  ceux  de  IT^. 

2^  Tous  les  systèmes  dont  $  contient  les  indices  appartiennent  à  un  même 
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hypersystëme,  tel  que  H'^.  Soit  2o  l'un  de  ces  systèmes.  On  verra,  comme  au 
n^  740,  que  s  est  formé  par  les  indices  des  systèmes  qui  sont  permutés 
avec  ^0  P^i*  l^s  substitutions  de  l'un  des  groupes  successifs  (Ao,  A'^,  A^»..*)» 
(A'o,  A'Jj,...),  (Ay,...),...,  I,  par  exemple  par  les  substitutions  de  (A'j,,.,.). 
Cela  posé,  les  indices  de  H'o  formeront  qq'  systèmes  S,  s',...  que  les  substi- 
tutions (Ao,  Aq)  permuteront  entre  eux. 

Soient  d'ailleurs  /le  groupe  dérivé  de  la  combinaison  de  (A'^f-O  avec  T^; 
j  le  groupe  qui  est  a  /  ce  que  J  est  à  L  :  on  voit,  comme  tout  à  l'heure, 
que  t  étant  une  quelconque  de  ses  substitutions,  J  contiendra  une  substitu- 
tion T  qui  fait  subir  aux  indices  de  $  l'altération  /. 

774.  Théorème.  —  Le  théorème  C  est  vrai  si  jç^est  décomposable. 

Parmi  les  diverses  manières  de  grouper  les  indices  de  4^  en  systèmes, 
choisissons  Tune  de  celles  où  le  nombre  des  systèmes  est  minimum.  Le 
groupe  4^ se  construira  à  l'aide  de  deux  groupes  :  l'un  Od,  permutant  les  sys- 
tèmes d'un  mouvement  d'ensemble  et  d'une  manière  primitive;  l'autre  r 
n'altérant  que  les  indices  du  premier  système  s. 

Le  groupe  J  étant  supposé  contenu  dans  4^,  chacune  de  ses  substitutions 
remplacera  les  fonctions  linéaires  des  indices  de  chacun  des  systèmes  s, 
^',...  par  les  fonctions  linéaires  des  indices  d'un  même  système. 

Désignons  par  /  et  j  les  mêmes  groupes  qu'au  n^  773  :  L  étant  contenu 
dans  4^,  j  le  sera  évidemment  dans  F.  Mais  les  groupes  /,  y,  F  étant  de  de* 
gré  moindre  que  L,  ],  4^,  le  théorème  G  leur  est  applicable,  par  hypothèse. 
Donc  /  et  F  sont  des  groupes  pareils;  donc/  est  primaire  comme  F.  Donc 
ceux  des  indices  de  L  dont  s  est  formé  appartiennent  exclusivement  à  un 
seul  des  groupes  L',  L",  L*',.... 

Ainsi,  chacun  des  systèmes  s,  s\...  est  formé  de  tout  ou  partie  des  in- 
dices de  l'un  des  groupes  L',  L",  L'",...  (et  de  leurs  fonctions  linéaires);  et 
ces  groupes  pourront  en  général  se  partager  en  deux  sortes  :  1^  ceux  dont 
tous  les  indices  appartiennent  à  un  seul  de  ces  systèmes;  7?  ceux  dont  les 
indices  forment  plusieurs  systèmes. 

//  ne  peut  exister  plus  d*un  groupe  de  première  sorte.  Car  s'il  y  en  avait 
deux,  L\  L",  ces  deux  groupes  étant  pareils  à  F,  le  seraient  entre  eux,  et 
l'on  tomberait  sur  un  cas  exclu  (713). 

775.  Parmi  les  groupes  de  seconde  sorte,  il  nen  existe  aucun  qui  soit  dé- 
composable de  première  espèce.  En  effet,  si  l'un  d'eux  L'  l'était,  ses  indices 
se  partageraient  en  deux  hypersystèmes  H^,  H'^,  dont  chacun  serait  formé 
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par  les  indices  d'un  ou  plusieurs  des  systèmes  s,  s',....  Soient  Xq^  yo^"-  ^^ 
^11  JKm---  les  indices  de  ces  hypersystèmes  :  L'  se  construira  au  moyen  de 
la  substitution 

yy  =î  I  Xt, y^j •  •  •  y  ^11  y\i •  •  •    ^i>  y\i'  •  •  >  S^**  ëX^* •  •  •  I > 

et  d'un  groupe  L',,  dont  les  substitutions  n'allèrent  que  les  indices  de  H'^,.  Ce 
groupe  se  construira  lui-même  à  Taide  de  deux  groupes  Dq  =  (A©,  A'^,,  Ao,...) 
et  F'q.  Parmi  les  systèmes  qui  sont  contenus  dans  Hq,  il  en  existe  un  8  tel, 
que  le  groupe  /qui  lui  correspond  soit  dérivé  de  la  combinaison  de  F'^  avec 
(A'j^,...)  par  exemple. 

Soient  maintenant  L'j,  D',  =  (A,,  A'j,  A",,...),  T\  les  groupes  transformés 
de  L'j),  Dq,  Tq  par  W  :  V  pourra  être  considéré  comme  construit  à  l'aide 
de  W  et  de  L'/,  et  parmi  les  systèmes  qui  sont  contenus  dans  H'j,  il  en  existe 
un  s' tel,  que  le  groupe  correspondant  /'  soit  dérivé  de  la  combinaison  de  T\ 
avec  un  des  groupes  (A|,  A'j,  A',...),  (A',,  A',,...),  (A* ,...),....  D'ailleurs  s 
et  S'  contiennent  le  même  nombre  d'indices.  Donc  /'  dérivera  de  la  combi- 
naison de  r'j  avec  (A'^,...).  Mais  /  et  /'  devraient  être  pareils,  ce  qui  n'est 
pas,  bien  qu'ils  aient  la  même  forme;  car  ils  ont  2  pour  exposant  et  sont 
rapportés  respectivement  aux  indices  ar^fjo»*-*  6t  aux  indices  oTf.j^i,...  qui 
correspondent  a  des  substitutions  dont  les  exposants  d'échange  sont  g  fois 
plus  grands. 

776.  Chacun  des  groupes  de  seconde  sorte  déplace  la  moitié  au  moins  des 
systèmes  [davantage  s*il  riy  en  a  pas  juste  quatre).  Cela  est  clair  s'il  n'y  a  que 
deux  systèmes.  S'il  y  en  a  davantage,  le  groupe  (D  étant  primitif,  le  nombre 
des  systèmes  est  une  puissance  d'un  nombre  premier,  teHe  que/>"(^)  (533); 
et  si  l'on  caractérise  les  systèmes  par  n  indicateurs  a;,  j^,...,  variables  de  o  à 
/>  —  I ,  leurs  déplacements  par  les  substitutions  de  OD  seront  de  la  forme 

I  :r,  /, . . .     ax  -h  6 j  -4- . . .  -ha,  a' a:  -h  b'j*  -j- . . .  -h  a', . . .  |. 

Le  nombre  des  systèmes  déplacés  par  chaque  substitution  de  (D  (l'unité  ex- 
ceptée) sera  au  minimum/?"—/?'*"',  nombre  égal  à  -/>"  si  />''  =  4,  supérieur 

dans  tous  les  autres  cas  (718). 

Soient  d'autre  part  V  un  groupe  de  seconde  sorte;  D=  (A,  A',  A'',...) 
et  F'  les  groupes  qui  servent  à  le  construire;  d  l'un  des  systèmes  qu'il  con- 

(*)  Nous  changeons  ici  le  sens  des  lettres  /?,  n. 
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tient;  (A'',...,  F')  le  groupe  /correspondant.  Les  substitutions  (A,  A')  per- 
mutent entre  eux  les  qq'  systèmes  que  contient  L\  sans  déplacer  les  autres. 
D'ailleurs  elles  appartiennent  à  J  et  par  suite  k  ^,  et  enfin  à  Cd.  Donc  les 
systèmes  qu'elles  déplacent»  et  que  contient  L',  forment  au  moins  la  moitié 
du  nombre  total  (davantage,  si  p<4)- 

777.  Les  propositions  précédentes  montrent  que  trois  hypothèses  seule- 
ment sont  possibles  relativement  aux  groupes  L\  L",.... 

I®  //  existe  deux  groupes  L',  \f  de  seconde  sorte ^  contenant  chacun  préci- 
sément la  moitié  des  systèmes;  p^  =  l\.  Ces  groupes  contiennent  chacun  deux 
systèmes  :  ils  sont  évidemment  semblables  entre  eux,  et  nous  tombons  ainsi 
sur  un  cas  exclu  (713). 

2®  //  existe  uri  groupe  de  seconde  sorte^  L',  et  un  de  première^  L".  Les  dé- 
placements que  V  fait  subir  aux  p^—  i  systèmes  qu'il  permute  entre  eux 
forment  un  groupe  primitif  A;  sans  quoi  Tune  des  substitutions  de  L' 

déplacerait  tout  au  plus  ^- systèmes,  résultat  absurde.  On  aura  donc 

/?"—!  =71^,  n  étant  premier;  et  le  premier  faisceau  de  A,  y,  contiendra 
n'"  substitutions  d'ordre  n,  échangeables  entre  elles. 

Or  si  l'on  admet,  ce  qui  est  permis,  que  le  système  que  les  substitutions 
de  A  n'altèrent  pas  est  celui  dont  les  indicateurs  sont  tous  nuls,  les  substi- 
tutions de  (f  prendront  la  forme  linéaire  sans  termes  constants 

(7)  \  Xy  y-y, . .     ax  -\-  by-^-. .  ,y  a! x  -f-  h' y  +-...,...  |. 

Ces  substitutions  étant  d'ordre  premier  à  ^,  et  échangeables  entre  elles, 
pourront  être  ramenées  simultanément  par  un  changement  d'indices  à  la 
forme  canonique  monôme.  Les  nouveaux  indices  Xq,  X,,...  se  partageront 
en  systèmes  contenant  respectivement  fxv,  |li'v',...  indices,  respectivement 
répartis  en  v,  v',...  séries;  et  l'ordre  de  (p  divisera  (/?''— i)  (/^"^  —  1)..., 
|jLv-f-  fJL'v'-^...  étant  égal  à  n  (186).  Pour  que  cet  ordre  soit  égal  à/?"—  1, 
il  faut  évidemment  qu'il  n'y  ait  qu'un  système,  et  qu'une  série.  Mais  alors 
les//*—  I  substitutions  de  9  seront  les  puissances  d'une  seule  d'entre  elles, 
de  la  forme 

OÙ  i  est  une  racine  primitive  de  la  congruence  i''"""*^  i  (mod./>).  Mais  cela 
ne  peut  avoir  lieu  que  si  m  =  j ,  d'où  p^—  i  =  tt.  Dans  ce  cas,  A  contiendra 
7r(7r— i)  substitutions,  toutes  permutables  à  9,  et  sera   contenu  dans  le 
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groupe  K  formé  par  celles  des  substitutions  de  la  forme  (7)  qui  sont  permu- 
tables à  9.  Mais  en  prenant  pour  indices  indépendants  Xo»  Xi,...,  on  voit 
immédiatement  que  K  se  réduit  aux  n{f3^—\)  substitutions  de  la  forme 

Donc  7r(;r  — i)  =  (/!''— i)(p"— 2)  divisera  n(/?"— i),  résultat  absurde  si 
p^^t\.  Mais  8i//'  =  4»  d'où  7r^3,  on  tombe  sur  un  cas  exclu  (714). 

3®  Il  n  existe  qu'un  groupe  de  seconde  sorte,  V.  Le  groupe  A  formé  par 
les  déplacements  que  L  fait  subir  aux  systèmes  est  un  groupe  transitif  con- 
tenu dans  le  groupe  primitif  CD.  Appliquant  à  ces  deux  groupes  le  théo- 
rème A,  supposé  vrai  pour  les  degrés  inférieurs  à  p",  on  voit  que  ces  deux 
groupes  sont  pareils;  /  étant  d'ailleurs  pareil  k  r,  L  =  L'  le  sera  à  ^,  con- 
trairement à  l'hypothèse. 

Cas  où  j^est  indécomposable. 

778.  Théorème.  —  Les  groiq>es  ^,  L,  J  étant  définis  comme  au  théorème  C, 
supposons  que  j^  soit  indécomposable  et  contienne  J  ;  son  premier  faisceau  .f 
sera  contenu  dans  F,  premier  faisceau  de  L. 

La  démonstration  est  fondée  sur  le  lemme  suivant  : 

Leume  l.  —  Soient  C,  E  deux  substitutions  quelconques  de  i  :  C""'  E"'  CE 
sera  échangeable  aux  substitutions  de  §.  En  effet,  isi  ^  est  de  première  caté- 
gorie, par  (exemple,  les  substitutions  C  et  E  qui  y  sont  contenues  seront  de 
la  forme  sC9^^^  a  et  *  étant  définies  comme  au  n°  618  et  ^  étant  une 
substitution  qui  ne  déplace  pas  les  séries.  La  substitution  C"*  E~~*  CE,  se 
réduisant  évidemment  à  la  forme  ^,  sera  échangeable  à  celles  de  §. 

Si  donc  C  est  échangeable  aux  substitutions  de  §,  E"*  CE  le  sera. 

Le  groupe  L  étant  supposé  complexe,  pour  plus  de  généralité,  soient  h\ 
L'',...  les  groupes  primaires  dont  il  est  formé.  Les  indices  de  L'  se  réparti- 
ront en  général  entre  X'  systèmes  (couples  de  systèmes)  S,  $«,...,  et  L'  sera 
formé  au  moyen  de  deux  groupes  D'  et  F'q,  l'un  permutant  les  systèmes, 
l'autre  n'altérant  que  les  indices  d'un  seul  système  (couple  de  systèmes)  S. 

.  779.  Lemme  II.  —  Toute  substitution  de  i  remplace  les  indices  de  S  par  des 
fonctions  de  ces  seuls  indices.  En  effet,  ces  indices  se  partagent  en  séries.  Si 
chacune  d'elles  contient  plusieurs  indices.  Go,  second  faisceau  de  T^,  s'ob- 
tiendra en  adjoignant  à  son  premier  faisceau  F»  certaines  doubles  suites  A^, 
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B, ,...;...  dont  les  substitutions,  étant  abéiienncs  propres,  appartiendront 
a  J.  Prenant  C  =  A,,  E  =  B,,  il  vient  C""*E~'CE  =  9,  substitution  qui  allère 
tous  les  indices  de  S  sans  altérer  les  autres.  Les  substitutions  de  ^  lui  étant 
échangeables,  reniplaceront  les  indices  de  S  par  des  fonctions  de  ces  mêmes 
indices. 

Si  chaque  série  ne  contient  qu'un  indice,  on  obtiendra  le  même  résultat. 
Et  d'abord  r'^  sera  de  première  ou  de  seconde  catégorie. 

i^  S'il  est  de  première  catégorie,  soit  v'  le  nombre  des  séries  de  chaque 
système.  Si  v'  >  i,  F'^,  et  par  suite  J,  contiendront  les  substitutions 

g=\  ...,  X.,...,  <., ,gp'xr,...,g'p'x'^,..:u 

OÙ  g^est  une  racine  primitive  de  la  congruence  g^^^^  ^i  [moA.p).  Posant 
0  =  ^,  E  =  «,  il  vient  C~*E"'CE  =  g^''-*,  substitution  qui  altère  tous  les 
indices  de  S  sans  altérer  les  autres. 

Si  v'=  I,  d'où  />>2  (616),  r'o,  et  par  suite  J,  contiendra  les  substi- 
tutions abéliennes  propres 

g=z  I  XyX'     gx,  g""' a;'  I,         ift  =  I  X,  or'     x',  —  X  |. 

Posant  C  =  g,  E  =  ^,  il  vient  C"*E""*CE  =  ^^,  substitution  qui  allère  tous 
les  indices  de  S  {p'*'  étant  >3)  sans  altérer  les  autres. 

2^  Si  Fo  est  de  seconde  catégorie,  soit  2v'  le  nombre  des  séries  :  F'^  con- 
tiendra les  substitutions 

OÙ  g  est  une  racine  primitive  de  la  congruence  g^''^"*"*  ^  i  (mod./?)  et  e  une 

racine  de  la  congruence  c''"'"^*  =f  —  i.  Ces  substitutions,  étant  abéliennes 
propres,  seront  contenues  dans  J  si  /'>2.  Posant  alors  G  =  ^,  E  =  $,  il 
vient  C~*  E""*CE  =  g''"*,  substitution  qui  altère  tous  les  indices  de  S  sans 
altérer  les  autres. 

Si  /?=2,  J  ne  contiendra  pas  9  (678);  mais  il  contiendra  9^;  et  l'on 

pourra  poser  C  =  gj  E  =  **,  d'où  C"'  E"**  CE  =  ^'''""' ,  substitution  qui  allère 
tous  les  indices  de  S  (sans  altérer  les  autres),  pourvu  que  l'on  ait  v'>  i. 

Soit  p=2p  v'  =  I .  Si  X'  >  I ,  D'  contient  une  substitution  T  qui  remplace  S 
par  un  autre  système  S|.  Cette  substitution  appartient  à  J  (675);  posant 
G  =  T,  E=^,  et  désignant  par  /,  y,  les  indices  de  S4,  la  substitution 
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C-*E~*  CE  muhipliera  x  et  j^,  par  g^"*  =g^^  y  ^^  oc^  par  g^  et  n'altérera  pas 
les  autres  indices.  Les  substitutions  de  §,  qui  lui  sont  échangeables,  rem- 
placeront donc  X  et  y^  par  des  fonctions  de  ces  seuls  indices.  Soit 

f—  I  j;,  /,, . . .     /^  4-  mjTx,  l'x  4-  m'/i»  •  •  •  1 

Tune  d'elles.  Sa  transformée  par  g,  appartenant  à  #,  lui  sera  échangeable, 
d'où  les  relations 

gVm^g-'Vmy    (g^—  i)m(/—  m')  =  (g^-'  —  i)/'(/—  m')  =  o    (mod./?), 

d'où  l'on  déduit,  comme  au  n°  748,  t^m^o.  On  voit  de  même  que/ 
multipliera  a?!,  /  par  de  simples  facteurs  constants. 

Resterait  enfin  le  cas  où/?  =  2,  v'=  i,  X'=  i.  Considérons  dans  ce  cas  les 
groupes  L",...  qui  concourent  avec  V  à  la  formation  de  L.  Si  l'un  d'eux  1/ 
était  de  seconde  catégorie  et  que  les  nombres  v'\  X"  respectivement  ana- 
logues à  v',  X'  se  réduisissent  à  i,  il  serait  semblable  à  L',  et  l'on  tomberait 
dans  un  cas  exclu  (713).  Dans  le  cas  contraire,  l'analyse  précédente  montre 
qu'il  existe  une  substitution  qui  altère  les  indices  de  l'un  quelconque  des 
systèmes  (couples  de  systèmes)  de  L",  sans  altérer  ceux  de  L',  et  à  laquelle 
les  substitutions  de  ^  soient  échangeables.  Les  fonctions  par  lesquelles  ces 
dernières  substitutions  remplacent  les  indices  de  V  ne  peuvent  donc  con- 
tenir les  indices  de  L". 

780.  Lemhe  IIL  —  Soit  x  l'un  quelconque  des  indices  de  S.  //  ne  figure 
qj£un  seul  indice  de  chaque  série  de  S  dans  les  fondions  que  les  substitutions 
de  §  font  succéder  à  X.  Cela  serait  évident  si  chaque  série  ne  contenait  qu'un 
indice.  Admettons  donc  qu'elle  en  contienne  plusieurs;  et  soient  A4,  Bf,...; 
A'j,  B'j, ...;...  les  doubles  suites  qui,  combinées  à  Fo,  reproduisent  G». 

i^  Si  r'o  est  de  première  catégorie,  il  contient  une  substitution  abélienne 
propre  T  qui  ne  déplace  pas  les  séries  et  ne  soit  pas  échangeable  à  A,  aux 
F  près  (733).  Cette  substitution  appartiendra  à  J;  et  si  l'on  pose  C=c  A|, 
E  =  T,  C-^E-*CE  sera  delà  forme/A^B^...,/ étant  une  substitution  de  Fo. 
Les  substitutions  de  §  sont  échangeables  à  cette  substitution  et  à  ses  trans- 
formées par  les  substitutions  abéliennes  propres  T,  Tf,...  que  contient  r^. 
Mais  les  transformées  de/A*'BJ«...  par  ces  dernières  substitutions,  étant 
jointes  à  F»,  reproduiront  tout  le  faisceau  (Fo,  A|,  Bf,...).  Donc  ces  trans- 
formées, combinées  entre  elles,  reproduiront  une  substitution  de  la  forme 
/Aï*BÎ*...,  quels  que  soient  les  exposants  7,,  d',,....  En  particulier,  elles 
reproduiront  des  substitutions  telles  que/,  A<,/2  A^,.... 
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On  verra  de  même  que  parmi  les  substitutions  auxquelles  celles  de  $ 
doivent  être  échangeables,  il  en  existe  de  chacune  des  formes /j'  A'^. ..;.... 

Cela  posé,  les  substitutions /«  A,,  /sAa»---;  f[  A'^, ...;...  multipliant  tous 
les  indices  par  des  facteurs  constants,  les  substitutions  de  ^,  qui  leur  sont 
échangeables,  remplaceront  chaque  indice  par  une  fonction  de  ceux-là  seu- 
lement que  chacune  de  ces  substitutions  multiplie  par  un  même  facteur. 

Deux  indices  quelconques  [?i  Ç2«-«>3i*--]r  ^t  [?i?2«--*3'f-Jr  d'une  même 
série  sont  multipliés  par  un  facteur  différent  dans  l'une  au  moins  des  sub- 
stitutions ci-dessus;  car  si  ||,  par  exemple,  diffère  de  Ci»/i  A,  ne  les  mul- 
tipliera pas  par  le  même  facteur. 

781.  n^  Si  Vq  est  de  seconde  catégorie,  ilcontiendra  encore  une  substi- 
tution T  qui  ne  déplace  pas  les  séries  et  ne  soit  pas  échangeable  à  A,  aux 
F  près.  Si  T  n'était  pas  abélienne  propre,  mais  multipliait  les  exposants 
d'échange  par  un  facteur  k,  r^  contiendrait  la  substitution 

où  le  facteur  h  est  une  racine  de  la  congruence  A''""^*  ^^(mod.|>),  et  la 
substitution  abélienne  propje  A~'  T,  qui  transforme  A|  de  la  même  manière 
que  T.  On  pourra  poser  C  =  A,  E  =  A-^T;  et  C-*E~*CE  sera  de  la  forme 
/A^'B^....  Les  transformées  de  cette  substitution  par  les  substitutions!, 
T,,.^.  du  groupe  T^,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  substitutions  abé- 
liennes  propres  A"*T,  A^^Ti,...,  lesquelles  appartiennent  à  J,  combinées 
entre  elles,  reproduiront  des  substitutions  de  chacune  des  formes /|A|, 
/aAa,....  Cela  posé,  on  achèvera  le  raisonnement  comme  tout  à  l'heure. 

782.  3^  Si  r'o  est  de  troisième  catégorie,  sa  construction  dépend  de 
groupes  auxiliaires  /,  /',...  de  première  ou  de  seconde  catégorie,  et  respec- 
tivement correspondants  aux  doubles  suites  A4,  B,,...;  A'^,  B'^,...;....  Con- 
sidérons en  particulier  le  groupe  /;  et  posons 

Les  substitutions  de  /  seront  de  la  forme 

I  Xx,  Xt, ...     rf,  ^1  -+-  e,  /,  H- . . . ,  b\xi-hd\y\-+'.,.,... 


Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  /  soit  décomposable;  il  sera 
formé  à  l'aide  de  deux  groupes  :  l'un,  <^,  permutant  les  systèmes  (ôouples  de 
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systèmes)  cKun  mouvement  d'ensemble;  l'autre,  70»  n'altérant  que  les  in- 
dices du  premier  système  (couple  de  systèmes).  Soient  9  le  premier  fais- 
ceau de  Yo?  ût,,  i,,...;  a^,  t', ,...;...  les  doubles  suites  qui,  jointes  à  9,  for- 
meront son  second  faisceau.  Ces  substitutions,  ainsi  que  celles  de  &  et  de  9, 
seront  les  corrélatives  de  certaines  substitutions  de  Vq,  telles  que  T,  T,,..., 
qui  multiplieront  les  exposants  d'échange  par  des  résidus  quadratiques 
de  p  (671-677).  On  peut  admettre  que  ces  résidus  quadratiques  se  réduisent 
à  l'unité  :  car,  si  T,  par  exemple,  multiplie  les  exposants  d'échange  par  k^, 
soit  k  la  substitution  de  F'q  qui  multiplie  tous  les  indices  par  k:  F^  con- 
tiendra la  substitution  k^^l,  qui  est  abélienne  propre  et  a  la  même  corré- 
lative que  T. 

783.  Supposons  maintenant  en  premier  lieu  que  70  soit  de  première  ca- 
tégorie. Remplaçons  les  indices  a7<,  y^,  iï?2»72»'«-  par  d'autres  indices  indé- 
pendants, choisis  de  telle  sorte  que  le  groupe  /  prenne  sa  forme  type;  soient 

[|,§2«-'>îi--«]r«  [l«?2«'«>îi««-]r  ^^"^  ^®  ^^^  iudiccs  qui  forment  respective- 
ment le  premier  et  le  second  système  de  y»,  (k^t...%...rof  Cç.ç,...^,...,.^  les  sub- 
stitutions correspondantes.  Soient  v  le  nombre  des  séries  de  chaque  système, 
jjL  le  nombre  d'indices  de  chacune  d'elles;  les  jxv  indices  imaginaires 
Q.ç,...Yi,...ro  dépendent  d'un  nombre  égal  de  fonctions  réelles  a?'j,...,  x[,,.  Les 
indices  des  premiers  systèmes  de  chacun  des  autres  couples  dépendront  de 
même  de  fonctions  analogues  x„^^^..,:  et  l'on  peut  admettre,  sans  nuire  à  la 
généralité,  que  a?',,...,  x^^  a?'^,+j,...  se  confondent  respectivement  avec 
^i»«.->  ^\sM9  ^liv+i»"*  (638).  Cela  posé,  les  substitutions  «vi>i,...,  .^,^^,  corres- 
pondantes aux  indices  â?i,...,  x^y,  seront  dérivées  des  substitutions 
Cç.ç....^....ro»  et  réciproquement. 

Soit  par  exemple  x,  =CS,  o.w'Q.ç,.  .t,,...ro«-»  et  soit  h  une  racine  pri- 
mitive de  la  congruence  A*  "•  ^  i  (mod./?).  La  substitution  h  d'ordre  2".—  ! 

dont  les  puissances  reproduisent  y,  transforme  ci>,  en  C^...o...oo---Q.l...ii,.  .ro«-«» 
laquelle  diffère  évidemment  de  x,.  Donc  xz^hr^Xfh  ne  se  réduit  pas  à 
Tunité.  Cette  substitution  est  d  ailleurs  évidemment  dérivée.de  <x>t,  X29...9 

«^v;  supposons-la  donc  égale  à  x^'...  J^o'^-  Soit  maintenant  H  la  substitution 
abélienne  propre  contenue  dans  Vq  et  qui  a  h  pour  corrélative;  on  aura,  en 
posant  C  =  A,,  E  =  H,  C-*E-*CE=/Ar...A*r  (/ étant  une  substitution 
de  Fo),  et  les  substitutions  de  ^  seront  échangeables  à  cette  substitution,  et 
à  ses  transformées  par  les  substitutions  de  J. 

Les   transformées   de  la   substitution   X*'...c^Jlr  par  les  substitutions 
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(A,  a,,  6|,...,  à^^  b\,...),  combinées  entre  elles,  reproduiront  toutes  les 
substitutions  («il»,,...»  «^^iv)-  Car  celles  qu'elles  reproduisent  forment  évi- 
demment un  groupe  permutable  à  A»  di«  ^o*..,  a\,  6^»....  Si  ce  groupe 
ne  contenait  qu'une  partie  des  substitutions  (ei>,,...,  X^y)^  le  groupe 
(A,  a,,  6,,...,  a'j,  6'j,...)  serait  non  primaire.  On  pourrait  donc  déterminer 
des  fonctions  réelles  des  indices  en  nombre  inférieur  a  uv,  et  que  chacune 
de  ses  substitutions  remplacerait  par  des  fonctions  linéaires  les  unes  des 
autres;  résultat  absurde,  car  d'une  fonction  quelconque  jointe  à  ses  trans- 
formées par  A,  a«,  6|,...,  a^,  6\,...,  on  déduit  /xv  fonctions  distinctes,  ainsi 
que  nous  l'avons  vu. 

Les  substitutions  (^i^,,...,  ^^v).  ainsi  dérivées  de  a."'...aiYr  et  de  ses 
transformées,  étant  à  leur  tour  transformées  par  celles  de  (f,  fourniront  toute 
la  suite  des  substitutions  <.\>,,...,  <a>||.v,  o.i>|av^.|9*«** 

Cela  posé,  il  est  clair  qu'en  transformant/A'*...  A*r  par  les  substitutions 
abéliennes  propres  qui  ont  pour  corrélatives  A,  a^,  6|,...,  a^,  6'^,...,  com- 
binant ces  transformées  entre  elles,  et  transformant  les  résultats  obtenus 
par  les  substitutions  abéliennes  propres  qui  ont  pour  corrélatives  celles 
de  d,  on  obtiendra  aux  Fo  près  toutes  les  substitutions  de  la  suite  A(,..., 
ApLv»  A^v4.i»--«'  D'ailleurs  les  transformantes  appartiennent  à  F'q,  et  par  suite 
à  J.  Les  substitutions  obtenues  et  qui  sont  respectivement  des  formes/  A«, 
/2  Aa,...  seront  donc  échangeables  à  celles  de  ^.  Cela  posé,  on  achèvera  la 
démonstration  comme  aux  deux  premiers  cas. 

Remarque,  —  En  considérant  les  seconds  systèmes  de  chacun  des  couples 
entre  lesquels  se  répartissent  les  indices  de  4^,  on  démontrerait,  d'une  ma- 
nière analogue  à  la  précédente,  qu'il  existe  des  substitutions  des  formes 
/i  Bif/a  B2,...  échangeables  aux  substitutions  de  J. 

784.  Si  7o  est  de  seconde  catégorie,  la  démonstration  est  la  même,  sauf 
la  simplification  résultant  de  ce  que  les  indices  de  70  ne  forment  qu'un  sys- 
tème, ce  qui  permettra  de  démontrer  du  même  coup  la  proposition  relative 
aux  substitutions  /,  A,,  /  A^,...,  et  celle  relative  aux  substitutions  /;  B,, 

y 2  *^2»' •  •  • 

785.  Lemme  IV.  —  Les  fonctions  des  indices  de  S  que  les  substitutions  de  i 
font  succéder  à  x  ne  contiennent  aucun  indice  appartenant  à  une  autre  série 
que  X.  Trois  cas  sont  à  distinguer  : 

I**  To  est  de  première  catégorie.  Soient  g  la  substitution  d'ordre  p"*—  i 
dont  les   puissances  reproduisent  Fo,  A  et  S  deux  substitutions  définies 
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comme  au  n®  618;  T'^  contiendra  une  substitution  abélienne  propre  de  Tune 
des  deux  formes  ^^,  A9^,  ^ne  déplaçant  pas  les  séries  (*).  Suivant  que 
l'un  ou  l'autre  de  ces  cas  se  présentera,  nous  prendrons  C  =  g,  È  =  a^, 
d'où  C-'E-«CE  =  5^-S  ou  C  =  g,  E  =  Si(£^,  d'où  C"' E'*  CE  =  g-^f'^'K  Les 
substitutions  de  ^  seront  échangeables  suivant  le  cas  à  la  substitution  g"* 
ou  à  la  substitution  g-^p^*^;  elles  remplaceront  donc  chaque  indice  par  une 
fonction  de  ceux-là  seulement  que  ces  substitutions  (qui  sont  canoniques 
monômes)  multiplient  par  un  même  facteur  constant. 

Soit  d'abord  C"'E^*  CE  =  g^~^.  Supposons,  ce  qui  est  permis,  que  x  soit 
de  la  première  série;  g"^  multipliera  les  indices  a?p,  Jp,...  de  la  p-hi'^""*  sé- 
rie du  premier  système  par  ^"^''^  et  les  indices  x^,  Jr»---  de  la  r-h  i'^""" 

série  du  second  système  par  g^P\ 

Pour  que  les  fonctions  que  les  substitutions  de  ^  font  succéder  a  x  con- 
tinssent l'un  des  indices  x^,y^^...^  il  faudrait  qu'on  eût 

g-^^g-^p^    {ïtïod.p),      d'où      2{p9—i)^o    (mod.p^— i), 

ce  qui  est  absurde,  p  étant  <  v. 

Pour  que  ces  fonctions  continssent  l'un  des  indices  x^^  y,.,  il  faudrait 
qu'on  eût 

g-^^g^f'    [moA.p],      d'où      2(/?'"4- 1)^0    (moA.p^—i). 

Posons  donc 

(8)  2(j3'--4- i)  =  /jr{/;^— i),    d'où    p'{kp'-'  —  2.)  =  k-^7.\ 

on  aura  a  fortiori^  pT  étant  au  moins  égal  à  1  et/?""''  à  2, 

aAr  — 2  =  /r-4-2,     d'où    /r^4- 

Posant  successivement  ^=  r,  2,  3,  4  dans  la  relation  (8),  et  remarquant 
que/>''>  4  (616),  et  ne  doit  pas  être  égal  à  3%  ce  qui* serait  un  cas  exclu 
(704),  on  ne  trouvera  qu'une  solution,  ^=1,  r  =  o,  p'*=5. 

Cette  dernière  hypothèse  ferait  elle-même  tomber  dans  un  cas  exclu  si 
chaque  série  ne  contenait  qu'un  indice,  ou  si  le  nombre  DC  du  n**  705  était 


(*)  En  effet,  les  groupes  auxiliaires  qui  servent  à  la  construction  de  r'^^  contiennent  chacun  une 
substitution  qui  multiplie  chaque  indice  par  p  :  ces  substitutions  sont  les  corrélatives  d'une  sub- 
stitution de  I',,  de  la  forme  ^^,  laquelle,  combinée  à  la  substitution  de  forme  ^ï^^que  l', 
contient  nécessairement  (636),  donnera  une  substitution  de  la  forme  ^i^ou  de  la  forme  ^$?  . 
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pair.  S'il  est  impair,  F^  contiendra  deux  substitutions  abéliennes  propres 
A\  G,  telles  que  l'on  ait  ^'"*  6"**  sC^=  g",  t  étant  impair  (763-765)  (*).  Les 
substitutions  de  ^  étant  échangeables  à  g'^,  qui  multiplie  x  par  g'^  et  x', 
y\...  par  un  autre  facteur  g^'^^  feront  succéder  à  a;  des  fonctions  qui  ne 
contiennent  pas  x\y\ 

• 

786.  Soit  maintenant  C~*  E"*  CE  =  ^"^''"*"*\  Cette  substitution  multiplie  a? 
pargr-(PH-o,  a:p,7p,...  ^^x  g"^^'^^,  <,/,,...  par  ^^''-^«J^. 

Pour  que  les  fonctions  que  les  substitutions  de  ê  font  succéder  à  x  con- 
tiennent x^y  /pfM  il  fsiut  qu'on  ait 

gr-(/'-Hi)  =  g.-(/»-i-i)/»p    (mod./?),      d'où      {p-f-i)(p?— i)  =  o    (mod.p'  — i), 

relation  ou  p  est  au  moins  égal  à  i  et  moindre  que  v.  Si  p  <v  —  i,  elle 
est  impossible,  car  on  aurait 

Soit  donc  p  =  V  —  I  ;  il  vient 

p" -^p""-*  — p— i^o    (mod./?^— i),      d'où      p""*  —  p^o; 

d'où  enfin  v  =  2,  p  =  i^  p  restant  arbitraire. 

Pour  que  ces  fonctions  continssent  les  indices  x^^  'y\.,...,  il  faudrait 
qu'on  eût 

(9)    g^-(''+'>  =  gr(p+op''    (mod.p),      d'où      (p4-i)(/?'--M)so    (mod.p^— i), 

relation  impossible  si  v>4-  Car  soit  dans  cette  hypothèse  r  =  v  —  1;  le 
reste/?''"*  4-/? -h  2  de  la  division  de  (/?-h  i)(/>''-i- 1)  par/>^— i  sera  </?"— 1 
et  >o.  Soit  au  contraire  r<v—  i;  on  aura 

Si  V  =  4  et  r=  3,  il  vient  la  relation  absurde 

o^p*  -h p^  -hp  H- 1  ^p^  4-  p  +  2    (mod.p*—  i). 


(*)  La  substitution  g  o'est^iutre  que  la  substitution  y  de  Fendroit  cité. 
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Si  V  =  4>  /'=  2,  il  vient 

p*—  I 

(jg  +  i)(p*-f- 1)~  ^  __    ^Q    (mod. /?*  —  !),      d'où      p  =  i. 

Si  v  =  4»  r<2,  (/?H-  i)(/)^-h  i)  sera  </?"—  i. 
Si  V  =  3,  r=  2,  il  vient  la  relation  absurde 

(/>  +  i)(/>*-h  i)^p*-4-/?-4-  a^o(mod./>'—  i)^o  (mod./?^-l-/> -4-  i). 

Si  v=  3,  r<2,  la  relation  (9)  est  absurde. 
Si  V  =  2,  il  vient 

jf-^-i^o    (mod. p  — i),      d'où      2^0    (mod./?— i),      />=:2ou3. 

Si  y  =  I ,  d'où  r=  e,  il  vient 

'^{p  -^1)^0    (mod./?  — 1),      d'où      /i  =  2,  3  ou  5. 

Or/i^>/i(616)  et  ne  peut  être  égal  à  3^  (704).  En  outre,  le  cas  où/?  =  5 
a  déjh  été  discuté.  Il  ne  reste  donc  que  deux  cas  d'exception  :  1^  v  =  2  et 
p  quelconque,  mais  >3;  cas  où  les  fonctions  que  les  substitutions  de  ê 
font  succéder  à  x  peuvent  contenir  un  indice  de  la  série  a?^,  y,,...;  2^y  =  4« 
/'  =  2,  cas  où  ces  fonctions  peuvent  contenir  un  indice  de  la  série  x^^y\^.,., 

787.  Discutons  le  premier  cas  d'exception.  Admettons  que  ê  contienne 
une  substitution  9  qui  remplace  x  par  Ix-^-my^  par  exemple  :  9  rempla- 
cera de  même  y^  par  une  fonction  l'x  4-  niy^  des  deux  indices  qui  sont 
multipliés  par  le  même  facteur  que  y,  dans  toutes  les  substitutions  que  nous 
avons  yu  être  échangeables  k  9.  La  substitution  g^  étant  abélienne  propre, 
appartient  à  J,  et  par  suite  à  ^;  la  transformée  de  <p  par  g  appartiendra 
à  i\  elle  sera  donc  échangeable  à  9,  d'où  les  relations  suivantes 

On  en  déduit,  comme  au  n^748,  /'^m^o,  ce  qui  établit  notre  propo- 
sition. 

Soient  maintenant  y  =  4,  /?  =  :2,  et  9  une  substitution  de  ê  qui  remplace  x 
par  Ix-hmy^,  y\  par  Vx-^-niy^  :  sa  transformée  par  g  lui  sera  échan- 
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geabic,  d*où  les  relations 

g'^p't m  =  g-O+p*)  Vm,     d'où     (g^c+z'')  —  i)  /'m  =  o, 
(g'^^"—i)m(l—m')  =  o,      (g-('+/'.*)—  !)/'(/ -m')  =o. 

Mais  2(1  4-/?*),  et  a  fortiori  zt(i  +/>')  ne  sont  pas  des  multiples  de/>*  — i; 
donc  g^''^^^'^—\,  g'^^^-^p^^—i  ne  se  réduisent  pas  à  zéro.  On  aura  donc 
ici  encore 

/'m  =  /w(/  — m')  =  /'(/— m')  =  o,      d'où      /'  =  m  =  o  (7W), 
ce  qui  démontre  notre  proposition. 

788.  2**  r'o  e^^  de  seconde  catégorie.  Soient  av  le  nombre  de  séries,  g  la 
substitution  d'ordre/?" -4- 1  dont  les  puissances  reproduisent  F©.  Le  groupe  r*^ 
résulte  de  la  combinaison  de  substitutions  de  la  forme  !^avec  une  substitu- 
tion de  la  forme  ^^,  i  étant  égal  k  i  ou  à  2  (590).  On  peut  la  supposer 
abélienne  propre,  car  si  elle  multipliait  les  exposants  d'échange  par  k, 
r'o  contiendrait  la  substitution  œ^^A~',  qui  est  abélienne  propre,  et  de  la 
forme  ^i^<^(la  substitution  h  étant  définie  comme  au  n^  781). 

Supposons  d'abord  v>i,  et  posons  C  =  ^,  E  =  $^^;  la  substitution 

C""*  E~*  CE  =  ^'^  ""*  sera  échangeable  à  toutes  les  substitutions  de  ^.  Or  cette 

substitution  multiplie  x  par  g^"^  eta?p,  ^p,...  par  g^'' ■'*^'*^  Pour  que  les 
fonctions  que  les  substitutions  de  §  font  succéder  à  x  continssent  l'un  des 
indices  x^^  y^,  il  faudrait  qu'on  eiXt 

(10)  gp^-^  =  gip^-^)p\      tfoii      (/— i)(pe— i)  =  o    (mod.p^-hi). 

Dans  cette  relation  p  peut  varier  de  1  à  2v  — i.  Mais  soit  p  =  v-+-r;  on  a 
/?P^^  — /?^(mod./>^-h  1);  de  sorte  que  la  relation  (10)  revient  à  l'une  des 
deux  suivantes  : 

(11)  (/>*— i)(pp— 1)^0    (mod.p^-hr),        p=i,...,v— I, 

(12)  (p*— -i)(p^-f-i)^o    (mod.p*-M),        r=o,  I,. . .,  V— I. 

Étudions  les  moyens  de  satisfaire  à  ces  deux  relations,  en  supposant  ù=-2, 
ce  qui  est  évidemment  le  cas  le  plus  favorable.  Commençons  par  la  rela- 
tion (11). 

Si  p<v--  I,  on  a  (/?'—  i){p^—  i)</>^^*-»-  i  Kp"-^  i-  Donc  la  relation 
est  impossible.  Si  p  =  v  —  i ,  elle  donne 

p^t  —  p*-«  — 1?2  -f- 1  ^  -«  pv-«  —  p»  —  p  ^  I  ^  o    (mod.  p"  -h  i). 
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Si  v>3,  cette  dernière  relation  est  impossible,  car  —p^^—p^  —  p-^i 
est  négatif,  et  moindre  en  valeur  absolue  que  />""*  -h...-h/>-h  i  =  ^-^-^ 
et  a  fortiori  moindre  que/>^-h  i.  Si  v  =  3,  elle  devient 

2p'-i-/?— i^o    (mod./?* -4- 0, 

et  ne  serait  satisfaite  que  pour  p  =  2;  mais  ce  cas  est  exclu  (708).  Enfin, 
si  v  =  2,  elle  devient 

o^/?*-f-  2p  —  I  ^o.[p  —  i)    (mod./?* -f- 1), 

ce  qui  est  absurde. 
Passons  à  la  relation  (la).  Elle  est  impossible  si  r<  v  —  2;  car  on  aurait 

Soit  r  =  v  —  2  :  il  viendra 

Si  v>3,  — />^"* -h />*  —  a  sera  négatif,  et  moindre  en  valeur  absolue  que 
p"*"^  H-  2  et  a  fortiori  que/^^H-  1 .  La  relation  est  donc  impossible.  Si  v  =  3, 
on  n'aurait  de  solution  que  i^oxxv  p  =  a\  mais  ce  cas  est  exclu  (708).  Si 
v  =  2,  — />^~* H- /?^  —  2  se  réduit  à/>*  — 3,  quantité  positive,  et  inférieure 
à/?' 4-  I.  Donc  la  relation  est  impossible. 
Soit  enfin  r  =  v—  1  :  il  viendra 

o  ^  (p*  —  I  )  {/!*-•  -f- 1)  ^  —  /?''-"'  4-  p*  —  /?  —  I     (  mod.  p*  -f-  I  '. 

Si  V  >  2,  —/>^~* H- />*—/>—  I  est  négatif,  et  moindre  que/^^-h  i  :  la  relation 
est  donc  absurde.  Si  v  =  2,  il  vient  (/?— i)*^o(mod./?^-h  i),  ce  qui  est 
absurde. 

789.  11  reste  a  considérer  le  cas  où  v  =  i.  Supposons  que  J  contint  une 
substitution  9  qui  remplaçât  x  par  une  fonction  telle  que  lx-\-my^,  où 
figure  un  indice  de  la  seconde  série.  Il  est  clair  que  9  remplacerait  récipro- 
quement/, par  une  fonction  de  la  forme  Vx-^m'y^.  Cela  posé,  la  trans- 
formée de  9  par  g  appartiendra  à  rf,  et  par  suite  sera  échangeable  à  9;  d'où 
les  conditions 

g'-Pl'm^f^^'l'm,     ou     (g^'f/"-*>— i)/'m  =  o    (mod.p), 
(g*-p^  i)w(/'-  m)^o,     (g(^-«)-i) /'(/'—  m)  =  o, 
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d'où,  si  /><3,   auquel  cas  2(7?—  1)    n^est  pas  divisible  par  /? -f-  i, 
l'm^m{l—m')^t{l—m!)^o,  et  enûn  l^m^o  (748). 

Soit  enfin  /?  =  3,  v  =  i .  Si  chaque  série  ne  contient  qu'un  indice,  ou  si  le 
nombre  Dt  (709)  est  pair,  on  tombera  dans  un  cas  d'exclusion.  Si  DC  est 
impair,  il  existera  dans  T'^  deux  substitutions  $^,  G,  telles  que  Ton  ait 
ç'-*  g-«  (g'  ç  _  g,T  .p  étant  impair  (766).  Les  substitutions  de  ê  étant  échan- 
geables à  g'^t  qui  multiplie  x  par  ^\et  les  indices  a?4,  jf,...  de  la  seconde 
série  par  un  autre  facteur  g'^'^^  feront  succéder  à  x  des  fonctions  qui  ne  con- 
tiennent pas  07^,  j^^,.... 

790.  11  résulte  des  propositions  précédentes  (\xiune  substitution  quel- 
conque 9  prise  dans  S  multiplie  chaque  indice  de  S  par  un  facteur  constant; 
car  la  fonction  par  laquelle  elle  le  remplace  ne  contient  que  cet  indice. 

Si  chaque  série  de  S  contient  plusieurs  indices^  ç  les  multipliera  par  un  même 
facteur.  Car  cela  est  nécessaire  pour  qu'elle  soit  échangeable  à  des  substi- 
tutions de  chacune  des  formes /^  B^j/g  B2,.... 

D'ailleurs  9  est  réelle  et  abélienne  propre.  Elle  multipliera  donc  les  séries 
conjuguées  ou  conjointes  par  des  facteurs  conjugués  ou  réciproques.  Il  est 
clair  par  là  que  9  appartiendra  à  F. 

791.  Corollaire  I.  —  Si  l'un  des  groupes  L',  L",...  est  de  seconde  ccué- 
gorie,  Jasera  de  seconde  ou  de  troisième  catégorie.  En  effet,  si  L',  par  exemple, 
est  de  seconde  catégorie,  soient  or,  a?',...  etj,  y',...  deux  séries  conjointes 
de  L'.  Chaque  substitution  de  F'  ou  de  F,  ce  qui  revient  au  même,  et  a  for- 
tiori chaque  substitution  de  ^,  les  multipliera  respectivement  par  des  fac- 
teurs égaux  ou  conjugués.  Donc  ces  deux  séries  feront  partie  d'un  même 
système  dans  4^,  et  ce  groupe  sera  de  seconde  ou  de  troisième  catégorie. 

Corollaire  II.  —  Si  Vun  des  groupes  L',  L",...  est  de  troisième  catégorie, 
^sera  de  troisième  catégorie.  En  effet,  soit  a?,  a?',...  une  série  de  L',  qui  soit 
sa  propre  conjointe.  Chaque  substitution  de  F,  et  a  fortiori  chaque  substi- 
tution de  ^,  multipliera  x,  x\...  par  ±:  i.  Cette  série  sera  donc  sa  propre 
conjointe  dans  j^. 

792.  Théorème.  —  Le  théorème  C  est  vrai  si  ^  est  indécomposable  et  de 
première  catégorie. 

Soient  v  le  nombre  des  séries  de  chaque  système;  ii  =  v^v^^...  le  nombre 
des  indices  de  chaque  série;  ^  le  premier  faisceau  de  4^;  g  la  substitution 
d'ordre/?''—  i  dont  les  puissances  reproduisent  ^;  tA..,,  ifeo...,  <x,\,  iii>'j,...  les 
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doubles  suites  qui  servent  à  former  son  second  faîfteeau.  On  va  voir  qu'en 
supposant  le  théorème  en  déraut  on  aboutirait  à  une  absurdité. 

Proposition  I.  —  L'ordre  ®  d'un  groupe  5  contenu  dans  jç^el  dont  les  sub- 
stitutions soient  abèliennes  propres,  échangeables  à  celles  de  §  et  échangeables 
entre  elles  aux  §  prés^  et  ne  dépUucent  pas  les  deux  systèmes  de  ^,  ne  peut 
dépasser  jui*  (/?"  —  i  ) .  t 

La  démonstration  est  identique  à  celle  du  n^752. 

793.  Proposition  II.  —  h  est  primaire  et  indécomposable.' 

En  effet,  supposons  L  complexe,  par  exemple,  et  formé  avec  les  groupes 
primaires  L',  L",....  Admettons  que  les  indices  de  L'  forment  X  couples  de 
systèmes,  que  nous  désignerons  par  2o»  2,,...,  et  dans  lesquels  chaque  sys- 
tème contienne  v'  séries  contenant  chacune  /x'  indices;  L'  se  construit  a 
l'aide  de  deux  groupes,  dont  l'un  D' permute  les  couples  de  systèmes,  l'autre 
r'o  n'altérant  que  les  indices  du  premier  couple  1^  :  soifcFj,  le  premier  fais- 
ceau de  T'q.  La  substitution  g,  dont  les  puissances  reproduisent  ^,  est  con- 
tenue dans  F,  premier  faisceau  de  L  (778).  Elle  sera  donc  le  produit  de  deux 
substitutions  partielles,  dont  l'une,  g^^,  altère  les  indices  de  1q,  et  appartient 
à  F^,,  l'autre  A  altérant  les  autres  indices. 

Or  soit  d'abord  p^^i  T'^  contient  une  substitution  ^$P^qui  permute 
entre  eux  les  deux  systèmes  de  2©  (636).  Cette  substitution  transformera  g\, 

en  go"''^  et  sera  échangeable  à  h;  elle  transformera  donc  g^g'oh  en  g\'^'^^h. 
D'ailleurs  elle  appartient  à  J,  et  a  fortiori  à  ^;  donc  elle  transforme  g  en 
une  de  ses  puissances.  Mais  g^  et  h  altérant 'des  iqdices  différents,  il  est  clair 
que  cela  ne  peut  avoir  lieu  que  si  cette  puissance  se  réduit  à  l'unité. 
Or  considérons  un  indice  quelconque  de  2o;  g  ou,  ce  qui  revient  au 

même,  g'^  le  multiplie  par  un  facteur  tel  que  g^'^;  gQ^'^hXt  multiplie  par 

g~^^ ^  On  doit  donc  avoir  l'égalité 

g-p'"*'^ ^ gp'    (mod.p),        d'où        /?p-fi=o    (mod.p'—i), 

ce  qui  est  absurde,  p  étant  <  v. 

Si  p  =  2\e  raisonnement  précédent  est  en  défaut,  car  la  substitution 
^$P^  pourra  ne  pas  appartenir  à  J  (671-674).  Mais  dans  ce  cas  on  aura 
v>2,  v'>2,  p""  et  p^  étant  >4  (616).  Cela  posé,  T^  contient  une  substi- 
tution abélienne  propre  de  la  forme  $^!^,  laquelle  appartiendra  à  J,  et  par 
suite  à  ^,  et  transformera  g  en  go'^'h,  qui  ne  pourrait  se  réduire  à  une  puis- 
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sance  de  g  qu'en  admettaot  la  relation  absurde 

/>'  —  I  ^  o    (  mod.  p''  —  I  ). 

794.  Proposition  III.  —  j^eth  ont  le  même  premier  faisceau.  Eo  effet, 
soient  v'  le  nombre  des  séries  de  cliacun  des  systèmes  de  L,  jtx'  =  ;r*^7r'^...  le 
nombre  d'indice^  de  chacun  d'eux.  Chaque  substitution  de  F,  et  a  fortiori 
chaque  substitution  de  ^,  multiplie  ces  indices  par  des  facteurs  dont  la  puis- 
sance/?^— I  se  réduit  à  Tunité.  Mais  i  est  formé  par  les  puissances  d'une 

substitution  g  qui  multiplie  chacun  d'eux  par  un  facteur  tel  que ^, pétant 

racine  primitive  de  la  congruence  g*'''"*  ^  i  (mod./>).  On  aura  doue 


g.;,'(p^-o^  I     (mod.p),        d'où        />^'— i^o    (mod./?"— i). 

Donc  v'  est  un  multiple  de  v,  tel  que  *v.  D'ailleurs  le  nombre  des  indices  est 

égal  à  2JULV  et  a  ^fji' v'.  On  en  déduit  y.  =  ' —  =  k[i'. 

Soient  maintenant  Af,  B4,...;  A'^,  B\, ...;...  les  doubles  suites  qui,  jointes 
à  F,  reproduisent  G,  second  faisceau  de  L;  et  posons,  comme  d'habitude, 
S  =  Ar'Br*A,B,,  6'  =  A'j~*B'j"*A'|  B\,....  Les  puissances  de  0  appartien- 
dront à  rf.  En  effet,  fx'  divisant  jui,  tt,  ;:',...  le  diviseront;  donc  chacun  d'eux 
sera  égal  à  quelqu'un  des  facteurs  cr,  ts\.,..  Soit  par  exemple  7:  =  7s.  Les 
deux  substitutions  0  et  d  =  a7*Di)7^X|  iibf  sont  d'ordre  n  et  appartiennent 
à  F.  Donc  les  puissances  de  6  et  celles  de  d  sont  identiques,  et  se  confondent 

avec  les  puissances  de  g^'  *   ,  g'  étant  la  substitution  dont  les  puissances 
reproduisent  F. 

Cela  posé,  les  /jl''^  (/?"'  —  i)  substitutions  de  G  seront  abéliennes  propres  et 
échangeables  entre  elles  aux  ^  près  et  appartiendront  à  J.  En  outre,  elles 
ne  déplacent  pas  les  deux  systèmes  de  4^.  En  effet,  elles  remplacent  un  in- 
dice quelconque  x  par  une  fonction  des  indices  a?,  y,...  qui  appartiennent 
au  même  système  dans  le  groupe  L;  qui,  par  suite,  sont  multipliés  par  le 
même  facteur  que  x,  ou  par  un  facteur  conjugué,  dans  chacune  des  substi- 
tutions de  F,  et  a  fortiori,  dans  chacune  des  substitutions  de  ^;  qui,  par 
suite,  appartiennent  au  même  système  dans  4^.  On  aura  donc  la  relation 

p"(P^'-0<i^'(/>'-0»    ou    />*^- i^/fMp*-0. 

d'où  l'on  déduit,  comme  aux  n^'  757-758,  la  preuve  de  notre  proposition. 
Cela  posé,  le  théorème  se  démontrera  comme  aux  n*^  758-759. 
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795.  THÉOBKAfE.  —  Le  théorème  C  est  vrai^  si  4^  est  indécomposable  et  de 
seconde  catégorie. 

Premier  cas.  —  L  est  complexe  ou  décomposable. 

Supposons  que  le  théorème  soit  en  défaut,  et  choisissons  les  indices  in- 
dépendants [ÇiÇ2-*->9i-«*]r  de  manière  a  ramener  ^à  sa  forme  type  :  soient 
M=  2JJLV  le  nombre  de  ces  indices,  2v  le  nombre  de  séries  entre  lesquelles 
ils  se  répartissent,  |tji  =  cy^w'^...  le  nombre  d'indices  de  chaque  série;  ri  le 
premier  faisceau  de  4^,  g  la  substitution  d'ordre/?^ h-  i  des  puissances  de 
laquelle  il  est  formé,  A>,,  ift>i,...;  ^o\f  W^,...;...  les  doubles  suites  qui, 
jointes  à  ^,  forment  son  second  faisceau  Ç  :  les  substitutions  de  4^ seront  de 
la  forme  (P^ss'...,  9  étant  la  substitution 

où   /  est  suivant  le  cas  égal   à  i   ou    à   une  racine  de   la   congruence 

/''"'^'E^e''""' (mod./>),  e'*'"*  étant  lui-même  congru  à  —  i,  et  S,  s',...  des 
substitutions  qui  ne  déplacent  pas  les  séries,  et  sont  respectivement  échan- 
geables k  toutes  les  doubles  suites,  sauf  a  la  première,  k  la  seconde,  etc. 

D'autre  part,  supposons  L  complexe  et  formé  k  l'aide  de  groupes  pri- 
maires L',  L'',....  Si  l'on  choisissait  ces  indices  de  manière  k  ramener  ces 
groupes  k  la  forme  type,  ceux  de  L'  par  exemple  se  répartiraient  entre 
X' systèmes  (ou  couples  de  systèmes)  So,  S|,...  contenant  chacun  2v'  séries, 
contenant  chacune  fx'  indices;  et  L'  serait  formé  k  l'aide  de  deux  groupes, 
dont  l'un  D  permute  les  systèmes,  l'autre  r^  n'altérant  que  les  indices  du 
premier  système  S».  Soient  Fo,  Go  les  premier  et  second  faisceaux  de  F^. 

Nous  admettrons  que  parmi  tous  les  systèmes  entre  lesquels  se  répar- 
tissent ainsi  les  indices  de  L,  So  est  l'un  de  ceux  qui  en  contiennent  le 

M 

moindre  nombre  N.  On  aura  évidemment  N^  — • 

796.  Les  substitutions  de  F'^  se  réduisent  à  la  forme  S  S'. . . . 

Soit  en  effet  >t==$PS8'...  une  quelconque  de  ces  substitutions  :  elle  trans- 
forme g  en  g^.  Mais  prenons  pour  indices  indépendants  ceux  qui  ra- 
mènent L  k  sa  forme  type;  g  étant  contenu  dans  ^,  et  par  suite  dans  F  (778) 
conservera  sa  forme  canonique.  Soient  maintenant  x  un  indice  quelconque 

appartenant  aux  systèmes  S«,...;  g^  le  facteur  par  lequel  la  substitution  g 
le  multiplie  :  il  est  clair  que  hr^  gk  eig*^  le  multiplient  respectivement  par 
g^'  et  par  g^'^\  facteurs  qui  ne  peuvent  être  égaux  que  si  p^o  (mod.v). 
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797.  Nous  allons  prouver  mainteDant  que  fi'  na  aucun  diçiseur  impair. 
Si  il'  avait  un  diviseur  premier  impair  tt,  l'une  au  moins  des  doubles  suites 

qui  servent  à  construire  Go  serait  formée  de  substitutions  d*ordre  tt,  ayant 
pour  caractéristique  une  puissance  de  i  —  K'^.  Soit  h  une  quelconque  de  ces 
substitutions  :  elle  laisse  invariables,  outre  les  M  —  N  indices  des  systèmes 
autres  que  S©,  la  itf'"*^  partie  de  ceux  de  S©.  Cela  posé,  nous  allons  voir  que  h 
ne  peut  appartenir  à  j^. 

798.  Proposition  \.  —  La  substitution  h  ne  peut  appartenir  à  Ç, 

En  efTet,  h  laisse  invariables  plus  de  la  moitié  des  indices.  Soit  au  con- 
traire/uu'...  une  substitution  quelconque  de  ^, /désignant  une  substitu- 
tion de  ^,  V  une  substitution  de  la  forme  x*'\p4'-*m  ^'  on^  substitution  de  la 
forme  x\^''  ife'jP'.,.,  etc.  Si  u,  y',...  se  réduisaient  k  Tunité,  fvv'..,  appar- 
tiendrait à  ^,  et  par  suite  à  F;  elle  ne  pourrait  donc  se  confondre  avec  h. 
Soit  donc  u^  i;  et  supposons  que  la  première  des  puissances  de/u  qui  ap- 
partient à  ^  soit  la  rs*^"*^.  Prenons  pour  indices  indépendants  ceux  qui  ra- 
mènent/u  a  sa  forme  canonique;  et  considérons  spécialement  ceux  de  ces 
indices  qui  appartiennent  à  une  même  série,  la  première  par  exemple;  ils 
se  partagent  en  rs  classes  également  nombreuses;  et  si  /u  multiplie  les  in- 
dices de  Tune  de  ces  classes  par  m,  elle  multipliera  ceux  des  autres  classes 
par  m&,...,  mS*'"',  &  étant  une  racine  de  la  congruence  y^i  {mod.p). 
Cela  posé,  la  substitution  u'...  remplace  les  indices  de  chaque  classe  par 
des  fonctions  de  ces  indices,  fonctions  qui  ne  varient  pas  d'une  classe  à 
l'autre.  On  peut  donc  la  ramener  à  la  forme  canonique  par  une  transfor- 
mation d'indices  qui  n'altère  pas/u;  et  si  u'...  multiplie  par  n  l'un  des  nou- 
veaux indices,  elle  multipliera  par  le  même  facteur  les  indices  analogues 
des  autres  classes. 

Soient  donc  a?,  j,...  des  indices  quelconques  que /y  et  u'...  multiplient 
par  m  et  par  n;  il  existera  des  indices  en  nombre  égal  que  ces  substitutions 
multiplient  par  w&p  et  n,  quel  que  soit  p.  Si  mn  =  i,  on  aura  m^^n  =  5^. 
Donc  à  chaque  indice  inaltéré  par/uv'...  correspondent  ts  —  i  indices 
respectivement  multipliés  par  &,...,  S^~';  et  le  nombre  des  indices  de  la 
première  série  qui  restent  inaltérés  est  au  plus  égal  au  zs'^'"^  du  nombre 
total;  de  même  dans  chacune  des  autres  séries.  Il  est  donc  impossible  que 
plus  de  la  moitié  des  indices  restent  inaltérés. 

799 .  Proposition  II.  —  On  peut  déterminer  parmi  les  substitutions  de  Vune 
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des  formes  f\j,f\j\...  un  faisceau  plus  général  que  i,  permutable  à  h,  et  dont 
les  substitutions  soient  échangeables  entre  elles. 

La  substitution  h  étant  échangeable  à  celles  de  §,  et  non  contenue  dans  ;;, 
ce  dernier  faisceau  contient  au  moins  une  substitution  T  de  Tune  des 
formes  u,  v',...,  de  la  forme  u  par  exemple,  à  laquelle  h  ne  soit  pas  échan- 
l^eable  aux  .f  près.  Prenons  pour  indices  indépendants  ceux  qui  donnent 
à  h  sa  forme  canonique.  Soient  a?,  ^',...  les  indices,  en  nombre  P,  que  h 
n'altère  pas;  y,...  les  autres,  en  nombre  Q,  qu'elle  multiplie  par  des  fac- 
teurs constants  m,....  Soit  enfin 


T:= 


j?,  x\. , ,     ax  -h  bx' -\- . .  .-f-  cj  -h  ....  a' x-^  6'^'4-...-f-c'/-i-...,... 
r, aj:4-P^'-h...-l-yr-*-.  .., 


Soient  respectivement  m,...  les  fonctions  queT"*  fait  succéder  à  j^,....  La 
substilution  T"*  hr'  TA  =  To  se  réduit  à 

x,x\...,y,.  ,,      a: -1-9,  ^'-f-<p,...,  —  JH ^p  ywH-...,... 

ç  =  (m  —  i)cwH-...,  9',...  étant  des  fonctions  des  Q  variables  m,....  Ces 
fonctions,  en  nombre  P>Q,  ne  peuvent  être  toutes  distinctes.  Soit  par 
exempler9-hr'ç)'-i-...=io:  T©  laissera  invariable  la  fonction  rr-i-r'^' -h... . 
Mais  h  laisse  cette  fonction  invariable;  donc  T,,  Ta,...,  transformées  de  T© 
par  h  et  ses  puissances,  jouiront  de  la  même  propriété. 

Le  faisceau  dérivé  de  [S,  T©,  T|,  Tj,...),  évidemment  contenu  dans  le 
faisceau  [^,  -j),  est  plus  général  que  ^"  et  permutable  à  h\  de  plus,  ses  sub- 
stitutions sont  échangeables  entre  elles.  En  effet,  choisissons  les  indices 
indépendants  de  manière  à  ramener  T»  à  sa  forme  canonique;  et  considé- 
rons spécialement  ceux  des  nouveaux  indices  qui  appartiennent  à  la  pre- 
mière série.  Ils  se  partagent  en  ts  classes  telles,  que  To  multiplie  l'es  indices 
des  diverses  classes  respectivement  par  les  facteurs  i,...,  &p,...,  &*''"'. 

Les  substitutions  Ti,...  sont  toutes  échangeables  à  To  aux  puissances 
près  de  &.  Soit  donc  Tr*ToT|  =  &*To.  On  aura  T^  =  CaD,  C  étant  la  substi- 
tution qui  remplace  les  indices  de  la  classe  p  par  ceux  de  la  classe  p  +  ûc, 
et  D  une  substitution  échangeable  à  To  et  qui  par  suite  remplace  les  indices 
de  chaque  classe  par  des  fonctions  de  ces  mêmes  indices.  Mais  Tf,  laissant 
invariables  des  indices  que  To  n'altère  pas,  ne  déplacera  pas  la  classe  cor- 
respondante; donc  a  =  o,  et  T,  sera  échangeable  à  T©. 
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800.  Proposition  III.  ~  La  substitution  h  ne  peut  apparienir  à  j^. 

Soit  ^  un  faisceau  contenu  dans  (^,  v)  qui  satisfasse  aux  conditions  de  la 
proposition  précédente,  et  qui  ne  soit  contenu  dans  aucun  faisceau  plus  gé- 
néral jouissant  des  mêmes  propriétés.  Il  résultera  de  la  combinaison  de  ^ 
avec  un  certain  nombre  de  substitutions  ei  =  . Vf' ia>t'...,  9a  =  aVÏ'ift»î'. -.,...,©/! 
telles,  qu'aucune  d'elles  ne  dérive  de  la  combinaison  des  précédentes  avec  ê. 

On  peut  déterminer  une  substitution  x[*i)l{'...  qui  transforme  e«,  Cst- .- 
en  y^Ct,  d^*C2,...>  ^1»  ^2>*-*  étant  des  entiers  arbitraires,  car  il  suffit  pour 
cela  de  résoudre  les  congruences 

qui  ne  pourraient  être  incompatibles  que  m  quelqu'une  des  substitutions  c,, 
Cj,...  résultait  de  la  combinaison  des  autres  avec  §.  Soit  donc  (Dp  une  sub- 
stitution qui  transforme  Cp  en  SCp,  et  soit  échangeable  à  G,,...,  Gp_i, 
Gp+,,....  Le  faisceau  (^,  v)  résultera  de  la  combinaison  dec^  (D,,...,  e„,  (£)« 
avec  d'au  1res  substitutions  échangeables  à  celles-là.  Si  ces  dernières  substi- 
tutions ne  se  réduisent  pas  à  celles  de  ^,  soient  On-^h  Tune  d'elles,  qui  soit 
de  la  forme  u;  (D„4.i  une  substitution  de  même  forme,  échangeable  a  Ci, 
(0,,...,  Gn.  ûO„  et  qui  transforme  G„+i  en  9G«+,;  etc.  Le  faisceau  (^,  u)  ré- 
sultera de  la  combinaison  de  ^  avec  la  double  suite  G,,  (D,,...,  G»,  (D,,,  G„^,, 

(0, 


'n-¥  !!•••• 


801.  Cela  posé,  h  étant  permutable  au  groupe  (#,  G,,...,  G„)  transforme 
les  substitutions  G/^-i»  Od^^f ,...  échangeables  aux  substitutions  de  ce  groupe 
en  substitutions  jouissant  de  la  même  propriété.  D'ailleurs  ces  transformées 
appartiennent  à  (^,  u);  elles  prendront  donc  la  forme  suivante 

/,,/2,...  étant  des  substitutions  de  ^.  Donc  A  est  permutable  au  groupe 
(cf,  G|,...,  G^,  G,<^«,  Q„+i,...);  d'ailleurs  les  transformées  des  substitutions 
de  ce  groupe  par  A,  combinées^ensemble,  doivent  reproduire  tout  le  groupe; 
il  faut  évidemment  pour  cela  que  le  déterminant  des  quantités  a^^., ,  jS^,^!»...; 
7r-ki*  d/2+i, ...;...  ne  soit  pas  congru  à  o(mod.cr). 

La  transformée  de  Q^  par  h  sera,  aux  ^  près,  de  la  forme 

et  l'on  peut  choisir  (Df  de  telle  sorte  que  r„^,,  i|,^f,...  se  réduisent  à  zéro. 
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En  effet,  (Q^  est  assujettie  à  la  seule  couditiou  d'être  échangeable  à'es**--» 
Q„  et  de  transformer  G,  en  âe<.  La  substitution  c^  =<£)<  e;+,(ô;^,...  satis- 
ferait aux  mêmes  conditions,  quels  que  fussent  x,  j,....  D'ailleurs  la  trans- 
formée (!e  C,  par  k  se  réduira  à  la  forme /c"*<i^î»...eS"(î)*"  si  l'on  a 

(a«Vi--*i)^-fy/.+ijH-...-l-''i.+i^o,     p«4.,:r-h(d«+,— 5,)/-+-...-*- J«+,^o,...  (mod.cj), 

système  de  congruences  dont  le  déterminant  n'est  pas  congru  à  o  si  5,=o, 
ainsi  que  nous  l'avons  vu.  Il  ne  l'est  pas  davantage  si  f,  ^o.  Car  s'il  l'était, 
on  pourrait  déterminer  les  rapports  de  a?,  j,...  de  manière  à  satisfaire  aux 
relations 

Cela  posé,  la  transformée  de  Gj^j (£);^_i . . .  serait  dérivée  de  ^,  G,,...,  G,„ 
^«-f-i  (3^+1 —  Le  faisceau  dérivé  de  ces  substitutions  serait  donc  permutable 
à  A;  d'ailleurs  ses  substitutions  sont  échangeables  entre  elles;  il  serait  enfin 
plus  général  que  (^,  G^,...,  G„),  ce  qu'on  suppose  impossible. 

On  voit  de  même  qu'on  peut  choisir  (Dj,...,  cD«  de  telle  sorte  que  G,/^.|, 
cô^^.,,...  ne  figurent  pas  dans  l'expression  de  leurs  transformées..  Cela  fait, 
A  sera  permutable  au  faisceau  (#,  G|,  (idi,...,  G,,,  (D„)  :  elle  le  sera  de  même 
au  faisceau  (^,  G„+i,  (D^+i,...)  formé  par  celles  des  substitutions  de  (.f,  v) 
qui  sont  échangeables  aux  précédentes. 

802.  Les  résultats  qui  précèdent  permettent  d'assigner  à  la  substitution  /i 
la  forme  générale  qu'elle  doit  avoir.  Trois  cas  seront  ici  à  distinguer. 

803.  Premier  cas,  —  ts  premier  impair.  Les  substitutions  G, ,  CD, , . . . ,  G,,,  co« 
auront  pour  caractéristique  une  puissance  de  1— K'^(568),  et  pourront, 
par  un  choix  convenable  d'indices  indépendants,  se  mettre  sous  la  forme 

G,  =  I  [Ç,£,...e].    B^t  [^.  ?,...£].  |,         (Ô,  =  I  [S.$2...6]«     [$.-+- 1,  Hï,...,  elol,.... 

Soient /,  G"' gJ'...,  /aGj'Gj*...,...  les  transformées  de  G,,  Gg,...  par  h. 
Pour  qu'elles  aient  aussi  pour  caractéristique  une  puissance  de  1  —  K^,  il 
faudra  que/,,/2,...  se  réduisent  à  des  puissances  de  &,  telles  que  S^»,  2r^s.... 
Posons  maintenant 

'i\  ==  /Il  H,  4-  6,  H,  -h ...  -h  Si,    E'2  ^  a-,  E,  -h  62  g,  -h ...  -f-  5,, . . . , 
La  nouvelle  substitution  ^  sera  échangeable  à  G,,  G.^,.... 
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La  substitution  CD|,  qui  transforme  ces  substitutions  en  ^c,,  Cs*-*-  s^ra 
transformée  par  k  en  une  substitution  qui  jouira  des  mêmes  propriétés,  et 
qui  par  suite  se  réduira  k  ia  forme  S^'CD,  Gî^cJ*....  Posant 


/i.= 


T -♦-'iï|Ç|-»-  •  -*-'iC| 


A   =:Â, /l„ 


X,  sera  échangeable  à  Cm  C^,...,  (£)|.  Elle  transformera  donc  iS^^  en  une  sub- 
stitution de  la  forme  ^'«(DoCt*...;  et  on  pourra  la  décomposer  de  même  en 
deux  autres  substitutions,  dont  Tune  soit  de  forme  analogue  à  celle  de  A^, 
Tautre  étant  échangeable  à  c^  C2,...,  (X)|,  CDa.  Poursuivant  ainsi,  on  aura 
h  =  knl,  l=h„,,.h^hQ  étant  une  substitution  de  la  forme 

où  9  est  une  fonction  du  second  degré  en  ^1,  Ça»**-*  et  kn  une  substitution 
échangeable  h  e,,  Ç2»...«  (£)|,  Oda»-*-»  ainsi  qu'aux  substitutions  de  ^f,  et  qui 
par  suite  se  réduira  à  la  forme 


[LL...€]o      So!{'[i,^h••'^\ 


OÙ  les  coefficients  a^P  sont  indépendants  de  Ç,,  Sat---- 

La  substitution  /ne  peut  se  réduire  à  Tunité.  Car  si  cela  avait  lieu,  h  se- 
rait échangeable  a  C|,  CD,,...,  C,i,  (Jd„.  Mais  elle  n'est  pas  échangeable  aux 
:i  près  à  toutes  les  substitutions  v  (799).  Donc  parmi  les  substitutions  dé- 
rivées de  C;,4.4,  (£);,+,,...  il  en  est  une  T  k  laquelle  h  n'est  pas  échangeable 
aux  rf  près,  La  substitution  T~*  A~*  TA  =  Tq  et  ses  transformées  T,,...  par  les 
puissances  de  A  formeront  avec  3  un  faisceau  de  substitutions  échangeables 
entre  elles,  permutable  a  A.  D'ailleurs  To,  T,,.,.  étant  dérivées  de  ^,  G;„_i, 
iD„+,,...  sont  échangeables  a  e,,....  G;,.  Le  faisceau  (^,  G^,...,  G,„  ToiT,,...) 
aurait  donc  ses  substitutions  échangeables  entre  elles,  et  serait  permutable 
k  A,  quoique  plus  général  que  [S,  G,,...,  G;,),  ce  que  nous  supposons  im- 
possible. 

Quant  k  la  substitution  A„,  elle  est  échangeable  a  /,  et  pourra  être  rame- 
née k  la  forme  canonique  par  une  transformation  d'indices  qui  n'altère  pas 
cette  dernière.  Cette  forme  canonique  sera  monôme;  sans  quoi  k^^  et  par 
suite  A  auraient  leur  ordre  divisible  par  /?,  ce  qui  est  contraire  k  la  nature 
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de  h.  Supposons  cette  transformation  effectuée  :  on  aura 

A*,  =  I  [S,  Çj...  e]o    m,  [^,  $,. . .  e]o  |, 

les  facteurs  m^  étant  indépendants  de  ^^  ^2f.*- 
804.  Les  indices  pourront  être  de  deux  sortes;  ceux  pour  lesquels 

et  ceux  pour  lesquels  ces  relations  ne  sont  pas  satisfaites.  Supposons  d'abord 
que  ces  relations  ne  soient  ni  identiques  ni  incompatibles,  mais  se  réduisent 
à  q  relations  distinctes;  elles  détermineront  q  indicateurs  en  fonction  des 
autres,  qui  resteront  arbitraires.  Le  nombre  des  indices  de  la  première  sorte 
sera  donc  le  rs^^^'^  du  nombre  total  M. 

Soit  maintenant  [Ç,?a...Ê];.  un  indice  de  seconde  sorte  que  h  remplace 

parmf&?'^[^j^2...£]^;  elle  remplacera  [^'i^^.-.g]^  ^îivw(^'^[^\^^...i\r. 
?'»  I'»  la»'--  étant  des  fonctions  construites  avec^,,  Çg»-**  comme  9,  ^,, 
?2,...  Tétaient  avec  §1,  Ça.---;  A  remplace  de  même  ['^^^^...{\r  par  un  nouvel 
indice  [^  Çg-'^Jr  ii^ultiplié  par  un  facteur  constant.  Continuant  ainsi,  on 
retombera  à  la  fin  sur  un  indice  [Çi^^Çi^^..  t]r  qui  se  confonde  avec  [liÇo-'-^jr; 
à  partir  de  celui-là,  ils  se  reproduiront  périodiquement. 

La  substitution  h^  fait  succéder  à  l'indice  [Ç,?2...£]r  l'indice  [|[*^|i*^..£j^ 
multiplié  par  un  facteur  constant;  mais  elle  se  réduit  a  l'unité  :  donc  n  est 
un  multiple  de  p;  et  comme  il  est  premier,  n  =  p. 

Si  donc  on  groupe  dans  une  même  classe  ceux  des  indices  de  la  seconde 
sorte  que  h  permute  circulairement  à  un  facteur  constant  près,  ils  s'assem- 
bleront TT  a  Ti;  et  A  sera  le  produit  d^unc  substitution  qui  multiplie  par  des 
facteurs  constants  les  indices  de  la  première  sorte  par  d'autres  substitutions 
partielles  altérant  chacune  les  indices  d'une  seule  classe.  Pour  canoniser  h, 
il  suffira  de  canoniser  séparément  ces  dernières  substitutions. 

Soit  S  =  I  07^  ^^T+f  I  une  de  ces  dernières  substitutions,  en  désignant 
pour  abréger  par  a;o,^..,  ^^-i  les  indices  qu'elle  permute.  Si  on  la  canonise 
par  un  changement  d'indices  convenable,  parmi  les  n  nouveaux  indices  il 
ne  peut  en  exister  plus  d'un  qu'elle  laisse  invariable;  car  pour  que  S  laisse 
invariable  une  fonction  c^Xo-h ...-hc^x^-h...^  il  faut  qu'on  ait  en  général 
£i^Cx  =  c^+i.  Les  rapports  des  quantités  Cq,...,  c^,...  sont  donc  déterminés; 
et  par  suite  la  fonction  le  sera  à  un  facteur  constant  près. 

En  admettant  donc  le  cas  le  plus  favorable»  où  h  n'altérerait  aucun  indice 

79 
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(le  la  première  sorte,  le  nombre  des  indices  que  h,  ramené  a  la  forme 
canonique  laissera  inaltérés,  ne  peut  dépasser  —  h —  m — -\y  exprès- 

sion  dont  le  maximum  ^M,  correspond  à  ^7  =  3,  7r=2,  ^=r[.  Mais  d'autre 
part  ce  nombre  est  égal  à  M  —  N  h — ;  et  comme  N  est  au  plus  égal  à  -i 

il  sera  au  moins  égal  à  M f  i )»  nombre  évidemment  supérieur  au 

précédent.  Cette  contradiction  prouve  Tabsurdité  de  rbypothese. 

Si*les  relations  (i3)  sont  incompatibles,  il  n'y  aura  pas  d'indices  de  pre- 
mière sorte,  et  la  contradiction  subsistera  a  fortiori. 

805.  Si  ces  relations  sont  identiques,  h  se  réduira  à 

Groupons  dans  une  même  classe  les  indices  correspondants  à  un  même  sys- 
tème de  valeurs  de  c  et  de  r,  et  considérons  ceux  d'une  classe  déterminée  : 
h  les  altérera  tous  si  l'on  n'a  pas  /Wj&^^i  (mod./>).  Pour  qu'il  y  en  ait 
d'inaltérés»  il  faut  donc  que  m^  se  réduise  à  une  puissance  de  d,  telle  que 
S^,  et  qu'on  ait  en  outre 

(i4)  (p-4-rf^o    (mod.cj). 

Or  la  fonction  quadratique  9  peut,  comme  on  sait,  se  mettre  sous  la  forme 
aXJ -1-6X2-1-...-+- Y,  X<»  Xj,...  étant  des  fonctions  linéaires  de  £,,  Sj,... 
distinctes  les  unes  des  autres,  et  Y  une  constante  ou  une  fonction  linéaire 
de  ^«,  I2,...,  distincte  des  précédentes.  * 

Supposons  d'abord  que  Y  ne  soit  pas  une  constante.  Si  le  nombre  des 
fonctions  X^,  Xj».*.»  Y  est  inférieur  à  celui  n  des  indicateurs  |,,  I2,..., 
soient  Z,...  de  nouvelles  fonctions  qui,  jointes  à  celles-là,  forment  un  sys- 
tème de  n  fonctions  distinctes.  A  chaque  système  de  valeurs  de  ces  fonctions 
correspond  un  système  de  valeurs  des  indicateurs,  et  réciproquement.  Or 
la  vs^^'^^  partie  seulement  des  systèmes  de  valeurs  que  l'on  peut  donner  à  X,, 
X2,...,  Y^,  Z,...,  satisfont  à  la  relation  (i4)*  Car  cette  relation  détermine  Y 
lorsque  X|,  X3,...,  Z,...  sont  donnés.  Donc  h  ne  pourrait  laisser  invariable 
que  la  rs^^"*^  partie  du  nombre  total  des  indices  :  résultat  absurde,  car  elle 
doit  en  laisser  plus  de  la  moitié  invariables. 

Si  Y  est  une  constante,  à  chaque  système  de  valeurs  de  Xa,..-!  Z,...  ré- 
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pondent  au  plus  deux  valeurs  de  X,  satisfaisant  à  la  relation  (i4)*  Donc  h 
laisserait  invariables  tout  au  plus  -  M  indices.  On  aurait  donc 

(i5  —  r  M I > 

relation  absurde  si  w>  3. 

806.  D'autre  part,  si  ^  =  3,  on  aura  aussi  7r  =  3.  En  effet,  h  multiplie 
les  indices  qu'elle  altère  par  les  diverses  puissances  de  d,  racine  primitive 
de  la  congruence  6'^==i  (mod./?).  Mais,  d'autre  part,  elle  les  multiplie  par 
des  puissances  de  d.  Donc  Q  est  une  puissance  de  S'  et  a  pour  cube  l'unité. 

Soit  doncCT  =  7r  =  3  :  les  deux  membres  de  la  relation  (i5)  seront  éf(aux. 
Donc  h  devra  laisser  invariables  les  deux  tiers  des  indices.  Pour  que  cela  ait 
lieu,  il  faut  que  la  relation  (i4)  donne  effectivement  deux  solutions  pour  X,, 
quelles  que  soient  les  valeurs  qu'on  assigne  à  Xj»....  Mais  cela  n'a  lieu  que 
si  6X2  -f-...-h  Y-i-rf  se  réduit  a  a.  Il  faudrait  donc  que  h  se  réduisît  a  la 
forme 


Mais  alors  h  multiplierait  tous  ceux  des  indices  de  la  r-h  i'^*"'  série  qu'elle 

altère  par  un  même  facteur  ^^^.  Donc  pour  qu'elle  multipliât  deux  indices 
par  des  facteurs  différents,  il  faudrait  que  ces  indices  appartinssent  a  des 
séries  différentes  de  4^,  autrement  dit,  fussent  multipliés  par  des  facteurs 
différents  dans  l'une  au  moins  des  substitutions  de  ^,  et  a  fortiori  dans  l'une 
au  moins  des  substitutions  de  F,  premier  faisceau  de  L,  lequel  contient  .f  ; 
ou  enfin,  ce  qui  revient  au  même,  dans  l'une  au  moins  des  substitutions 
de  Fq.  Il  faudrait  donc  qu'ils  appartinssent  à  des  séries  différentes;  résultat 
absurde  :  car  la  première  série  de  L  contient  des  indices  que  h  multiplie 
par  0  et  d'autres  qu'elle  multiplie  par  6^. 
L'hypothèse  77  >  2  est  donc  inadmissible. 

807.  Second  cas.  —  Z7=  2, />^— i==o(mod.4).  Soit  y  une  racine  pri- 
mitive de  la  congruence  y  *^i(mod./;)  :  §  contiendra  une  substitution  y 

qui  multiplie  le*  indices  de  la  r -h  i'^'"*  série  pary'^.  Les  substitutions  8,, 
(D{,...  ont  chacune  pour  caractéristique  une  puissance  de  K^  — 1  ou  une 
puissance  de  K^+  1.  .On  peut  rejeter  cette  seconde  hypothèse  :  car  si  C|  y 

79- 
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satisfaisait,  on  n'aurait  qu*à  la  remplacer  dans  la  double  suite  par  la  substi- 
tution y  Ci,  qui  rentre  dans  la  première  hypothèse. 

On  aura,  comme  tout  à  Theure,  h  =  khQ\  ifc  étant  échangeable  à  c,,  €3,.., 
transformera  (D,  en  une  substitution  de  la  formey*''S''(E),  e^'ej»....  Posons 

{'6)        A.  =  |  [$.$,...  e].   y'.^.S'.^'^.^-^('.-'.>^.  [$.Ç,...e]o|,       k  =  k,hr. 

/*!  sera  échangeable  à  €^,,...,  C,^,  cDi;  continuant,  on  aura  enfin 

s  étant  une  constante  ou  une  fonction  linéaire  de  |,,  ^2»-->  ^t  9  une  fonc- 
tion quadratique  ne  contenant  pas  les  carrés  des  variables. 

Si  les  relations  (i3)  ne  sont  p^s  identiques,  on  trouvera,  comme  au 
n*^  804,  que  la  limite  A  du  nombre  des  indices  inaltérés  par  h  est  égale  à 

—  H —  (  I ^  1  •   Ce  nombre  ne  peut  surpasser  M  —  N  h Mais  ici ,  où 

7s  =  2y  il  peut  lui  devenir  égal,  en  supposant  N  =  — >  ^  =  1 .  Mais  pour  que 

les  relations  (i3)  reviennent  à  une  çeule  aÇ,  4- jSÇ^-i- -..^©(mod./i),  il 
faut  qu'on  ait  identiquement 

$',  =  $,  -h  a(a?,  -4-  (3Ç,  -f- . . .  )>      ^3  ^  Ç.  •+-  6(a$.  -+-  (3Çi  -f- ...),.. .     ( mod.  2), 

d'où 

D'ailleurs  on  ne  peut  avoir  a^'j  -4- /Sg'j -+•... ^o  pour  toutes  les  valeurs  de 
Cit  ^'2»'-*«  ou»  ^^  Quî  revient  au  même,  pour  toutes  les  valeurs  de  |i,  S,,.... 
On  aura  donc 

(i  -f-aa  H-ftp-f-..  .)^  1,     d'où      af,  -4- PÇ,  -h  .  ..^«Ç,  -f-pÇiH-. .., 

d'où 

3 
d'où  ;r  =  2,  A=  tM.  Ce  résultat  est  inadmissible,  n  étant  impair,  par  hy- 
pothèse. 

Si  les  relations  (i3)  étaient  incompatibles,  h  ne  pourrait  laisser  invariable 
plus  de  la  moitié  des  indices;  résultat  absurde. 
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808.  Supposons  enfin  que  ces  relations  soient  identiques.  Soit 

et  supposons  qu'un  des  coefficients  a,  6,...,  a  par  exemple,  difTëre  de  o 
"(mod.  2).  Comparons  deux  indices  qui  ne  différent  que  par  la  valeur  de  ^,; 
les  facteurs  par  lesquels  h  les  multiplie <lifféreront  par  un  facteur  ±j.  Donc 
l'un  au  moins  de  ces  deux  indices  sera  altéré.  Donc  h  altérera  au  moins  la 
moitié  des  indices;  résultat  absurde. 

Admettons  donc  que  $  se  réduise  à  la  constante  $.  Groupons  dans  une 
même  classe  les  indices  correspondants  à  un  même  système  de  valeurs  de 
Ê,  r,  et  considérons  ceux  d'une  classe  déterminée  :  h  les  altérera  tous  si  m^j^^ 
ne  se  réduit  pas  à  une  puissance  de  ^»  telle  que  ^.  « 

La  fonction  <p  ne  peut  se  réduire  à  l'unité,  h  n'étant  pas  échangeable  à 
toutes  les  substitutions  de  la  forme  u.  Si  elle  se  réduit  à  une  fonction  du 
premier  degré,  Y,  h  altérera  la  moitié  au  moins  des  indices,  résultat  ab- 
surde. Au  contraire,  si  ç- contient  un  terme  du  second  degré  aS,"^2,  on 
peut  poser 

^'  étant  indépendant  de  ||.  Cela  posé,  pour  chaque  système  de  valeurs  de 
£t,...  on  pourra  déterminer  I2»  h  cle  telle  sorte  que  l'on  ait 

«g, -h...^i,    Ç, -H<p' -h  rf^  I     (mod.2). 

Donc  sur  les  quatre  indices  qui  ne  diffèrent  que  par  les  valeurs  de  li.^o, 
h  en  altère  au  moins  un,  qu'elle  multiplie  par  une  puissance  de  d.  Donc 

A  =7  M. 

D'autre  part,  la  substitution  h  multiplie  les  indices  qu'elle  altère  par 
Sr  =  ~i.  Mais  elle  doit  les  multiplier  par  une  puissance  de  d.  Soit  donc 
a  =  6*;  on  aura  &^  =  $*^  =  i.  Donc?:  est  pair,  et  comme  il  est  premier,  il  se 
réduirait  à  2,  contrairement  à  l'hypothèse. 

809.  Troisième  cas.  —  w=  2,  /?^—  1  ^2  (mod.  4)-  Chacune  des  substi- 
tutions Cf,  ûb)f,..M  Onf  CD;,  aura  pour  caractéristique  une  puissance  de  K^  -*  i 
ou  de  K^+i.  On  peut  admettre  que  la  suite  Q^,...,  Q„ne  contient  pas  plus 
d'une  substitution  e^  qui  ait  pour  caractéristique  une  puissance  de  K'^+  i. 
Car  s'il  y  en  avait  deux,  G,,  e^,  on  pourrait,  dans  la  formation  de  la  suite 
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e,,...,  9,2,  remplacer  C2  par  a,  O3,  qui  a  pour  caractéristique  une  puissaoce 
(le  K^  —  I.  En  outre,  si  Cp  a  pour  caractéristique  une  puissance  de  K^—  1, 
on  peut  admettre  qu'il  en  est  de  même  de  (Dp,  qu'on  pourrait  au  besoin 
remplacer  dans  la  double  suite  par  8pCDp.  Nous  n'aurons  donc  que  trois  cas 
à  distinguer. 

i*^  G| ,  ûfc),,...,  Bu  9  (î)/i  ont  toutes  pour  caractéristique  une  puissance  de 
K'^—  I.  On  raisonnera  comme  au  second  cas,  sauf  que  dans  l'expressioD  de 
A,  on  aura  c,  =  o.  De  même  pour  ses  analogues  h^, Par  suite,  dans  l'ex- 
pression de  h,  on  aura  ^  =  0. 

2°  G,  et  (D,  ont  pour  caractéristique  une  puissance  de  K^  -h  1 .  On  pourra 
choisir  les  indices  indépendants  de  telle  sorte  que  G,  et  co,  prennent  les 
formes  suivantes 

G.  =  I  [Ê.Ç,.  ..e]o  y^^'[5t?^---e].  h 

(D.  =  I  [ll,,,.€]o    (a-4-!3ys5.)[Ç.H,...6]o  I, 

a,  /3  satisfaisant  à  la  congruence  a^-f-jS^^—  i  {mod.p),  et  Ga,  (©af*  con- 
servant la  même  forme  que  dans  le  premier  cas.  Cela  fait,  on  aura 

et  le  reste  comme  au  premier  cas;  d'où 

Si  les  relations  ([3)  ne  sont  pas  identiques,  on  trouvera  comme  précé- 

3 
demment  A=7Met7r  =  2  (807),  résultat  inadmissible.  Dans  le  cas  con- 
traire, on  aura  c,  =^0  (mod.  2);  car  s'il  était  congru  à  i,  groupons  ensemble 
les  deux  indices  qui  ne  diffèrent  que  par  la  valeur  de  |,.  Désignons  par  (pt 
ce  que  devient  ç  en  y  changeant  ^,  en  Ç,  H-  i.  Le  rapport  des  facteurs  par 
lesquels  h  multiplie  ces  deux  indices  sera  égal  à 

expression  qui  diffère  de  l'unité.  Donc  h  altérerait  au  moins  l'un  de  ces  deux 

indices  :  elle  altérerait  donc  au  moins  la  moitié  des  indices,  résultat  ab- 

3 
surde.  Soit  donc  c<  ^o;  on  prouvera  comme  précédemment  que  A=  7  M, 

7r  =  2. 
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3**  C,,  cô,  ont  respectivement  pour  caractéristiques  des  puissances  rfe  K^  -f-  i 
et  deK^—  i.  Les  substitutions  €,(D,,  (ô,,  82,  cÔ2»...*  ayant  pour  caraclé- 
ristiques  des  puissances  de  K^—  1 ,  pourront  se  mettre  soùs  les  formes 

Posons 

La  substitution  c,,  rapportée  aux  nouveaux  indices  ainsi  définis,  prendra 
la  forme 

la  forme  des  substitutions  CDj,  Os*  (S)2««*.  n'étant  pas  changée.  Cela  posé,  A», 
A(,...,  et  enfin  A  auront  les  mêmes  formes  que  tout  a  l'heure,  et  la  dé- 
morlstraiion  s'achèvera  sans  difficulté. 

810.  La  démonstration  du  tbéorènfke  est  maintenant  facile.  On  aura 
v'  =  2*'v  ou  (aife'-f- 1)  V  {k'  étant  un  entier),  suis^ant  que  T'q  est  de  première 
ou  de  seconde  catégorie.  En  effet,  chacune  des  substitutions  de  Fq  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  chaque  substitution  de  F,  et  a/om'on  chaque  substitution 
de  ^  y  multiplie  chaque  indice  par  un  facteur  dont  la  puissance /)^dL:i  est 
égale  à  l'unité.  (On  prendra  le  signe  —  ou  le  signe  H-,  suivant  que  F',^  est 
de  première  ou  de  seconde  catégorie.) 

La  substitution  g  dont  les  puissances  reproduisent  ^  les  multiplie  par 

des  facteurs  tels  que  g^^  où  g  est  une  racine  primitive  de  la  congruence 

g^'''"^' ^  I  (mod./?).  Donc  p^  ±  \  est  un  multiple  de  /?"-+-!.  Mais  soit 
v'  =  /7îyH-e,  £  étant  <v;  il  viendra 

p*' ±  I  ^(—  \Yp^±i  I    (mod.;?*—  i), 

relation  qui  ne  peut  évidemment  subsister  qu'en  posant  £  =  0,  m=:  2X:' si 
l'on  prend  le  signe  -— ,  e  =  o,  m  =  2Â:' -4-  i  si  l'on  prend  le  signe  -h . 

Soit  d'abord /?>  2;  et  admettons  que  F^  soit  de  première  catégorie. 
Soient  A4,  B|,...;...  les  doubles  suites  qui  jointes  à  Fo  forment  Gq.  Suppo- 
sons les  indices  choisis  de  manière  à  ramener  F'^^  à  sa  forme  type.  Le 
nombre  \jJ  étant  une  puissance;  de  2  (797),  la  substitution  $,  qui  remplace 
chaque  indice  par  son  correspondant  de  la  série  suivante,  transformera  les 
substitutions  A,,  B,,...;...  en  6*A,,  5^8,,...,  0  étant  la  substitution  qui  mul- 
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tipHe  chaque  indice  par  —  i,  et  a,  jS,...  étant  égaux  à  o  ou  à  i,  suivant 
que  A,,  B,, ...;...  ont  pour  caractéristiques  des  puissances  de  K*—  i  ou  de 
K*-f- 1.  La  substitution  9  a  donc  l'unité  pour  chacune  de  ses  corrélatives: 
elle  est  d'ailleurs  abélienne  propre.  Elle  appartient  donc  à  Vq,  et  à  J. 

Cela  posé,  la  sul|stitution  g  est  le  produit  de  deux  substitutions  partielles 
dont  Tune  go  altère  les  indices  de  Sq,  et  l'autre  h  les  autres  indices.  La  sub- 
stitution 9  appartenant  à  J,  et  par  suite  à  ^,  la  transformera  en  une  de  ses 
puissances;  mais  elle  la  transforme  en  g^gh^  qui  ne  peut  être  une  puissance 
de  go  h  que  si  ^^  =  gof  ce  qui  est  absurde,  l'ordre  de  go^p^-^  i»  étant  su- 
périeur à />. 

Le  raisonnement  serait  le  même  si  F'q  était  de  seconde  catégorie  :  dési- 
gnant les  indices  par  [^,  |2...>i|...]^,  on  prendra 

■ 

/  étant  choisi  de  telle  sorte  que  9  soit  abélienne  propre. 

811.  Soit  maintenant/?  =  2.  Si^F^o  est  de  première  catégorie,  la  substi- 
tution $  appartiendra  encore  k  J  (672-674),  et  le  raisonnement  précédent 
sera  applicable.  Si  T^  ^^^  ^^  seconde  catégorie,  J  contiendra  f  *,  qui  trans- 
forme g  =  go  h  en  gÇ*h,  substitution  qui  doit  être  une  puissance  de  g.  Donc 
g^'  =  gof  d'où  p^—  I  ^o(mod./>^-M),  d'où  v  =  i,  v'=  2*'-h€.  En  outre, 
|ul'  est  une  puissance  de  2,  et  d'autre  part  ses  facteurs  premiers  divisent  le 
nombre  impair/?^' -h  i.  Donc  jx'  se  réduit  à  i. 

De  plus,  les  indices  de  L  ne  peuvent  former  plus  de  deux  systèmes 
(couples  de  systèmes).  Car  si  cela  avait  lieu,  l'un  au  moins  de  ces  systèmes 
S,,  autre  que  So»  contiendrait  moins  de  la  moitié  de?  indices.  Soit  $«  la 
substitution  analogue  à  $  et  relative  aux  indices  de  S4.  Si  aucune  des  deux 
substitutions  $,  $«  n'appartient  à  J,  leur  produit  lui  appartiendra.  Or  g  est 
le  produit  de  trois  substitutions  gof  gi*  h  altérant  respectivement  les  indices 
de  So,  de  S,  et  des  autres  systèmes  :  $$i  la  transformera  en  g%g\h^  qui 
devrait  se  réduire  à  une  puissance  3e  g,  résultat  absurde. 

Cela  posé,  So  ne  peut  contenir  la  moitié  des  indices.  Car  on  aurait 
M=:2jui  =  4v',  et  [i  serait  pair,  ce  qui  [est  absurde,  car  il  ne  peut  avoir 
pour  facteurs  premiers  que  des  diviseurs  de  jd^-m  =3.  En  outre,  on  aura 
v'=  I.  En  effet,  v'  est  impair;  s'il  avait  un  facteur  premier  y,  J,  et  par^ 

suite  4^  contiendrait  la  substitution  A=$'^  qui,  ramenée  à  sa  forme  cano- 
nique, laisse  invariables  tous  les  indices  des  systèmes  autres  que  So,  c*cst- 
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à-dire  plus  de  la  moitié»  plus  la  <jr'^""'  partie  de  ceux  de  So',  résultat  ab- 
surde (800). 

812.  Soit  donc  v'=i.  Les  substitutions  du  premier  faisceau  de  r'^  appar- 
tiennent à  J  et  n'altèrent  que  les  indices  de  F'^;  or,  d*aprës  ce  qu'on  a  vu 
plus  haut,  ^,  et  par  suite  J,  ne  contient  aucune  substitution  qui,  ramenée 
à  la  forme  canonique,  déplace  moins  du  tiers  des  indices.  Donc  les  deux 
indices  que  contient  f^  forment  au  moins  le  tiers  du  nombre  total.  Donc  4;;^ 
contient  six  indices;  donc  /x=  3.  Les  quatre  indices  restants  devraient  for- 
mer un  seul  système  (couple  de  systèmes)  S<;  résultat  absurde.  Eti  effet, 
soit  r'j  le  groupe  analogue  à  r*^  et  retatîf  à  S|.  Il  n'existe  aucun  groupe  de 
première  catégorie  et  de  degré  2*  :  donc  T'j  sera  de  seconde  catégorie.  Soit 
av''  le  nombre  de  séries  formées  par  les  indices  de  S,,  /x"  le  nombre  d'in- 
dices de  chacune  d'elles.  On  aurait  2fjL"v"  =  4>  résultat  absurde,  v"  étant 
un  nombre  impair  2^''-m,  ainsi  que  fx'',  dont  les  facteurs  premiers  divisent 
le  nombre  impair  a^^'-i-  i. 

813.  Second  cas.  —  L  est  primaire  et  indécomposable.  1°  Supposons-le 
de  première  catégorie  et  soient  v'  =  2^y  le  nombre  de  séries  de  chaque  sys- 
tème, /jt.V=r  -^  =  -^  le  nombre  d'indices  de  chaque  série.  On  obtiendra, 
comme  aux  n*^*  757  et  794,  la  relation 

(17)  f^'Mp^~0^i^Mp^-+-Or    ou     p^-i=e^J(^{p-^i). 

Mais  |JL=  a^fx'  étant  divisible  par  2,  p^-¥i  le  sera.  Donc/?  est  impair.  Sous 
le  bénéfice  de  cette  observation,  la  relation  (17)  ne  pourra  subsister  que  si 
^=  I,  /)^  =  3  ou  5,  d'où  />^  =  3^  ou  5^.  Mais  ces  deux  cas  sont  exclus  (704). 

2®  Si  L  est  de  seconde  catégorie,  on  aura  v'=  (2A  -f-i)v,  |x'=  -77^ —  ^t 

(18)  ^t'Mp''-+-l)5i^'(P'H-0»       ou      p(»*+')vH.I  =  (2*--»-l)(p^H-l). 

D'ailleurs  2 A  h-  i  divisant  /x,  ses  facteurs  premiers  diviseront  p'^-hi.  Sous 
le  bénéfice  de  celte  observation,  la  relation  (18)  ne  pourra  subsister  que  si 
A  =  I ,  /?^  =  2,  d'où  /?^  =  2*,  cas  exclu  (708),  ou  si  A=o,  d'où  v'  =  v.  Dans 
ce  dernier  cas,  les  groupes  ^  et  L  auront  même  premier  faisceau;  et  l'on 
verra,  comme  aux  n^'  758-759,  qu'ils  ont  même  second  faisceau,  et  enfin 
qu'ils  sont  pareils. 

80 
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814.  Théorème.  —  Le  théorème  C  est  vrai  si  JÇ^esl  indécomposable  et  de 
troisième  catégorie. 

Premier  cas.  —  L  complexe  ou  décomposable. 

Soient  So,  S,,...,  S^  les  systèmes  (couples  de  systèmes)  entre  lesquels  se 
répartissent  les  indices  de  L.  Ces  systèmes  se  réduiront  à  deux^  contenant 
chacun  la  moitié  des  indices. 

Supposons  en  effet  qu'il  en  fût  autrement.  Chacun  de  ces  systèmes,  à  Tex- 
ception  d'un  seul,  So,  contiendra  moins  de  la  moitié  des  indices.  Soient 
respectivement  2Vp  le  nombre  des  séries  entre  lesquelles  se  répartissent  les 
indices  de  Sp,  jXp  le  nombre  d'indices  de  chacune  d'elles. 

Chacun  des  systèmes  (couples  de  systèmes)  Sp  contiendra  au  moins  le 
quart  des  indices.  Car  J,  et  par  suite  ^,  contient  des  substitutions  qui  n'al- 
tèrent que  les  indices  de  Sp  et  qui,  élevées  à  une  puissance  convenable,  don- 
neront une  substitution  d'ordre  premier  :  d'autre  part,  on  voit,  comme  aux 
,^os  797-809,  que  toute  substitution  d'ordre  premier,  contenue  dans  ^,  étant 
ramenée  à  sa  forme  canonique,  altère  au  moins  le  quart  des  indices.  En 
outre,  pour  qu'elle  en  altère  moins  de  la  moitié,  il  faut  qu'elle  soit  d'ordre  2 
(le  nombre  rs  de  l'endroit  cité  se  réduisant  ici  à  2). 

On  conclut  de  là  juip  =  i  pour  toute  valeur  de  p  supérieure  à  o.  fin  effet, 
si  juLp  avait  un  diviseur  impair,  soit  Tp  le  groupe  résoluble  primaire  et  indé- 
composable, contenu  dans  le  groupe  abélien  de  degré p^^^"*?,  qui  sert  à  la 
construction  de  L,  et  correspond  au  système  (couple  de  systèmes)  Sp.  Si  jip 
avait  un  diviseur  impair  tt,  Fp  contiendrait  dans  son  second  faisceau  une 
substitution  d'ordre  tt,  laquelle  appartiendrait  à  J,  et  a  fortiori  di  ^,  quoique 
altérant  moins  de  la  moitié  des  indices,  ce  qui  est  absurde.  D'autre  part, 
si  jjL  était  une  puissance  de  2,  la  construction  de  Fp  dépendrait  de  celles  de 
groupes  auxiliaires  Lp,  L^,...  ayant  pour  degrés  des  puissances  de  2.  Le 
premier  faisceau  de  Lp  sera  formé  par  les  puissances  d'une  substitution  S 
d'ordre  impair  a.  Cela  posé,  Fp  contient  une  substitution  d  ayant  pour  pre- 
mière corrélative  J  et  pour  ses  autres  corrélatives  l'unité. 

Soient  r  le  facteur  par  lequel  d  multiplie  les  exposants  d  échange,  et  r^  la 
substitution  qui  multiplie  tous  les  indices  de  Sp  par  r.  La  substitution  r~^d* 
est  abélienne  propre,  et  appartient  à  Fp;  elle  appartiendra  donc  à  J,  et  par 
suite  à  ^.  D'ailleurs  son  ordre  est  divisible  par  le  nombre  impair  a,  car 
pour  que  sa  puissance  j3  se  réduise  à  l'unité,  il  faut  a  fortiori  que  sa  corré- 
lative J^P  se  réduise  à  l'unité,  d'où  j3^o(mod.a).  Donc,  en  l'élevant  à 
une  puissance  convenable,  on  aurait  une  substitution  d'ordre  premier  im- 
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pair  contenue  dans  j^et  n'altérant  que  les  indices  de  Sp,  qui  forment  moins 
de  la  moitié  du  nombre  total,  résultat  absurde. 

Le  nombre  /Xp  se  réduisant  à  i,  le  groupe  Tp  sera  de  première  ou  de  se- 
conde catégorie.  Son  premier  faisceau  Fp  aura  donc  pour  ordre  a)p=/?^p±  i. 
D'autre  part,  le  second  faisceau  de  T©  contient  un  groupe  0  de  substitutions 
abéliennes  propres  échangeables  entre  elles,  dont^  l'ordre  Wo  est  égal  a 
ip"'—  Ol^o»  à  (/?''«  H-  i)fJLo  OU  à  2fJLo,  suivant  que  Tq  est  de  première,  se- 
conde ou  troisième  catégorie.  Le  groupe  (0,...,  Fp,...),  d'ordre  wo...  &3p..., 
est  contenu  dans  J,  et  a  fortiori  dans  ^.  De  plus,  ses  substitutions  sont  abé- 
liennes propres  et  échangeables  entre  elles.  Mais  on  voit,  comme  au  n**  752, 
que  l'ordre  d'un  groupe  contenu  dans  ^et  jouissant  de  cetle  propriété  ne 
peut  dépasser  2/x^.  On  aura  donc 

(19)  2/1x^  =  6),.  . .  Wp. . .  ^Wofp^ïiii  i). . .  (p^fldz  1). 

Si  Fo  est  de  première  catégorie,  on  doit  avoir/?''»  >  4.  Sous  le  bénéfice  de 

cette  observation,  on  aura  toujours  &>o>2/jioVo>  7-  Substituant  cette  limite 

dans  la  relation  (19),  remplaçant  en  outre  fx  par  sa  limite  8v,  et  supprimant 
les  facteurs />''•  db  i,...  au  second  membre  de  cette  relation,  il  viendra 

(20)  64v,  =/?Mhi, 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  de  petites  valeurs  de  p  et  de  v<.  D'ail- 
leurs  V,  et  p"'  ±.  i  doivent  être  des  puissances  de  2.  En  effet,  parmi  les 
substitutions  de  F^  qui  sont  abéliennes  propres,  et  par  suite  appartiennent 
k  J,  se  trouvent  une  substitution  d'ordre  p^^  ±  i,  formant  le  premier  fais- 
ceau de  F<,  et  une  substitution  d'ordre  V|  ou  2v,,  permutant  les  séries.  Si 
l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  substitutions  avait  son  ordre  divisible  par  un 
nombre  premier  iniipair  tt,  il  sufârait  de  l'élever  à  une  puissance  convenable 
pour  obtenir  une  substitution  d'ordre  tt,  qui  serait  contenue  dans  4^,  et 
n'altérerait  que  les  indices  de  S|,  résultat  absurde. 

On  remarquera  enfin  qu'on  tomberait  dans  des  cas  exclw  en  supposant  Ff 
de  première  catégorie  avec  p"**  =  3,  5,  ou  3*,  ou  F,  de  seconde  catégorie, 
avec  p^«  =  3. 

En  tenant  compte  de  ces  observations,  on  voit  que  la  relation  (20)  ne 
pourra  être  satisfaite  qu'en  supposant /?=  17  ou  3i,  avecv«  =  i,  d'où  jui<8. 
D'ailleurs  /x  est  une  puissance  de  2,  supérieure  par  hypothèse  à  41^4^4; 
doncfx  =  8. 

Supposons  maintenant  p=  17»  ce  qui  est  l'hypothèse  la  plus  défavorable  : 

80. 
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/?^*—  I,...,  p^<i  —  I  se  réduisant  chacun  à  16,  la  relation  (19)  deviendra 
(21)  2.8'^&)o.i6^, 

et  sera  absurde  si  y  >  i .  Soit  d'autre  part  ^r  =  i  :  le  système  S©  contiendra 
six  indices.  Ce  nombre  n^étant  pas  une  puissance  de  2,  r©  sera  de  première 
ou  de  seconde  catégorie,  et  w©  sera  égal  à  (i7^'>  ±  i)  jjlo,  a/Xo^o  étant  égal  à  6. 
La  relation  (21)  sera  encore  absurde. 

815.  Il  est  donc  établi  qu'il  ne  peut  exister  que  deux  systèmes  So,  S,, 
contenant  chacun  la  moitié  des  indices. 

Cela  posé,  soit  6  la  substitution  qui  multiplie  tous  les  indices  par  —  i  : 
^,  second  faisceau  de  ^,  résultera  de  la  combinaison  de  9  avec  certaines 
doubles  suites  que  Ton  pourra  fondre-  en  une  seule  Ji>«,  ia>f,...,  x^^^  i)V 
Soient  Fo  le  premier  faisceau  de  To,  t  celle  de  ses  substitutions  qui  multiplie 
tous  les  indices  de  So  par  —  1  :  Ç  contiendra  un  groupe  ^  formé  de  2^  sub- 
stitutions au  moins  échangeables  à  t;  il  en  contiendra  même  2^^  si  t  appartient 
à  Ç.  En  effet,  /  appartient  évidemment  à  J,  et  par  suite  à  ^.  Si  elle  appar- 
tient à  Ç,  toutes  les  substitutions  de  ç  lui  sont  échangeables  à  0  près.  Donc 
les  substitutions  de  §*,  en  nombre  2^^"^*,  résulteront  de  la  combinaison  d'une 
substitution  T  qui  transforme  ^  en  d^  avec  des  substitutions  échangeables 
a  ^  en  nombre  2^^.  Supposons  atp  contraire  que  t  n'appartienne  pas  à  Ç; 
sa  corrélative 

I  a;,,  ji» .  •  •     </,  ^i  -h  c',  7,  -+- .  .  . ,  //,  a:,  -h  rf',  7,  -h ...... .  | 

sera  d'ordre  2.  Ramenée  à  la  forme  canonique,  elle  deviendra  donc 

(  X,A.,  I,  i,...,Z,  U,...      X-f-X,X,  Y-f-Y,  Y,>..,i^,  U,...  ], 

et  sera  échangeable  aux  substitutions  dérivées  des  substitutions  Cx,  C^,...* 
Cz»  Cu,...  correspondantes  aux  indices  X,  Y,...,  Z,  U,....  Soient  a^,  6|,..., 
^(r*  b^  les  substitutions  respectivement  correspondantes  à  o^i,  jf,...,  x^^  y^, 
et  soit  Cx  =  ar'&5*...,  CyP=  aï*  ij'. .......  Il  est  clair  que  les  substitutions  déri- 
vées de  oiioî» tft)f \ . . ,  .vi,î*tft)î*,..,...  et  de  ô  seront  échangeables  à  /  aux  puis- 
sances près  de  d.  Or  le  nombre  des  indices  X,  Y,...,  Z,  U...  est  au  moins  la 
moitié  (7  du  nombre  total.  Donc  le  groupe  dérivé  des  substitutions  ci-dessus 
sera  au  moins  d*ordre  2^^'.  Si  toutes  ses  substitutions  ne  sont  pas  échan- 
geables à  /,  elles  dériveront  de  la  combinaison  de  l'une  d'elles  T,  qui  trans- 
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forme  t  en  Qt^  avec  un  groupe  de  substitutions  échangeables  à  /  et  d'ordre 
égal  ou  supérieur  à  2"^. 

Soient  U»  U',...  les  substitutions  échangeables  à  t  dont  nous  venons  d'é- 
tablir l'existence.  Elles  remplaceront  les  indices  de  Sq»  que  t  altère,  par  des 
fonctions  de  ces  mêmes  indices;  de  même  pour  les  indices  de  S^,  que  t  n'al- 
tère pas  :  elles  seront  donc  chacune  le  produit  de  deux  substitutions  par- 
tielles Uo,  Ui;  Uy,  U',;...  altérant  respectivement  les  indices  de  S©  et  ceux 
de  S,. 

816.  Soit  maintenant  Y  une  quelconque  des  substitutions  abéliennes 
propres  que  contient  Tq  :  elle  sera  échangeable  à  t  prés  à  l'une  quelconque 
U  des  substitutions  U,  U',....  En  effet,  V  appartiendra  à  J,  et  par  suite  à  ^: 
donc  elle  sera  permutable  à  f,  et  U~*  V"'*  UV  =  U7*  V"*  UoV  appartiendra  à 
ce  faisceau.  Mais  chaque  substitution  de  g",  ramenée  à  sa  forme  canonique, 
multiplie  la  moitié  des  indices  par  i  et  l'autre  par  —  i,  on  la  moitié  par  y 
et  l'autre  par  —y,  suivant  qu'elle  a  pour  caractéristique  une  puissance  de 
K'^—  I  ou  de  K^ -h  1;  à  moins  toutefois  qu'elle  ne  se  réduise  à  une  puis- 
sance de  d,  auquel  cas  elle  multiplie  tous  les  indices  par  le  même  facteur 
±:  1 .  Or  Ui"*  V"'  UoV  laisse  invariables  tous  les  indices  de  S,  :  donc  elle  mul- 
tiplie les  autres  par  un  même  facteur  ±:  i,  et  se  réduit  ainsi  à  une  puis- 
sance de  /. 

817.  Supposons  d'abord  que  Vq  soit  de  première  catégorie.  Soient  Fo,  G„ 
ses  deux  premiers  faisceaux,  A,,  B,,...,  A'j,  B'j, ...;...  les  doubles  suites 
qui,  jointes  à  Fo,  reproduisent  Go-  Les  substitutions  Uo,  U'^»...  seront 
permutables  à  F©,  et  par  suite  de  la  forme  sC<i^^^  iR  et  $  étant  définies 
comme  au  n^  618,  et  i^ne  déplaçant  pas  les  séries.  D'ailleurs,  les  substi- 
tutions U,  U', ...  appartenant  à  ^,  leurs  carrés  se  réduiront  à  9  ou  à  1; 
ceux  de  U©,  U'^, . . .  se  réduiront  donc  à  /  ou  à  i.  Si  donc  le  nombre  Vo  des 

séries  de  chacun  des  deux  systèmes  de  S©  est  pair,  on  aura  /o  =  o  ou  =  -; 

si  Vo  est  impair,  p  =  o. 

Soit  d  le  nombre  des  systèmes  de  valeurs  que  les  exposants  r,  p  peuvent 
prendre  dans  les  substitutions  de  H.  L'ordre  ù  de  ce  groupe  sera  égal  à  dQ.\ 
Sï  étant  l'ordre  du  groupe  H'  formé  par  celles  de  ses  substitutions  dont  le 
premier  facteur  se  réduit  à  la  forme  ^:  car  en  multipliant  une  substitution 
de  H  dont  le  premier  facteur  soit  égal  à  êC'  9^  '^  par  les  Q!  substitutions  de 
H',  on  obtiendra  ft'  substitutions  ayant  leur  premier  facteur  de  la  forme 
sC  9^  '^,  et  qui  toutes  appartiendront  à  H. 
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Or  soit  g  la  substitution  d'ordre  p''»  —  i  dont  les  puissances  reproduisent 
Fo;  la  substitution  SC9^^  la  transforme  en  g^-*^^/^  qui  n'est  égal  à  g  aux 

puissances  près  de  /  =  g'  -  que  si  (—  \Y p^—  i  est  congru  à  un  multiple 
(le  E-Iizl  suivant  le  module  />''•—  i ,  d'où  la  condition 

2  ' 

[7.1)  2  [(— i)^^p— i]^o    (mod./?^o-^  i). 

Le  nombre  /?^«  est  >/|,  et  différent  de  3*;  s'il  est  >  5,  on  ne  pourra  satis- 
faire à  la  congruence  qu'en  posant  p  =  o,  t  =  o.  Soit  au  contraire /?"«  =  5, 
on  pourra  poser  p  =  o  et  t  =  o  ou  1  ;  donc  dans  aucun  cas  d  ne  pourra  dé- 
passer 2.  Soient  d'autre  part  ^U,,  ^'U'j,...  les  substitutions  de  H'.  Les  sub- 
stitutions partielles  ^,  i^»...  étant  échangeables  à  celles  de  Fo,  et  échan- 
geables à  t  près  à  toutes  celles  de  Fo,  appartiendront  à  Fo.  D'ailleurs  leurs 
quatrièmes  puissances  se  réduisent  à  l'unité.  Ce  sont  donc  des  puissances  de 

V..-1     /  vo-1  \ 

j=^g^    \dey^  =  /  =  §'*    sivo  — I  est  impairement  pairj. 
Soient  respectivementy*,y*',...  les  substitutions  ^,  ^'f..; 


/   ^^  •  •  •  —     «\ 

m      m  0 


le  plus  grand  commun  diviseur  de  a,  a',,..,  et  de  4;  «.  a',...  des  entiers 
tels  que  l'on  ait  aa -h  a'a'-i- . ..  =  (?'.  Posant  (^U<)''(!^'U'J'*'...  =  t),  on 
aura  ^Ui  =  t)'"^),,  ^'U'^  =  o"*'x9'i,...,  tD,,  xd', ,...  étant  les  substitutions 
de  H  dont  le  premier  facteur  se  réduit  à  l'unité.  Soient  H"  le  groupe  formé 
par  ces  dernières  substitutions,  iî"  son  ordre;  on  aura  évidemment  12'=  âiï\ 
D'ailleurs  les  substitutions  t^i,  'o\f...  appartenant  à  §",  comme  toutes  les 
substitutions  de  H,  et  laissant  la  moitié  des  indices  invariables,  multiplic'- 
ront  tous  les  autres  indices  par  un  même  facteur  ±:  1 .  On  aura  donc  £2"=  i 
si  la  substitution  /«,  qui  multiplie  par  -— i  tous  les  indices  de  S,  sans  altérer 
ceux  de  So,  n'appartient  pas  à  H;  dans  le  cas  contraire  on  pourra  avoir 
iî"  =  2. 

Donc  ù  =  dSù''  ne  pourra  dépasser  8,  à  moins  que  t^  n'appartienne 
à  H,  auquel  cas  on  pourra  avoir  Q  =  16.  Ces  chiffres  devront  être  réduits  de 
moitié  si  l'on  n'a  pasj^''»  =  5. 

En  supposant  Fo  de  seconde  catégorie,  on  trouvera  de  même  Q  =  dâQf\ 
tétant  égal  à  i  dans  tous  les  cas,  sauf  pour  p^*=  3,  auquel  cas  il  pourra 
être  égal  a  2,  d  étant  au  plus  égal  à  4»  et  il"  égal  à  i  ou  à  2  si  ^4  appartient 
à  H,  à  I  dans  le  cas  contraire. 
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Si  To  était  de  troisième  catégorie,  on  trouverait  de  même  0=  dO'', 
0  et  ù"  étant  au  plus  égaux  à  2  ;  donc  û  <  4- 

» 

818.  Cela  posé,  si  Tune  des  substitutions  /»  /«  appartient  à  H,  on  peut 
admettre  à  cause  de  la  symétrie  qui  existe  entre  elles  que  c'est  /.  On  aura 
alors  iî  =  a*%  et  comme  0  ne  peut  dépasser  16,  2^5  4-  Si  au  contraire 
/  et  tt  n'appartiennent  pas  à  H,  on  aura  2^=^  £t=8  si  p''^  étant  égal  à  5, 
To,  Fi  sont  tous  deux  de  première  catégorie,  ou  si/?^*  étant  égal  à  3,  To,  F, 
sont  de  seconde  catégorie.  Dans  tous  les  autres  cas,  on  aura  2^  r=  i2  ^  4- 

Donc  ^ne  peut  contenir  plus  de  8  indices.  D'ailleurs  le  nombre  de  ces 
indices  est  une  puissance  de  2;  de  plus  il  est  le  double  du  nombre  des  in- 
dices de  Fo,  qui  est  pair.  Donc  4^ contient  précisément  8  ou  4  indices. 

819.  Supposons  d'abord  que  4^ contienne  8  indices.  On  aura  />" •  =  5,  et 
Fo,  F,  de  première  catégorie,  ou  /?''•=  3,  et  F^,  F,  de  seconde  catégorie. 
Dans  l'un  et  l'autre  cas,  F©  et  F,  auront  pour  ordre  {p  —  i)48f  et  contien- 
dront chacun  48  substitutions  abéliennes  propres.  Ces  substitutions,  jointes 
ensemble,  formeront  un  groupe  K  d'ordre  4^^  qui  sera  contenu  dans  J,  et 
a  fortiori  dans  4^,  et  par  suite  dans  le  groupe  A,  formé  par  celles  des  sub- 
stitnlionsde  4^qui  sont  abéliennes  propres.  Cela  posé,  désignons  en  général 
par  Oa/n  l'ordre  d'un  groupe  résoluble  et  général,  contenu  dans  le  groupe 
abélien  de  degré  2^'"  :  on  aura,  suivant  le  mode  de  construction  du  groupe 
dont  il  s'agit, 

Oc=  2.3.(2'—  l),    (2  -f-l)3».2.2'.2(2  -f-  l),       OU       I.2-.3[2(2  H-l)]»; 

0,  =  4{2'-l-î.),     OU     i.2[2(2-m)]»;       0^=2(2  H-  i), 

et  suivant  que  dans  la  formation  du  groupe  4;^ il  faudra  employer  un,  deux 
OU  trois  groupes  auxiliaires  primaires,  l'ordre  de  4^ sera  égal  à  {p  — -  i)2*0c, 
{p  —  1)2*0402  ou  {/> —  i) 2*0,02  0,.  D'ailleurs  2  est  non  résidu  quadra- 
tique de  p;  donc  4^  a  pour  exposant  i,  et  l'ordre  de  A  sera  simplement  2°0e, 
a^'O^O,,  ou  2* 0,0,02,  Soit  d'ailleurs  w  l'ordre  du  groupe  formé  par  les 
corrélatives  des  .substitutions  de  A;  l'ordre  de  A  sera  égal  à  co,  multiplié 
par  l'ordre  2^  du  groupe  ?  formé  par  celtes  de  ses  substitutions  qui  ont 
pour  corrélative  l'unité.  De  même  l'ordre  de  K  sera  égal  à  coiO,  coi  étant 
l'ordre  du  groupe  formé  par  lescorcélatives  des  substitutions  qu'il  contient, 
lequel  divise  évidemment  w,  et  o  l'ordre  du  groupe  formé  par  celles  des 
substitutions  de  K  qui  appartiennent  à  Ç. 

Or  il  résulte  des  valeurs  données  pour  les  ordres  de  K  et  de  A  que  l'or- 
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dre  (le  K  est  divisible  par  2%  et  que  celui  de  A  n'est  pas  divisible  par  une 
puissance  de  a  supérieure  à  2*®.  Donc  le  rapport  de  ces  ordres,  et  a  fortiori 

chacun  des  deux  entiers  — ?  —  dont  ce  rapport  est  le  produit,  contient  2  à 

la  seconde  puissance  tout  au  plus.  Donc  o  est  au  moins  égal  à  2^.  Mais  soient 
U  =  UqU,,  U'=  UqU'i,...  les  substitutions  de  §*  qui  appartiennent  à  K,  et 
dont  chacune  est  évidemment  le  produit  de  deux  substitutions  partielles 
appartenant  respectivement  à  To  et  àr<.  Nous  avons  vu  (816-818)  que  le 
nombre  o  de  ces  substitutions  ne  peut  dépasser  16;  il  ne  peut  donc  être  égal 
ou  supérieur  à  32. 

820.  Supposons  maintenant  que  ^contienne  quatre  indices.  Son  second 
faisceau  se  construira  en  ajoutant  à  son  premier  faisceau  quatre  substitu- 
tions formant  une  ou  deux  doubles  suites.  Si  elles  n*en  forment  qu'une, 
son  premier  couple  aura  pour  caractéristique  une  puissance  deK^-i-i  (670); 
ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  comme  on  Ta  vu  que  si  le  groupe  auxiliaire  qui 
sert  k  construire  ^est  de  seconde  catégorie,  et  tel,  que  le  nombre  des 
indices  de  chaque  série,  multiplié  par  celui  des  systèmes,  est  impair.  Le 
nombre  total  des  indices  dans  ce  groupe  auxiliaire  étant  4>  îls  formeront  un 
seul  système,  contenaot  4  séries;  Tordre  O4  de  ce  groupe  auxiliaire  sera 
4(2^^-4-  i)  et  celui  de  4^ sera  (/?'—  i).4(2^-+-  O- 

Il  reste  k  considérer  le  cas  où  ces  quatre  substitutions^ considérées  forme- 
raient deux  doubles  suites.  Mais  il  est  impossible.  En  effet,  les  deux  groupes 
auxiliaires  dont  dépend  4^,  étant  d'ordre  2^,  seraient  de  seconde  catégo- 
rie :  et  dans  chacun  d'eux,  ces  deux  indices  ne  pourraient  former  qu'un 
'système,  contenant  deux  séries,  contenant  chacune  un  seul  indice.  Le  pro- 
duit du  nombre  des  systèmes  par  le  nombre  des  indices  de  chaque  système 
serait  donc  égal  pour  chacun  de  ces  groupes  au  nombre  impair  i.  Donc 
chacun  des  deux  couples  Xi^  iii>,;  x'^,  '^^  qui  forment  les  deux  doubles 
suites  aurait  pour  caractéristique  une  puissance  de  K^  +  1,  résultat  absurde; 
car  le  nombre  des  couples  de  cette  espèce  devrait  être  pair  (670). 

821.  L'ordre  du  groupe  A  formé  par  celles  des  substitutions  de  ^qui 
sont  abéliennes  propres  sera  donc  égal  à  4(^^+  O*^*  '^  étant  égal  à  1  ou  à  2 
suivant  que  ^a  pour  exposant  i  ou  2,.  c'est-à-dire  suivant  que  2  sera  ou 
non  résidu  quadratique  de  p.  Or  r©  contient  2(/>  — •  i)  substitutions  abé- 
liennes propres  s'il  est  de  première  catégorie;  2(/>  -K  i)  s'il  est  de  seconde; 
24 1  s'il  est  de  troisième.  Le  groupe  formé  par  ces  substitutions  est  contenu 
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dans  A;  donc  son  ordre  divise  celui  de  A»  et  ne  peut  élre  divisible  par  3. 
Donc  Fo  est  de  première  ou  de  seconde  catégorie;  de  même  pour  F,. 

Or  si  Fo  est  de  première  catégorie,  on  aura  p^  7,  sans  quoi  on  tomberait 
dans  un  des  cas  exclus;  d'oùp  —  i  >6,  Si  F©  est  de  seconde  catégorie,  on 
aura  par  la  même  raison  />>  5,  d'où/>  -+- 1>  6.  Les  premiers  faisceaux  de  F© 
et  de  F4  combinés  ensemble  donneront  donc  un  groupe  contenant  au  moins 
6.6  substitutions  abéliennes  propres  échangeables  entre  elles;  lequel  groupe 
sera  contenu  dans^;  résultat  absurde;  on  voit  en  efTet  comme  au  n^752, 
que  Tordre  maximum  d'un  groupe  contenu  dans  4^  et  formé  de  substitu- 
tions échangeables  entre  elles  est  2|x*  =  32. 

822.  Second  cas.  —  L  indécomposable  de  première  catégorie. 

Soient  y'  le  nombre  des  séries  de  chaque  système  de  L,  /x'  le  nombre*  des 
indices  de  chacune  d'elles.  On  aura  /jl  =  2|x'v',  ce  qui  montre  que  jut'  et  v' 
sont  des  puissances  de  a. 

Soient  donc  A,,  B,,...;  A'^,  B'j, .......  les  doubles  suites  qui,  jointes  à  F, 

premier  faisceau  de  L,  reproduisent  son  second  faisceau  G;  deux  substitu- 
tions d'un  même  couple  seront  échangeables,  à  la  substitution  Q  près,  qui 
multiplie  tous  les  indices  par  —  i,  et  dont  les  puissances  forment  ê,  pre- 
mier faisceau  de  ^.  Le  groupe  G  d'ordre  fA'^(/^^—  i)  a  ses  substitutions 
abéliennes  propres  et  échangeables  entre  elles  aux  puissances  près  de  0,  et 
sera  évidemment  contenu  dans  J,  et  par  suite  dans  ^.  Mais  4^  ne  contient 
aucun  groupe  de  ce  genre  dont  l'ordre  dépasse  2/x^.  D'où  la  relation 

D'ailleurs p^'>  4  (616);  il  est  impair  (659)  et  ne  doit  pas  être  supposé  égal 
à  9  ni  à  11^  (704).  On  aura  donc/>'^=  7,  5  ou  3*. 

823.  Soit  j9'^=7.  Supposons  pour  fixer  les  idées  que  ^,  second  fais- 
ceau de  4^,  s'obtienne  en  combinant  à  la  substitution  d  deux  doubles 
suites  A>|,  \ft»f9...,  «Ko;,  ^(;,...,  x'j,  ifi>'j,...,  X^f^  1(1»'^/.  L'ordre  de  G  est  égal  à 

6/x'^=:  -^'  Mais  d'autre  part  il  est  égal  à  OwO'w'.:^,  0,  w,  0',  w'  étant 

définis  comme  au  n^  752;  donc  l'un  des  nombres  Om»  Q'(ù\  par  exemple  Oa>, 
sera  divisible  par  3. 

Gela  posé,  Oa>  est  l'ordre  d'un  groupe  K  de  substitutions  échangeables 
entre  elles,  et  contenu  dans  un  groupe  résoluble  et  primitif  de  degré  2^^ 
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(752)  (on  a  ici  t7  =  2),  et  0,  o)  sont  les  ordres  des  groupes  partiels  K|»  K, 
respectivement  formés  par  celles  de  ces  substitutions  qui  sont  linéaires  sans 
termes  constants»  et  par  celles  qui  accroissent  les  indices  de  simples  termes 
constants.  Or  &>  divise  2^S  ordre  <lu  groupe  formé  par  toutes  les  substitu- 
tions qui  accroissent  les  indices  de  termes  constants.  Donc  0  est  divisible 
par  3,  et  K,  contient  une  substitution  S  d'ordre  3. 

-  Ramenons  cette  substitution  à  sa  forme  canonique  par  un  changement 
d'indices  indépendants.  Soit  X,  l'un  des  indices  qu'elle  altère;  elle  le  mul- 
tipliera par  une  racine  primitive  m  de  la  congruence  m'^i  (mod.3), 
laquelle  dépend  d'une  congruence  irréductible  du  second  degré,  2'  étant  la 
première  des  puissances  successives  de  2  qui,  étant  diminuée  de  Tunité, 
donne  un  multiple  de  3. 

Les  substitutions  de  K,  étant  échangeables  à  S,  s'obtiennent  en  combi- 
nant ses  puissances  à  des  substitutions  qui  laissent  invariables  X|  et  son 
conjugué  Y,,  et  dont  le  nombre  est  au  plus  égal  à  2^^'''.  Car  s'il  dépassait 
ce  nombre,  ces  substitutions,  jointes  à  celles  qui  accroissent  X(,  Y,  de 
nombres  constants  sans  altérer  les  autres  indices,  feraient  un  groupe  de  plus 
de  2^^  substitutions  échangeables  entre  elles,  ce  qui  est  absurde.  Donc  Ooj 
sera  au  plus  égal  à  3.2^*^"^.  D'autre  part  O'co'  est  au  plus  égal  à  i^^\  par 

suite  OwO'w'.a  sera  au  plus  égal  à  6fjL*.2~^.  Mais  il  est  égal  à  -j-\  on 
aura  donc 

Cela  posé,  on  voit,  comme  au  n^  758,  que  ces  égalités  ne  peuvent  avoir 
lieu  qu'autant  que  les  doubles  suites  A|,  B|,...;  Â'^,  B'^, ...;...  appartiennent 
à  g"  :  et  l'on  pourra  considérer  ^  comme  dérivé  de  la  combinaison  de  G,  A,, 
B,,...;  A'j,  B'j, ...;...  avec  un  dernier  couple  x,  lib. 

La  substitution  g  d'ordre  6  dont  les  puissances  reproduisent  F«  apparte- 
nant à  4^,  sera  permutable  à  ?;  mais  elle  est  échangeable  à  A,,  B4,...,  A'^, 
B'f,....  Donc  elle  est  permutable  au  faisceau  {x^  ia>)  formé  par  celles  des 
substitutions  de  ?  qui  sont  échangeables  aux  précédentes.  Elle  transformera 
donc  cl,,  ift>  en  substitutions  telles  que  6'ol»*ift)^  6^1,^ iil^,  [a,  ]3,  7,  d  étant 
égaux  à  o  ou  à  i,  et  satisfaisant  à  la  relation  ac?  — |3y^i  (mod.  2)]. 
Cette  relation  exige  que  l'un  des  nombres  a,  ^,  7,  d,  soit  égal  à  zéro.  Ce 
ne  peut  être  ^  ni  7;  car  si  l'on  avait  7=0,  par  exemple,  d'où  J  =  i,  ^*  se- 
rait échangeable  à  <:.i>  et  à  ia>,  et  par  suite  se  réduirait  à  une  puissance  de  d, 
ces  puissances  étant  les  seules  substitutions  abéliennes  propres  qui  soient 
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échangeables  a  la  fois  à  toutes  les  substitutions  de?.  On  aurait  donc  ^^=  >  • 
résultat  absurde,  g  étant  d'ordre  6. 

Soit  donc  pour  fixer  les  idées  <?=  o  :  a  sera  égal  à  i,  sans  quoi  g^  serait 
encore  échangeable  à  ei,  et  à  ifc.  Cela  posé,  les  transformées  B*X'^\>  et  0\\>  de 
"l,  et  de  ift)  par  g  doivent  avoir  même  caractéristique  que  x  et  -iflj;  il  faut  pour 
cela  que  .A,  et  lib  aient  pour  caractéristique  une  puissance  de  K'*  -i-  i . 

Or  la  double  suite  A,,  B,,..,:  A',,  B', ,,..,...,  J«,  aa>  qui  sert  à  la  forma- 
lion  de  ff  doit  contenir  un  nombre  impair  de  couples  qui  aient  pour  carac- 
téristique une  puissance  deK'-hi  (670).  Donc  le  nombre  DC  des  couples 
de  la  double  suite  A,,  B<,...,  A'^,  B'^,...,...  qui  jouissent  de  cette  propriété 
est  nul  ou  pair.  Mais  alors,  pour  éviter  de  tomber  dans  un  cas  exclu  (707), 
il  faut  admettre  que  J  contient  une  substitution  qui  multiplie  les  exposants 
d'échange  par  un  non  résidu  de  7.  Or  4^ne  contient  aucune  semblable  sub- 
stitution, 2  étant  résidu  de  7  (671  ).  Donc  4^ne  peut  contenir!. 

824.  Soit  enfin/?^'=:  5.  Les  doubles  suites  A,,  B,,...;  A'^,  B'^,. ..;...  peu- 
vent être  remplacées  dans  la  construction  de  L  par  d'autres  doubles  suites 
Co  D^,...;  Cj,  D'j,. ..;...  telles,  que  chacun  des  groupes  (C<,  D^-..)» 
(Cjt  D'j,.. .),...  soit  permutable  à  toutes  les  substitutions  de  L  (705);  et 
l'on  pourra  déterminer  dans  J  une  substitution  ^'  qui  soit  échangeable 
kCf,  D(,...;  C^,  D'j,. ..;...  et  qui  transforme  la  substitution  g^  dont  les 
puissances  reproduisent  F,  en  Qg.  Cette  substitution,  jointe  k  celles  de  G, 
donne  un  groupe  H  qui  contient  Q  et  dont  les  substitutions  sont  abéliennes 
propres,  et  échangeables  entre  elles  à  0  près«  Or  supposons,  pour  fixer  les 
idées,  que  ?  résulte  de  la  combinaison  de  0  avec  deux  doubles  suites  «,114, 
ift»o...,  e.i.ç,  oHç-,  <.i,'i,  ife'j,...,  X^'j  Wç/.  L'ordre  Û  de  H  sera  égal  à  OwO'ci)'.2, 
0,  Cl),  0',  w' étant  définis  comme  précédemment.  On  a  Ow^a^S  O'w'^s-*', 
d'oùû=2fJL^  Mais  ft  =  afJL'^(/?^  ~  l)  =  2fJL^  Donc  Ow  =  2^  0'g)'=2^«'; 
relations  qui  ne  peuvent  subsister  que  si  w  et  w'  sont  >  1  (728).  Donc  l'une 
au  moins  des  substitutions  de  H,  autre  que  les  puissances  de  d,  appartien- 
dra au  faisceau  (x'^,  Wj,...). 

Si  g  appartient  k  l'un  des  faisceaux  (ju^,  ilbf,...),  (^C^,  ia>'j,...),  on  peut 
admettre,  par  raison  de  symétrie,  que  ce  n'est  pas  au  second.  Cela  posé,  les 

substitutions  de  H  sont  de  la  forme  g^'^'^Q*  Dî»...  Cj»  D'/'...,  5  variant  de  o 
à  3,  et  ^  7,,  c?,,...,  Vi»  c^i».-.  de  o  k  i.  SoitT  une  de  ces  substitutions,  autre 
que  les  puissances  de  9  et  qui  appartienne  au  faisceau  (Ji>\,  'tib'^,...).  Les 
exposants  7,,  (?i,...,  y'j,  cT^,...  ne  peuvent  être  tous  nuls.  En  effet,  s'ils  Té- 
taient et  que  t  le  fût  égalemetit,  T  se  réduirait  k  une  puissance  de  0  =  g^, 
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contre  Thypothëse»  ou  à  une  puissance  de  Q  multipliée  par  g;  et  le  faisceau 
(-i>'i,  iA>'j,...)  contiendrait  g,  contre  l'hypothèse.  Si  l'on  avait  au  contraire 
t=  i,  d'où  T  =  g''^',  nous  avons  vu  (764-765)  que  J  contient  une  substi- 
tution G  qui  transforme  êC  en  g'^^\  t  étant  impair.  Gomme  elle  transforme 
d'ailleurs  g  en  6"*g9  m  étant  égal  à  o  ou  à  i,  on  aura 


ms  — 


Or  G,  appartenant  à  J  et  aforiiori  à  4^,  sera  permutable  à  chacun  des  deux 
faisceaux  H  et  (x'^,  iPo'j,...)-  Donc  T"*.G'"*Tg,  et  par  suite  g,  sera  commun 
à  ces  deux  faisceaux,  contre  l'hypothèse. 

Soit  donc  7,,  par  exemple,  ^o.  Le  groupe  J  étant  évidemment  permu- 
table aux  substitutions  de  L,  l'une  au  moins  U  de  ses  substitutions  sera 
échangeable  à  Cl ,  D',,...;  Cj,  D', ...;...  sans  être  échangeable,  aux  puis- 
sances près  de  d,  h  Q'  Df*...  (la  démonstration  est  toute  semblable  à  celle  du 
n^  733,  on  doit  seulement  changer  les  lettres  M,  Â,  B  en  ],  C,  D). 
D'ailleurs  U  est  permutable  à  H  et  à  (d,  x'^,  ifb'j,...);  la  substitution 
T"*.U~*T[J  =  T<,  laquelle  se  réduit  à  la  forme  g^'»QDÎ...  sera  donc  com- 
mune à  ces  deux  faisceaux.  Soit  maintenant  Y  une  autre  substitution  de  J, 
qui  ne  soit  pas  échangeable  à  C[Yi\. . .  aux  puissances  près  de  9.  Comme 
elle  transforme  g^  en  g-  ou  Qg^  la  substitution  Tr*V~*T,  V  appartiendra  au 
faisceau  (C^,  D^ ,•••)*  ^^tte  substitution,  et  ses  transformées  par  celles  de  J, 
lesquelles  reproduisent  tout  le  faisceau,  seront  communes  aux  deux  fais- 
ceaux H  et  (oVj,  ift)', ,...);  et  l'on  pourra  supposer  la  double  suite  x', ,  uV,,... 
choisie  de  telle  sorte  que  ses  g  premiers  couples  soient  €<,  D,,.... 

Poursuivant  le  raisonnement  comme  au  n**  758,  on  voit  que  le  faisceau 
(x'i ,  ift>', ,...)  peut  être  considéré  comme  dérivé  de  la  combinaison  de  B  avec 
une  ou  plusieurs  des  doubles  suites  de  G. 

825.  Supposons,  pour  iixer  les  idées,  que  G  contienne  trois  doubles  suites, 
dont  la  dernière  appartienne  seule  au  faisceau  («Cj,  <)a>\,...).  Le  nombre  tù 

étant  >i,  l'une  au  moins  des  substitutions  ^*^"Q*  Df'...Cj'' D',^'...  du 
faisceau  *  dérivé  de  g,  ^',  C,,  D|,...,  Cj,  D'j,...  (autre  que  les  puissances 
de  Q)  aura  pour  première  corrélative  l'unité;  et  comme  elle  est  échangeable 
àC',  D",..»  =  aii/, ,  ift>\,...,  elle  appartiendra  au  faisceau  (x«,  Ji,,...). 

Nous  allons  maintenant  prouver  que  chacune  des  substitutions  g,  a\  C,, 
D,,...,  C^9  D'j,...  appartient  au  faisceau  (x^  ifci,...). 

Supposons  d'abord  que  le  groupe  W  forme  par  les  substitutions  com- 
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munes  aux  faisceaux  4>  et  (,.1,,,  ift,,,...)  contienne  une  substitution  T,  où  l'ex- 
posant /  ne  s'annule  pas.  Soit,  pour  fixer  les  idées,  T  =  g"*a'Q*.  On  voit, 
comme  au  n''  824,  que  parmi  les  substitutions  de  J  qui  sont  échangeables 
.  à  ^,  Cj,  D'j,...,  il  en  est  une  au  moifts,  U,  qui  n'est  pas  échangeable  à  Q' 
aux  F  près.  La  substitution  T'  =  T-"MJ"~*  TU,  appartenant  à  la  fois  à  *  et 
à  (<.i>|,  ia>i,...),  appartiendra  à  ^,  et  se  réduira  à  une  forme  telle  que 
^*'Ci  Dj....Soitde  même V  une  substitution  de  J  qui  ne  soit  pas  échangeable 
à  T'  aux  F  près.  Le  groupe  <b  contiendra  la  substitution  T'""*.V"*T'V  =  T", 
et  ses  transformées  par  les  substitutions  de  J,  lesquelles  reproduiront  tout 
le  faisceau  (C,,  D|,...).  Ce  groupe,  contenant  T  et  C|,  contiendra  g'Si\ 
D'ailleurs  J  contient  une  substitution  s  échangeable  à  ^  et  qui  transforme  Jl' 
en  sCg"^,  T  étant  impair  (765)  :  et  *  contiendra  {g'Si!)''*  (B"*  g^Si'^  =  g'^. 
Il  contient  d'ailleurs  ^^  =  C7*D7*C,  D,  :  donc  il  contiendra  g;  donc  il  con- 
tiendra g'^  g'ê\J  =  ^'. 

Cela  posé,  on  peut  admettre  que  la  double  suite  eii>4,  i^^,...  ait  été  choisie 
de  telle  sorte  que  ses  premiers  couples  soient  formés  par  les  substitutions 
a',  gsÇ,  C|,  D, ,...;  et  l'on  verra,  comme  au  n**  758,  que  le  faisceau 
(-A,,,  ub,,...)  contient  les  substitutions  C,,  D'j,...  qui,  jointes  aux  précé- 
dentes, termineront  la  double  suite. 

826.  2^  Supposons  au  contraire  que  l'on  ait  ^  =  o  dans  toutes  les  substi- 
tutions de  ¥.  Nous  allons  voir  que  cette  hypothèse  est  inadmissible.  Faisons 
correspondre  aux  substitutions  ai>,,  ifl>i,...,  c^,  ia>;  les  suivantes 

^.  =  I  *i>ri>-  •  •     ^1  H"  »»/•,•••  I»  6i  =  I  ^i>r.,.  • .     ^„  j^,  4-  I,. . .  |,..  .; 

et  soit  Ho  le  groupe  auxiliaire  relatif  à  la  double  suite  Ji>o  ia>4,...,  et  qui 
sert  à  la  construction  de  4^:  ses  substitutions  seront  hypoabéliennes,  et  de 
la  forme  suivante 

I  j7„  ri>. • .    «,  Xi  -+-  c',7,  -h. . .,  h\ X,  -h  rfVji  -f-. . .,. . .  I, 

et  jointes  au  groupe  H|  dérivé  des  substitutions  ai,  &i,...»  elles  formeront 
un  groupe  H  résoluble'et  primitif. 

Le  groupe  h^  formé  par  les  premières  corrélatives  des  substitutions  de  $, 
joint  au  groupe  h^  formé  par  celles  des^ubstitutions  du  faisceau  (a^,  &i,...) 
qui  correspondent  aux  substitutions  communes  à  $  et  a  [x^^  lib^,...)  formera 
un  groupe  h  d'ordre  2*^  contenu  dans  H,  et  dont  les  substitutions  sont 
échangeables  entre  elles. 
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Ramenons  le  groupe  Ho  à  la  forme  type  par  un  choix  convenable  d'in- 
dices; et  supposons  que  les  nouveaux  indices  se  répartissent  en  X  systèmes 
(ou  couples  de  systèmes)  Sf,  S2,...  contenant  chacun  2v  séries,  contenant 
chacune  jui  indices.  • 

827.  Le  groupe  h^  ne  contient  aucune  substitution  qui  déplace  les  systèmes 
{couples  de  systèmes).  Supposons  en  effet  que  ces  substitutions  permutent 
entre  eux  les  m  systèmes  (ou  couples)  S,,...,  S,„.  L'ordre  0  de  A  sera  égal 
à  mo,  0)  étant  l'ordre  du  groupe  h'  formé  par  celles  des  substitutions  de  h 
qui  ne  déplacent  pas  ces  systèmes,  et  dont  chacune  sera  de  la  forme 
V,...V,;,W,  Vp  étant  une  substitution  qui  n'altère  que  les  indices  de  Sp,  et  W 
une  substitution  qui  n'altère  que  les  indices  des  systèmes  autres  que  S,,..., 
S,„  (721). 

Soient  A  le  groupe  dérivé  des  premières  substitutions  partielles  V,,  Vj,...; 
Oi  son  ordre.  Ces  substitutions,  jointes  k  celles  de  Ht  qui  laissent  invariables 
les  indices  de  S,,  forment  un  groupe  de  w,.a'*^~^^^^  substitutions  échangeables 
entre  elles.  Mais  le  nombre  de  ces  substitutions  ne  peut  dépasser  2^^  :  donc 
w,  est  au  plus  égal  à  2*^^.  On  a  d'ailleurs  évidemment  &)  =  w,co2,  wa  étant 
l'ordre  du  groupe  y  formé  par  celles  des  substitutions  de  h  qui  laissent  in- 
variables les  indices  de  Sf.  Ces  dernières  substitutions,  étant  échangeables  k 
celles  de  Ao  qui  permutent  ensemble  Sf,...,  S,„,  laisseront  invariables  les  in- 
dices de  tous  ces  systèmes,  et  se  réduiront  à  la  forme  W.  En  les  joignant  à 
celles  des  substitutions  de  Hi  qui  n'altèrent  que  les  indices  de  S4,...,  S^,  on 
aura  un  groupe  de  substitutions  échangeables  entre  elles,  dont  Tordre 
«2.2^'"^*^  ne  peut  dépasser  a^«;  donc  W2^2'«-^"'**^  et  0  =  /wa),  W2^m2*«-*î"'-*^i'^ 
sera  <  2S  contrairement  a  l'hypothèse. 

828.  Le  groupe  H©  ne  peut  être  de  première  catégorie.  En  effet,  on  aurait 
2^>4>  d'où  v>.2  (616),  et  l'on  verrait,  par  le  raisonnement  qui  précède, 
que  Aq  ^6  contient  aucune  substitution  qui  permute  les  systèmes  d'un  même 
couple.  S'il  contenait  des  substitutions  permutant  les  séries  d'un  même  sys- 
tème, il  existerait  (722)  un  groupe  de  substitutions  échangeables  entre 

elles,  conterm  dans  H,  et  dont  l'ordre  2""^  -0(5  étant  un  diviseur  de  v) 

serait  >0==2^S  résultat  absurde.  Enfin  s'il  contenait  une  substitution 
altérant  les  indices  d'un  système  *sans  déplacer  les  séries,  il  existerait 
(723-727)  un  groupe  de  substitutions  échangeables  entre  elles,  contenu 
dans  H,  et  dont  Tordre  0.2^^"*^"^^^  serait  >0,  résultat  absurde. 

Si  Ho  est  de  seconde  catégorie,  on  pourra  raisonner  de  même,  en  remar- 
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quant  seulement  que  le  nombre  des  séries  de  chaque  système  n'est  plus  v, 
mais  2v  :  et  l'on  verra  :  i*^  que  h^  ne  peut  contenir  de  substitution  (autre 
que  l'unité)  qui  déplace  les  séries  que  si  l'on  a  v  =  i;  tP  qu'il  ne  peut  en 
aucun  cas  contenir  de  substitution  qui  altère  les  indices  d'un  système  sans 
en  déplacer  les  séries. 

829.  Soit  maintenant  T  une  substitution  de  Aat  différente  de  l'unité;  son 
carré»  ne  déplaçant  plus  les  séries  d'aucun  des  systèmes  S.,...,  se  réduira  à 
l'unité.  Soient  dVilleurs  S|  l'un  des  systèmesdont  T  déplace  les  séries;  x, 
x\...  les  indices  de  la  première  série  de  Si;  y^  y\.K.  les  fonctions  des  in- 
dices de  la  seconde  série  que  T  leur  fait  succéder  :  T  remplace  réciproque- 
ment j,j',...  par  a?,  ar',...;  et  pour  qu'une  fonction  des  indices  de  Si  reste 
inaltérée  par  cette  substitution»  il  faut  évidemment  qu'elle  soit  de  la  forme 
a(a7-+-7) -f-a'(a;'4-j') -h-...  Donc  les  fonctions  qui  jouissent  de  cette  pro- 
priété se  ramènent  à  fx  fonctions  distinctes. 

Cela  posé»  la  substitution  T  est  le  produit  de  deux  substitutions  par- 
tielles» dont  l'une»  T|»  altère  les  indices  de  Si»  l'autre  6  altérant  les  autres 
indices.  Remplaçons  les  indices  de  St  par  d'autres  indices  indépendants  X» 
Y,  X'»  Y',...  choisis  de  manière  à  ramener  T|  à  sa  forme  canonique 

I  X,  Y,  X',  Y',..."    X-+-Y,  Y,  X'H- Y'-,  Y;...  |, 

et  soient  z»  2',...  les  indices  des  autres  systèmes.  La  substitution  T  prendra 
une  forme  telle  que 

I  X,  Y,  X',  Y',...,  2,  2',...     X-4-  Y,  Y,  X'-f- Y',  Y',.-.,  <s^{z,  z',...),  <p'(z,  2',...),...  |. 

Les  substitutions  de  h^  résultent  de  la  combinaison  de  T  avec  des  substi- 
tutions qui  laissent  ifivariables  les  indices  de  S|.  Car  soit  U  l'une  d'elles; 
Tune  des  deux  substitutions  U»  T"*  U»  ne  déplaçant  pas  les  séries  de  S4»  n'al- 
térera pas  les  indices  de  ce  système.  Il  résulte  de  là  que  les  substttutfons 
de  A  résultent  de  la  combinaison  de  Tavec  des  substitutions  qui  accroissent 
simplement  X,  Y,  X',  Y'». ..  de  termes  constants.  Ces  dernières  substitu- 
tions» étant  échangeables  à  T»  se  réduiront  à  la  forme 

I  X,  y,  X,  Y  ,...,  z,  z  j,,,      X-r-a,  Y,  X  -i-a,  \  y..,,  j  (z,  z  ,...),  J   (z,  z  ,,..;,...  |» 

et  les  coefficients  a,  a'»...  étant  en  nombre  fx»  l'ordre  0  de  A  sera  au  plus 
égal  à  2.2^Clf  Q  étant  l'ordre  du  groupe  formé  par  celles  de  ses  substitutions 
qui  n'altèrent  pas  les  indices  de  S4.  Or  ces  dernières  substitutions»  jointes  à 
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celles  de  U,  qui  D'altërent  que  les  indices  de  S|,  donnent  un  groupe  de  sub- 
stitutions échangeables  entre  elles,  et  d'ordre  :i*^£2.  Cet  ordre  ne  pouvant 
être  supérieur  a  0,  on  aura  |x=  i. 

Chacun  des  systèmes  S^,  S2,...  contiendra  donc  deux  indices.  On  pourra 
remplacer  dans  chacun  d'eux  les  indices  imaginaires  par  deux  indices  réels 
tels,  que  les  exposants  d'échange  mutuels  des^ubstitutions  correspondantes 
soient  congrus  à  i  ainsi  que  leurs  caractères,  et  l'on  peut  admettre  que  ces 
nouveaux  indices  se  confondent  respectivement  avec  x^yy^\  x^^  ^'a?---  (658). 

830.  Les  substitutions  de  h^  résultant,  d'après  ce  qui  précède,  de  la  com- 
binaison de  T  avec  le  groupe  K^  formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui 
n'altèrent  pas  les  indices  de  S^,  son  ordre  w  sera  égal  à  2co',  w'  étant  l'ordre 
de  K^,  Soit  S2  un  système  dont  les  substitutions  de  K^  permutent  les  séries; 
on  aura  de  même  a)'  =  20",  tù"  étant  Tordre  du  groupe  K^  formé  par  les 
substitutions  de  h^  qui  n'altèrent  pas  les  indices  de  S4  ni  de  S3.  Continuant 
ainsi,  on  voit  que  w  est  au  plus  égal  à  2^==  2^  =  a''"*'*^"*"' .  Or  les  substitutions 

de  la  forme  ^' a'' Cï* Dj' . . . C J» D'^ ^'' . . . ,  où  t  est  égal  à  o  ou  à  i,  sont  en 
nombre  ^^a-i-ao'-n  Donc  parmi  ces  substitutions,  il  en  est  au  moins  2*^"*"*, 
2,  2',...  ayant  une  même  corrélative;  les  2*"^"^'  substitutions  i,  2"*  2',..., 
qui  sont  dd  la  même  forme,  auront  pour  corrélative  l'unité;  donc,  par  hy- 
pothèse, l'exposant  /  y  sera  nul  (826). 
Ces  substitutions  seront  de  la  forme  ^^<)^<)^...^  en  posant  pour  abréger 

t?^  =,i,«»ift,Js  t^a  =  <.i,J«  ift,5', Soient  donc  ÔP'<>i'<>2. . . ,  ¥  <^  ^'^^..,^...^-t% 

substitutions.  Chacune  des  substitutions  partielles  x?<^  'C>2,...,  'Q\j  "^p'at. .-,... 
sera  dérivée  éfe  g^,  C,,  D|,...,  Cj,  D'j,....  En  effet,  ces  substitutions  partielles, 
étant  échangeables  entre  elles  à  0  près,  forment  avec  B  un  groupe  réso- 
luble K.  De  plus,  ce  groupe  est  permutable  aux  substitutions  de  J.  En  effet, 
soit  10  l'une  quelconque  de  ces  dernières  substitutions  :  elle  est  permutable, 
d'usé  part  au  faisceau  (.i>i,  ifl>i,...)  (car  elle  appartient  à  ^),  d'autre  part 
au  faisceau  (^,  C,,  D|,...,  Cj,  D'j,...),  Elle  transforme  donc  les  unes  dans 
les  autres  les  substitutions  0P'<?4'<?2«-m  0^ 'Q\'ç\,.,y...  communes  à  ces  deux 
faisceaux.  Soit  par  exemple 

(«3)  t)-'.  e?  t:>,  1?,. . .  x9  =  e?'  •ç>',  *<?; 

xy  est  échangeable  à  6;  d'ailleurs*  soit  S^  le  système  auquel  sa  première  cor- 
rélative U  fait  succéder  le  système  S;.  :  t)  transformera  évidemment  les  sub- 
stitutiôns  dérivées  de  A>r9  i^m  en  substitutions  dérivées  de  e^,  iiv,.  Supposons 
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en  particulier  que  U  fasse  succéder  S|  à  S,  :  la  relation  (23)  donnera 

relation  dont  le  premier  membre  est  dérivé  de  <.i>2)  '^^2»  ^t  le  second  membre 

de  »l,|,  ifi>,,  <vi>3,  ia>s, Ils  ne  peuvent  donc  être  égaux  que  s'ils  se  réduisent 

tous  deux  à  une  puissance  de  0.  On  aura  donc  une  égalité  telle  que 

'Q\-"0-"<>,'0  =  e\     d'où     t)-»%?,t)z=^^ '<?',. 

Donc  la  transformée  de  l'une  quelconque  t?,  des  substitutions  de  K  par  v 
appartient  à  K. 

Le  groupe  oc  dérivé  de  la  combinaison  de  K  avec  J  sera  résoluble  (527). 
Son  premier  faisceau  (p  contient  F.  En  effet,  F  a  ses  substitutions  échangeables 
entre  elles,  et  il  est  permutable  aux  substitutions  de  J.  Il  Test  de  plus  à 
celles  de  K.  Soit  en  effet  t>  une  substitution  de  F;  elle  ne  déplace  aucun  des 
systèmes  S,,  Sj,...;  de  plus,  elle  est  échangeable  à  5Pt?,\')2....  On  en  déduit, 
par  le  raisonnement  qui  précède, 

m 

Donc  t^i  est  échangeable  à  t)  aux  puissances  près  de  6.  De  même  t:^^,.... 

Cela  posé,  soit  A  un  groupe  résoluble  et  général  parmi  ceux  dont  les  sub- 
stitutions sont  abéliennes,  qui  contiennent  dC  et  dont  le  premier  faisceau 
contient  9.  Il  sera  de  première  ou  de  seconde  catégorie,  et  contiendra  J; 
donc  il  se  réduit  à  L  (760-813);  et  DC,  ayant  ses  substitutions  abéliennes 
propres,  sera  contenu  dans  J.  Donc  J  contient 'C>i»  "Ça,...,  '<>'i,  '^P',,...,....  Ces 
substitutions  font  partie  de  son  second  faisceau.  En  effet,  nous  avons  vu 
qu'elles  sont  échangeables  aux  puissances  près  de  6  aux  substitutions  de  F. 
On  verrait  de  même  qu'elles  le  sont  à  C«,  D|,...,  Cj,D'j,....  Quant  à  C^, 
D' ,...  =  «Ab',,  ife'i,...,  elles  leur  sont  échangeables.  Donc.'(?,,  par  exemp||,  est 

delà  forme  g'* ^''C/»DÎ*...C/''D'/«....  D'ailleurs /=o,  par  hypothèse  (826). 

831.  L'un  au  moins  des  exposants  71,  e^i,...,  7^,  ()^i,...  difTère  de  zéro 
dans  l'une  i^i  des  substitutions  {autres  que  les  puissances  de  6)  communes 
aux  faisceaux  (<A>o  ifi>i,...)  et  (^,  C|,  Df,...,  C^,  D\,...);  car  ces  substitUr 
liorfô  sont  en  nombre  a^-^^^,  supérieur  à  celui  2^  des  substitutions  de  la 
forme  g*.  Soit  par  exemple  71  <o.  On  voit,  comme  aux  n^  733  ou  824,  que 
parmi  les  substitutions  de  J  qui  sont  échangeables  à  g,  C^,  D\,...,  il  en 
existe  une  au  moins  U  qui  ne  soit  pas  échangeable  à  Ci^^D^....  La  substitu- 

82* 
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tion  \yMJ~*\'^iU  appartiendra  à  la  fois  aux  deux  faisceaux  (<A>i,  ift»«,...)  et 
(C|,  Di,...);  et  ses  transformées  par  les  substitutions  de  J  appartiendront 
également  à  (Jii|,  ifi», ,...),  et  d'autre  part  elles  reproduiront  tout  le  faisceau 
(Co  Di,...).  Donc  les  substitutions  de  ce  faisceau  sont  contenues  dans  le 
groupe  W  =  (0,  '<?(,"^2,...,  t?'j,t?j, ...,...);  et  ce  groupe  contiendra  au  moins 
une  substitution  Df  qui  ne  soit  pas  échangeable  à  x?|.  Celles  des  substitutions 
de  ce  groupe  qui  sont  échangeables  à  toutes  les  autres  se  réduisent  donc  à 
des  puissances  de  g,  et  seront  des  puissances  d'une  seule  d'entre  elles. 

832.  Cela  posé,  supposons  que  les  substitutions  \>p,  s/^ ,...,  par  exemple, 
ne  se  réduisent  pas  toutes  à  l'unité,  p  étant  un  entier  constant  arbitraire. 
Elles  sont  de  la  forme  Ji>*?iPo^f.  Si  elles  ne  sont  pas  toutes  identiques  à  K>ç, 
leur  combinaison  reproduira  le  faisceau  (Xp,  ift>p),  lequel  se  trouvera  par 
suite  contenu  dans  W.  Dans  le  cas  contraire,  ipp  sera  échangeable  à  toutes 
les  substitutions  de  W  et  se  réduira  à  une  puissance  de  g.  Soit  maintenant? 
un  entier  autre  que  p.  Si  t?^  diffère  de  l'unité,  '^^^  et  t?^^  n'étant  pas  les  puis- 
sances d'une  même  substitution,  ne  peuvent  être  échangeables  à  la  fois  aux 
substitutions  de  W.  Donc  Tune  au  moins  des  substitutions  'Ç\f...  diffère 
de  <?x;  et  par  suite  ^  contiendra  ei-^,  iPo^.  Donc  les  substitutions  de  W  ré- 
sultent dans  tous  les  cas  d'un  certain  nombre  de  couples  Xx^  ift>xf..  de  la 
double  suite  x^,  iP«>i;  <x,2,  ia>2;...«  seuls,  ou  joints  à  une  puissance  de  ^, 
telle  que  'Ç^.  Cela  posé,  W  contiendra  toutes  les  substitutions  des  deux 
doubles  suites  C,,  D|,...,  C^,  D'^,....  Supposons  en  effet  qu'il  contint  seule- 
ment celles  de  la  double  suite  C^,  Df,....  Le  groupe  W  s'obtient  d'une  part 
en  combinant  une  puissance  de  g  avec  les  substitutions  C^,  D^,...;  d'autre 
part  en  combinant  cette  même  puissance  de  g  avec  certains  couples  tK>^^2* 
^V+2'-**;  «^c»  A-  Donc  les  substitutions  dérivées  de  ces  couples  reproduisent, 
aux  puissances  près  de  g,  chacune  des  substitutions  C|,  Df,....  Soient 
g'^'C^  g^'Dtj...  les  substitutions  qui  résultent  ainsi  de  la  combinaison  de 
-V+at  '^<i'H-2f«>  *^»  A»  et  qui  réciproquement,  combinées  entre  elles,  re- 
produiront ces  dernières  substitutions. 

Soit 4>' le  faisceau  dérivé  des  substitutions  ^,  C,,  D',,...,  ^"  =  a'C?' Df*...: 
ses  substitutions,  en  nombre  2^^"^',  sont  échangeables  entre  elles,  et  aux 
^.ubstitutions  «.w+at  '»ft>o'+afM  X(i*  '^Ofi'  Leurs  premières  corrélatives  seront 
donc  échangeables  entre  elles,  et  laisseront  invariables  les  indices  oc^+t* 
Jo'+at-M  ^<»  Jç-  L'ordre  du  groupe  qu'elles  forment  est  au  plus  égal  à  a^** 
(830).  Donc  ^  a  2''''*'^  substitutions  au  moins  contenues  dans  le  faisceau 
(ei>f,  iftiff...,  aV-M»  ^o'+i)*  Ces  substitutions  sont  toutes  de  la  forme 
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g^'^"'Cj'D'j^»...=^''A''Cf'Df'.:.Cj»D\^«...,  ou  comme  /  =  o,  par  hypo- 
thèse, (le  la  forme  ^*' C J' D'/* . . . .  Dans  Tune  au  moins  d'enlre  elles,  un 
des  exposants  7,,  J«,...  sera  ^o;  et  le  faisceau  (ji,,,  in,|,...,  ^t/^t,  iPoo^+i) 
contiendra  toute  la  double  suite  C\f  D\,...,  contrairement  à  Thypothèse. 

833.  Cela  posé,  on  voit,  comme  au  numéro  précédent:  i^  que  tous  les 
couples  «Aoi,  if&i,,..,  a^,  iibc»  sauf  le  premier,  sont  dérivés  de  substitutions 

des  formes  ^'''C,,  g'^'D,,...,  g^'C^,  g-^'»D'j,...;  3°  que  le  groupe  $"  d'ordre 

a',  dérivé  de  g  et  de  ^'!'  =  a'Cf*Df«...Cj^''D'/»...  a  3^  substitutions  com- 
munes avec  le  faisceau  (c^i,  i»!)!).  Ces  substitutions  se  réduiront  aux  puis- 
sances de  g\  réciproquement  g  et  ses  puissances,  au  nombre  de  quatre,  ap- 
partiendront à  ^. 

Ce  point  établi,  le  groupe  («Jt»,,  ia>i,...)  résulte  de  la  combinaison  de*  g, 
C|,  D|,...,C|,  D't,...  avec  une  nouvelle  substitution  échangeable  à  C4,  D4,..., 
C],  D'i,...,  et  qui  transforme  ^  en  Qg.  Cette  substitution  est  égale  à  $S{.\ 
s  étant  une  substitution  abélienne  propre,  échangeable  à  ^,  C| ,  I>| , . . . ,  C| , 
D'^,...,  et  par  suite  se  réduisant  à  une  puissance  de  g^  telle  que  g^.  Donc  ^ 
contiendra  contre  l'hypothèse  (826)  la  substitution  g^à!. 

834.  Faisons  maintenant  correspondre  aux  substitutions^,  ^',  C4,  D|,..., 
Cj,  D'|,...  dont  le  faisceau  (X4,  ia>i,...)  est  dérivé,  les  suivantes  : 

Q^  =  I  X^y  y^f  •  •  •  ,  ^o+e'»  Xv-i-a'  ^9  "t~  '  >  ^0»  •  •  •  >  ^a+a'f  Xa-^^  \  > 
0,  •=.  j  ^j,  ^,,  •  •  •  >  ^a+y»  yo+^  ^«t  ^0  "^"  ï>  •  •  •  >  ^c-k/j  J^ï+ff'  I  » 
• > 

puis  à  chaque  substitution  de  4^,  qui  transforme  ^,  a^',...  en  ôp^"^'*»..., 
d^^< a"'*. ..«...»  donnons  pour  corrélative  la  suivante  : 

L'ensemble  de  ces  corrélatives  formera  un  groupe,  que  nous  désignerons 
par  o. 

En  particulier,  les  substitutions  de  L  étant  permutables  au  faisceau 
(C4,  Do-M  Cj,  D'j,,..)  et  échangeables  à  5^,  leurs  corrélatives  se  réduiront 
à  la  forme 

Elles  forment  d'ailleurs  un  groupe  Lo  contenu  dans  4^0.  Si  dans  Texpression 

82. 
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des  substitutions  de  Lo  on  effaçait  le  premier  couple  d^indices  ^o^Jo*  on 
obtiendrait  un  nouveau  groupe  L'^,  d'ordre  2^"*^,  lequel  se  confondrait  évi- 
demment avec  le  groupe  complexe  qui  résulte  de  la  fusion  en  un  seul  des 
deux  groupes  auxiliaires  primaires  t,  V  qui  servent  à  la  construction  de  L, 
et  correspondent  respectivement  aux  deux  doubles  suites  C^  D^...;  C^, 
D' 

Soit  J'^  le  groupe  qui  est  a  L'^  ce  que  J  est  à  L  dans  la  fin  de  Ténoncé  du 
théorème  G  (715).  Ce  groupe  est  contenu  dans  le  groupe  Iq.,  analogue  au 
groupe  I  du  n^  765.  Celles  des  substitutions  de  J  qui  correspondent  à  celles 
de  J'^,  seront  donc  échangeables  à  s<.\  aux  puissances  près  dey  ^  =  9  (765). 
Elles  ont  donc  pour  corrélatives  dans  ^o  d^s  substitutions  pour  lesquelles 
c^  =z  o,  et  qui  formeront  un  groupe,  que  nous  appellerons  Jo. 

835.  Cela  posé,  admettons  pour  plus  de  généralité,  que  ^o  soit  décom- 
posable.  Si  Ton  changeait  d'indices  de  manière  à  ramener  4^0  ^  s^  forme  type, 
les  nouveaux  indices  se  partageraient  en  systèmes  (couples  de  systèmes) 
tels,  que  les  fonctions  linéaires  des  indices  de  l'un  quelconque  d'entre  eux 
fussent  remplacées  par  les  fonctions  linéaires  des  indices  de  Tun  d'eux  dans 
chacune  des  substitutions  de  ^o*  et  a  fortiori  dans  chacune  de  celles  de  Jo. 

Nous  allons  maintenant  établir  que  /'w/i  des  systèmes  s,  8',...  de  fonctions 
linéaires  dont  il  s*a^it  est  formé  des  indices  a?©»  Jo  »  seuls,  ou  joints  à  a?, ,  j, , . . . , 
^<r»  y<r»  à  a?<r+i  »  Ja^-i  >  •  •  •  t  a7(,^.ç/,  ja-4-o'  OU  à  tous  CCS  indices  à  la  fois. 

Remplaçons  les  indices  ir,,  y,,...,  x^,  y^  par  d'autres  indices  indépen- 
dants, choisis  de  manière  à  ramener  /  à  sa  forme  type.  Ces  nouveaux  indices 
se  répartissent  en  général  entre  X  systèmes  (couples  de  systèmes)  Zo»-*-< 
2x_,,  contenant  chacun  a  y  séries,  contenant  chacune  |x  indices,  Xjulv  étant 
égal  à  (7.  On  peut  de  même  remplacer  les  indices  ^<y+i»  y<j+if ...  par  d'autres 
indices  choisis  de  manière  à  ramener  /'  à  sa  forme  type,  et  qui  se  répar- 
tissent entre  X'  systèmes  (couples  de  systèmes),  2x, ...,  2wx'-m  contenant 
chacun  2y'  séries,  contenant  chacune  |jl' indices.  Ces  préliminaires  posés, 
on  voit,  comme  aux  n*^*  769-771,  que  l'un  au  moins  des  systèmes  s,  s',... 
contient  une  fonction  (p  qui  s'exprime  à  l'aide  des  indices  â?o«  jo»  ^^  des 
indices  d'un  seul  système  tel  que  I^,  arbitrairement  choisi  parmi  ceux  de 
la  suite  I^,  2|,...,  Ix+v-i* 

Soit  (]?  =  î?o  •+-  X»  ^0  étant  une  fonction  des  indices  de  2©,  et  /  une  fonc- 
tion de  Xq,  Jo-  Transformons  9  par  celles  des  substitutions  de  Jq  qui  ne  dé- 
placent pas  le  système  2^.  On  obtiendra  |x(a^  — i)  ou  ]x(2^4-i)  trans- 
formées différentes  (769),  suivant  que  /sera  de  première  ou  de  seconde 
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catégorie.  Opérant  ensuite  sur  ces  transformées  les  substitutions  de  Jo  qui 
permutent  les  systèmes  2of->^x-M  on  obtiendra  un  total  de  111(2* ±1) 
transformées  différentes,  dont  chacune  appartiendra  à  l'un  des  systèmes  de 
fonctions  cherchés.  Or  ces  fonctions  dépendent  de  /  et  des  aXfxv  indices  de 
2o,...,  2x-.i,  dont  le  nombre  est  inférieur  au  leur  (à  moins  qu'on  n'ait 
X  =  fx  =  I  et  V  =  1  ou  a,  cas  d'exception  sur  lequel  nous  reviendrons  tout 
à  l'heure)  :  donc  elles  ne  peuvent  être  distinctes.  Donc  deux  au  moins 
d'entre  elles  appartiennent  à  un  même  système  s;  ce  système  contiendra 
leur  différence,  laquelle  ne  contient  plus  que  les  indices  de  Zo* 

836.  Cela  posé,  on  verra  comme  aux  n^'  739-740  que  les  indices  de  cha- 
cun des  systèmes  I»,...,  2x.i  appartiendront  à  l'un  des  systèmes  $,  §',.... 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'ils  appartiennent  tous  à  l'un  des  deux 
systèmes  s,  s'.  Il  pourra  se  faire  qu'étant  combinés  ensemble,  ils  fournissent 
la  totalité  des  fonctions  de  ces  systèmes.  Admettons  l'hypothèse  contraire, 
et  supposons  que  s  contienne  une  fonction  de  la  forme  zs  -h^fZs  étant  une 
fonction  des  indices  de  Iq»**-*  et  ^  une  fonction  des  autres  indices.  Suppo- 
sons que  tar  ne  se  réduise  pas  à  zéro,  mais  contienne  les  indices  d'un  sys- 
tème 1q.  Soit  s^  le  système  qui  contient  ces  indices' (lequel  sera  égal  à  s  ou 
à  s')  :  Jo  contient  une  substitution  qui  ne  déplace  pas  2o,  et  qui  change  gt 
en  une  fonction  différente  ts\  Soit  s"*le  système  qu'elle  fait  succéder  à  s. 
La  fonction  u'-f-  ^,.qui  appartient  au  système  s'\  serait  la  somme  des  deux 
fonctions  er  h-  ^,  tsf'  —  ts,  appartenant  à  8  et  S|  :  résultat  absurde,  si  les 
trois  systèmes  8,  s,,  $''  ne  se  confondent  pas  en  un  seul. 

Donc  tous  les  indices  que  contient  la  fonction  cr  appartiennent  à  s.  Donc  ^ 
lui  appartient.  Admettons  que  ^  contienne  quelqu'un  des  indices  des  sys- 
tèmes 2x,...,  2>+x'-f  Celles  des  substitutions  de  Jo  qui  n'altèrent  pas  cette 
fonction  ne  déplacent  pas  le  système  S;  mais  elles  permutent  entre  eux  tous 
les  systèmes  lof  ••»  2x.|.  Donc  tous  ces  systèmes  appartiennent  à  â.  De 
plus  les  substitutions  de  Jo,  remplaçant  ces  systèmes  les  uns  par  les  autres, 
laisseront  le  système  s  immobile.  Les  fonctions  ^,  4^',...  qu'elles  font  suc- 
céder à  4^appartiennentdoncà8;  s  contiendra  donc  les diflerences  ({^  —  ^',-.. 
et  leurs  transformées  par  les  substitutions  de  Jo,  lesquelles  reproduisent  par 
leur  combinaison  tous  les  indices  de  !>,...,  2x->-x'-i« 

Donc  si  s  contient  une  fonction  où  figurent  ces  indices,  il  les  contiendra 
tous.  Enfin  il  peut  contenir  une  fonction  9  où  figurent  les  indices  rro,jo-  H 
contiendra  dans  ce  cas  la  fonction  y^  formée  par  ceux  des  termes  de  9  qui 
contiennent  ces  deux  indices.  Mais  il  contient  un  nombre  pair  de  fonctions 
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distinctes  :  donc  il  contiendra  une  autre  fonction  de  ^o«  ^0»  ^^  P^^  ^^^^^ 
ces  deux  indices  eux-mêmes. 

Si  s  contient  x^,  /o,  notre  proposition  est  établie.  Dans  le  cas  contraire, 
il  contiendra  tous  les  indices  de  ^o,...,  ^x+v-i-  H  existe  un  autre  système, 
St,  contenant  une  fonction  f  dans  laquelle  figurent  les  indices  x^^^yo*  Soit 
ç)  =  tar  +  ^,  ^  étant  une  fonction  de  ces  deux  indices,  et  rs  une  fonction 
des  indices  de  s.  Si  0  différait  de  zéro,  Jo  contiendrait  une  substitution  qui 
Taitère;  soit  «'  +  x  '^  transformée  de  9  par  cette  substitution,  ^2  le  système 
auquel  elle  appartient.  La  fonction  ts:"  -^  X  ^^^^^^  1^  somme  des  deux  fonc- 
tions 9  et  Ts'  —  zs^  qui  appartiennent  respectivement  à  5,  $1;  résultat  ab- 
surde, les  trois  systèmes  s,  §«,  $2  ne  se  réduisant  pas  k  un  seul.  Donc  <p  ne 
peut  contenir  que  Xo,  yo\  et  comme  d,  contient  au  moins  deux  fonctions 
distinctes  <p,  9',  il  contiendra  x^^  y^. 

837.  Supposons  maintenant  que  les  indices  de  2o»«-->  ^x-m  combinés 
ensemble,  reproduisent  en  entier  un  ou  plusieurs  des  systèmes  de  fonc- 
tions s,  s\....  Soient  S|,  ^2,...  les  autres  systèmes  de  fonctions,  9  =  1?  +  ^ 
une  des  fonctions  de  S|,  rs  étant  une  fonction  des  indices  de  2o,...,  2>.|, 
et  ^  une  fonction  des  autres  indices.  Si  cr  ne  se  réduisait  pas  à  zéro,  elle  con- 
tiendrait par  exemple  dans  son  expression  les  indices  de  2o»  appartenant 
pour  fixer  les  idées  au  système  S.  PaVmi  celles  des  substitutions  de  Jo  qui 
n'altèrent  que  les  indices  de  2o,  il  en  est  une  au  moins  qui  altère  m  en  la 
transformant  en  une  autre  fonction  vs^.  La  différence  zs'—ts,  étant  entiè- 
rement formée  avec  les  indices  de  2o,  appartiendra  à  â.  D*autre  part,  la 
transformée  de  9,  0'  +  (f  appartiendra  a  un  système  S2,  et  sera  la  somme 
des  deux  fonctions  <p  et  cr'--  rs,  qui  appartiennent  respectivement  à  S|  et 
à  â,  résultat  absurde,  è,  S|,  §2»  n'étant  pas  identiques.  Donc  «7  =  0. 

Cela  posé,  l'un  au  moins  des  systèmes  S|,  â2>..*  contiendra  une  fonction  9 
de  la  forme  v^x  +  ;^,  tsx  étant  une  fonction  des  indices  de  2x,  et  x  une  fonc- 
tion de  Xq,  ^0*  Transformons  9  par  celles  des  substitutions  de  !«  qui 
n'altèrent  pas  les  indices  de  S;  on  obtiendra  X'|x'(2^'±:  i)  transformées  dif- 
férentes. Ces  fonctions,  dépendant  de  1+  rik'ii'y'  fonctions  distinctes  seule- 
ment, ne  pourront  être  distinctes,  à  moins  qu'on  n'ait  X'|x'=  1,  et  v'  =  i 
ou  a.  Donc  deux  d'entre  elles  appartiendront  à  un  même  système  de  la 
suite  d|,  ^2,. . . .  On  obtient  le  même  résultat  en  supposant  X'jx'=  i,  v'=:  1 
ou  a.  Car  chacun  de  ces  systèmes  contenant  au  moins  deux  fonctions  dis- 
tinctes, leur  nombre  sera  au  plus  égal  à  la  moitié  v'-h  1  du  nombre  des  in- 
dices avec  lesquels  ces  fonctions  sont  formées.  Il  sera  donc  inférieur  à  :2^+ 1 , 
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nombre  des  transformées  de  9.  Ce  point  établi,  on  continuera  le  raisonne- 
ment comme  précédemment. 

838.  Reprenons  maintenant  le  cas  où  Ton  aurait  X/jl  =  1  et  v  =  i  ou  2. 
Il  faut  supposer  en  outre  X']x'  =  i  et  v'  =  1  ou  2,  car  tout  est  symétrique 
dans  nos  raisonnements  par  rapport  à  X,  jx»  v,  et  X',  /xS  v'.  En  outre,  on  ne 
peut  avoir  v  =  v';  car  les  deux  groupes  /,  /'  seraient  semblables,  et  Ton 
tomberait  ainsi  sur  un  cas  exclu.  On  peut  donc  supposer  v=  2,  v'=  i.  Cela 
posé,  la  fonction  qp  =  Wo  -4-  /  aura  Xfji  (a^  -+- 1)  =  5  transformées  différentes; 
quant  aux  nombre  des  systèmes  ^,8',...,  il  ne  peut  dépasser  v  4-  v'  -»-i  =  4» 
moitié  du  nombre  total  des  indices.  Donc  deux  transformées  appartien- 
dront nécessairement  k  un  même  système,  et  Ton  pourra  continuer  le  rai- 
sonnement comme  tout  à  Theure. 

839.  Notre  proposition  étant  ainsi  établie,  supposons,  pour  fixer  les 
idées,  que  le  système  $  qui  contient  les  indices  â7o9  jo  contienne  en  outre 
a:,,  j,, . . . ,  07^,  j„,  mais  ne  contienne  pas  ^«j+o  jg+i, . . . .  Soient  r  et  7  les 
groupes  respectivement  formés  par  celles  des  substitutions  de  4^0  ^t  de  J^, 
qui  n'altèrent  que  les  indices  de  s;  F  devra  contenir  7. 

Supposons  d'abord  Xv  >  i.  On  verra  comme  au  n®  779  que  chaque  sub- 
stitution de  $,  premier  faisceau  de  T,  remplace  les  indices  de  chaque  sys- 
tème de  /  par  des  fonctions  de  ces  seuls  indices,  et  les  indices  a?o»  j^o  P^î*  des 
fonctions  a©  oc^o  4-  c^yo*  ^0  ^0  -+-  ^'0  Jo  de  ces  seuls  indices. 

840.  La  démonstration  ne  serait  plus  applicable  au  cas  où,  X  et  v  se  ré- 
duisant tous  deux  à  l'unité,  s  ne  contiendrait  que  quatre  indices  ^Tq,  j^»  ^if 
Vi.  Mais  soit  dans  ce  cas 


S  = 


une  substitution  de  $.  J^  contient  la  substitution 

A=  I  ^a,  X^y  ^"  r«     ^^  X^y  *^'»  A'/'  I» 

où  h  est  une  racine  primitive  de  la  congruence  A'^i  (mod.  2).  Cette  sub- 
stitution, appartenant  a  4^^,  sera  permutable  à  $;  donc  A'*  SA  appartiendra 
à  $,  et  par  suite  sera  échangeable  à  S,  ce  qui  fournira  les  16  conditions 
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suivanles  (après  suppression  de  facteurs  constants) 


f^t  o\ —  Cl  b 

(ii  d\  —  by  c 


=^  aoa^  -f  c*«  6,  —  rt,  a\  ^-  a,  c\  —  Ci  d\~=  a^  c,  -h  c.  rf,  —  Ct  ûT,^  o, 
^^d^dt  -h  6t  Cl  —  rf,  rf',  ^  rf,  6',  —  6|  a\  =^  rf,  6,  -f-  6,  a,  —  ^,  a ,  ^  o, 
fl ,  c,  —  r', d\ ^  a', a»  4-  c.ft,  —  « ,  a,  ^  a', a,  -h  c'.ft,  —  <•',  b\  e=  z?'^ Ci  H-  c,rf,  —  a',  c, ^hh  o, 
^/', b\  —  b\a\^^d\dQ  4-  é'.Cg  —  d\ d\^^ d\dx  -4-  b\cx  —  b\c\  ^==d\b^-h  b\a^  —  d\  b\^i o. 


En  outre,  S  est  abélienne  propre,  et  d'ordre  premier  à  2.  Il  est  aisé  de 
vérifier  que  ce  système  de  conditions  ne  peut  être  satisfait  que  si  ai,  6|,  C|, 
^i»  ^0»  *o'  ^0»  ^0  s^°*  •'^^s  nuls.  On  simplifiera  cette  vérification  en  remar- 
quant que  Ton  peut  profiter  de  l'arbitraire  qui  reste  dans  le  choix  des  deux 
indices  x^^  y^  pour  faire  en  sorte  que  Ton  ail  a  priori  d^  =  o. 

841.  Donc  chaque  substitution  S  de  $  transformera  les  substitutions  C^^^, 
C^.^  correspondantes  à  x^  et  ày^  en  C^^C*;,  C?,C^;,  transformées  qui  devront 
avoir  le  même  caractère  que  les  substitutions  C,^,  C,.^.  Or  la  substitution  g 
ayant  pour  carré  ô,  sa  correspondante  C^^  a  pour  caractère  1.  D'ailleurs  le 
cas  où  l'on  a  DC^Eo(mod.2)  est  exclu  (705).  Soit  donc  dc^ï.  Les  deux  sub- 
stitutions s<!  et  gSi!  ont  pour  carré  l'unité;  les  substitutions  correspondantes 
C,„.  Ç*x.^.  ont  donc  zéro  pour  caractère.  Donc  pour  que  C^jC*;  ait  le  même 
caractère  que  C^,,  il  faudra  qu'on  ait  a^~-\,  b^^o,  d'où  rf©  ^ '  (mod,  9),  le 
déterminant  a^  d^  —  ^o^o»  fl^^  divise  le  déterminant  de  S,  ne  pouvant  s'an- 
nuler. Donc  les  substitutions  de  $  laisseront  invariable  l'indice  j^.  Donc  Y 
ne  pourra  être  primaire;  car  ses  substitutions  remplaceront  évidemment  les 
indices  tels  quejo'  <iue  les  substitutions  de  $  n'altèrent  pas,  par  des  fonc- 
tions de  ces  seuls  indices. 

L'absurdité  de  ce  résultat  démontre  notre  théorème. 

842.  En  dernier  lieu,  soit  p^  =  V.  Soient  x^,  ift>i,...  la  double  suite 
simple  ou  complexe  dont  g"  est  dérivé, 

les  substitutions  correspondantes,  dont  le  faisceau  est  permutable  au  groupe 
auxiliaire  A,  formé  par  les  corrélatives  des  substitutions  de  ^.  Soient 
d'autre  part  ^  la  substitution  d'ordre  80  dont  les  puissances  reproduisent  F, 
premier  faisceau  de  L;  Â|,  B|,...,  A^rt  B^,;  A'^,  B'^,. ..;...  les  doubles  suites 
qui,  jointes  à  g,  forment  son  second  faisceau  G.  Les  substitutions  de  G 

seront  de  la  forme  ^pAï'BJ»...  Ai«BÎ»A'/''B'/'...;  et  si  l'une  de  ces  substi- 
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tùtiODS,  dans  laquelle  l'un  des  exposants  y\y  d'i,...  par  exemple  ne  soit  pas 
nul,  appartient  à  ç,  on  verra,  par  un  raisonnement  que  nous  avons  déjà  re- 
produit plusieurs  fois,  que  les  substitutions  du  faisceau  (A'^,  F^,...)  appar- 
tiendront toutes  à  ç. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  Af,  B,,...,  A^,  B^^  n'appartiennent 
pas  à  g",  mais  que  les  substitutions  des  autres  doubles  suites  A'^,  B'^,...;... 
appartiennent  à  ce  faisceau.  On  pourra  admettre  que  la  double  suite  ^o^f 
ifci,...  ait  été  formée  de  telle  sorte,  que  ^1^+4,  iJW+4'---  se  confondent  res- 
pectivement avec  A', ,  B\,...; 

Cela  posé,  les  substitutions  g^.  A,,  B^,...  étant  échangeables  à  A'^, 
B'j,...;...,  et  ayant  pour  ordre  une  puissance  de  2,  les  substitutions  de  A 
qui  sont  leurs  corrélatives  seront  échangeables  à  a<y+4,  6<,+4,....  Étant  d'ail- 
leurs abéliennes,  elles  se  réduiront  à  la  forme 


«^ff+Sf  ^Wa       y<»+3  (-^l,  ^'if  •  •  •  »   ^<T+3»  ^"«-+-3  j,   9«+3  (•^«>  ^'1»  •  •  •  I   -^ff+S»  Xv-^^i 
^ff+«»  ^«+4  ^ff+4»  ^tW< 


Eniin  elles  ont  pour  ordre  une  puissance  de  2.  Donc  il  existe  une  substi- 
tution <  =  a*'6}\..  dérivée  de  a,,  é<,...,  a^^^y  6^+3,  qui  leur  soit  échan- 
geable à  toutes  (186). 

La  substitution  T=  «^^^^ilbf*...  sera  évidemment  échangeable  à  chacune 
des  substitutions  g^,  Af,  B,,...  aux  puissances  près  de  d;  et  l'on  aura 
T  =  T|  Aî'Bj*...,  T,  étant  échangeable  à  A^,  B,,...  et  transformant  g^  en  g^ 
ou  en  Og^  =g''^. 

Cela  posé,  L,  et  par  suite  J,  contient  la  substitution  $  qui  remplace  chaque 
indice  de  L  par  son  correspondant  de  la  série  suivante,  laquelle  est  abé- 
lienne  propre  et  échangeable  à  A,,  B, ,...;...,  et  transforme  g  en  g^.  Si  T, 
transforme  g^  en  ^^',  on  aura  T^=$^T2,  Tj  étant  abélienne  propre  et 
échangeable  à  g^y  A^,  B^...,  et,  par  suite, se  réduisant  à  une  puissance  de^. 
Cela  posé,  T  appartenant  à  ?,  auquel  les  substitutions  de  ^,  et  en  particu- 
lier^, sont  permutables,  il  en  sera  de  même  de  5'~*T^  =  g^"*:  résultat 
absurde,  car  g^^  est  d'ordre  10,  tandis  que  les  substitutions  de  ç  ont  pour 
ordres  des  diviseurs  de  4- 

Donc  Tf  est  échangeable  à  g^,  et  par  suite  se  réduit  à  une  puissance  de  g, 
telle  que  g^.  On  aura  donc  T  =  ^PAi'B^...;  mais  T  appartenant  à  g*,  cette 
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relation  ne  peut  avoir  lieu»  par  hypothèse,  que  si  y«  =(^,  =  ...  =  o»  d'où 
T!=g^.  D'ailleurs  T  a  pour  ordre  un  diviseur  de  4»  et  ne  se  réduit  pas  à  une 
puissance  de  0=g*^;  donc  T  =  g^^  ou  g^*^;  et  ç,  contenant  les  deux  sub- 
stitutions T  et  ÔT,  contiendra  g^^. 

On  peut  évidemment  supposer  que  la  double  suite  ji>i,  iA)f,...  ait  été 
choisie  de  telle  sorte  que  la  première  de  ses  substitutions,  o^f ,  ne  soit  autre 
que^^^.  Les  substitutions^*^,  Ai,  B,,...  lui  étant  échangeables,  leurs  cor- 
rélatives seront  de  la  forme 


Elles  ont  d'ailleurs  pour  ordres  des  puissances  de  2.  A  fortiori,  les  substitu- 
tions qu'on  en  déduirait  en  supprimant  les  fonctions/^  (jif...»^2a+8iy2a+sj 
dont  elles  accroissent  Xt  jouiront  de  cette  propriété.  Donc  parmi  les  substi- 
tutions dérivées  de  64,...,  aaa+s*  ^2<T+8f  il  ^^  existe  une  au  moins  u  échan- 
geable à  ces  dernières  substitutions.  Les  corrélatives  de  g^.  Ai,  B|,... 
seront  évidemment  échangeables  a  u  aux  puissances  près  de  a^.  Soit  U  la 
substitution  formée  avec  ift>4,...  comme  u  l'est  avec  6,,...;  ^',  A|,  B,,... 
seront  échangeables  à  U,  aux  puissances  près  de  Xt=g^^.  D'ailleurs 
\]-*  g^U  =  g^-*-^^^,  U"*A,U  =  Ajg"^®*', ...  doivent  avoir  même  caractéris- 
tiques que  g-',  A|,...;  ce  qui  exige  que  e,  e',...  soient  pairs.  Donc  U  est 
échangeable  à  g^,  A^,  Bf,...,  aux  puissances  près  de  g*^  =  6. 

Ce  point  établi,  on  verra  que  U,  comme  tout  à  l'heure  T,  doit  se  réduire 
à  une  puissance  de  g^^  :  résultat  absurde,  car  U,  dérivée  de  iii>i,...,  ne  peut 
être  une  puissance  de  g^^  =  x^.  ' 

843.  Troisième  cas.  —  L  indécomposable  de  seconde  catégorie. 

Soient  2v'  le  nombre  des  séries  de  L,  /x'  le  nombre  d'indices  de  chacune 
d'elles.  On  obtiendra  comme  au  n^  822  la  relation 

2|UL2=/x'»(;?^'-hi)    ou     8v'»  =  p^'4-i, 

laquelle  n'est  possible,  p*'  étant  impair  et  /x',  v'  des  puissances  de  2,  qu'en 
posant/i^  =  3*,  3',  3,  5^,  5  ou  7.  Nous  allons  examiner  successivement  ces 
eas  d'exception. 
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844.  Soit  d'abord  p^  =  3*.  Od  raisonnera  comme  au  u*^823.  Ici  Tordre 
de  6  est  divisible  par  4i  •  Donc  K|  contiendra  une  substitution  S  d'ordre  4>  • 

Ramenons-la  à  la  forme  canonique.  Soit  X4  l'un  des  indices  qu'elle  altère. 
Elle  le  multiplie  par  un  facteur  m,  racine  primitive  de  la  congruence 
w**^i  (mod.:i),  lequel  dépendra  d'une  congruence  irréductible  de  degré 
ao;  car  20  est  la  moindre  valeur  de  9  telle  que  l'on  ait  2^—  i^o(mod.40' 
Cela  posé,  E  résulte  de  la  combinaison  de  S  avec  des  substitutions  d'ordre 
2,  qui  lui  sont  échangeables,  et  qui,  par  suite,  n'altéreront  ni  X|  ni  ses 
conjugués.  On  en  conclut,  comme  au  n^  823,  que  l'ordre  de  G  ne  peut 
dépasser  4ïfJt^.2~*",  ce  qui  est  absurde,  car  il  est  égôl  à 

•  845.  Si  p^=^  5*,  on  trouverait  de  même  que  Tordre  de  6  ne  peut  dépasser 
i3fjL*.2~**,  résultat  absurde. 

846.  Soit  p^  =^  3*.  Raisonnant  encore  comme  au  n®  823,  on  voit  que  les 
doubles  suites  A^,  B|,...;  A',,  B'j, ...;...,  qui  servent  à  former  G,  sont  con- 
tenues dans  ^.  La  double  suite  simple  ou  complexe  x^^  a)ï>«,...,  dont  ce  der-    * 
nier  groupe  est  dérivé,  peut  donc  être  considérée  comme  formée  des  substi- 
tutions A|,  B|,...;  A'i,  B'., ...;...  jointes  à  deux  autres  couples  A>4,  ift>f  et 

La  substitution  g  est  échangeable  à  A,,  B^,...;  A'^,  B'^,...;....  Donc  sa 
corrélative  7  sera  échangeable  aux  substitutions 

ayfcP». . .  =  I  x^yXu  ^2,r»»  ^3,78,. . .     ^i,ri,  ^î,  Jî,  ^3 -H a„  js -H  (33, . . .  |, 

• 

respectivement  correspondantes  à  ces  substitutions;  donc  cette  corrélative 
laisse  invariables  a;,,  jt,...  et  remplace  les  indices  â?f,  ji,  ^2»  y^  p^r  des 
fonctions  de  ces  mêmes  indices.  D'ailleurs  g  est  d'ordre  10  et  ^'  =  $  est  la 
première  de  ses  puissances  qui  appartienne  à  g";  donc  7  est  d'ordre  5. 
Remplaçons  a?i,  7,,  x^,  y%  par  de  nouveaux  indices  X,  Y,  Z,  U,  qui  ra- 
mènent 7  à  sa  forme  canonique;  on  aura 

y  =  I  X,  Y,  Z,  U,  Xzj.  . ,     mX,  m* Y,  m*Z,  m*U,  ar^,. . .  |, 

m  étant  une  racine  primitive  de  la  congruence  rn}^\  (mod.2)^  laquelle 
dépend  d'une  congruence  irréductible  de  degré  4- 

Cela  posé,  soit  $  la  substitution  qui  remplace  chaque  indice  de  la  r  +  i'^'^'' 
série  de  L  par  son  conjugué  de  la  série  suivante,  multiplié  par  la  puissance 
ff  d'un  facteur  constant  e,  choisi  de  telle  sorte  que  9  soit  abélienne  propre. 
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Cette  substitution  sera  échangeable  h  Â|,  Bo->-;  A'^»  B'^, ...;...,  aux  puis- 
sances près  de  6,  et  transformera  ^  en  ^•.  Cette  substitution  appartient  évi- 
demment à  L  (elle  a  pour  corrélative  l'unité  dans  chacun  des  groupes  auxi- 
liaires qui  servent  à  construire  L);  étant  abélienne|)ropre,  elle  appartiendra 
à  J,  et  a  fortiori  à  ^;  et  sa  corrélative  II  transformera  y  en  7'.  On  aura  donc 
n  =R'S,  R  étant  la  substitution  qui  permute  circulairement  les  indices  X, 
Y,  Z,  U,  et  S  une  substitution  abélienne  qui  les  multiplie  par  des  facteurs 
constants. 

Cela  posé,  les  substitutions  dont  R  est  la  corrélative  multiplient  les  expo- 
sants d'échange  par  dfes  non  résidus  quadratiques  de  3  (678-684)  et  celles 
dont  S  est  la  corrélative  les  multiplient  par  des  résidus  (676-677).  Donc  la 
substitution  $  les  multiplierait  par  un  non  résidu,  ce  qui  est  absurde,  car 
elle  est  abélienne  propre. 

847.  Soit  />^'=:  7.  Le  premier  faisceau  de  L  est  formé  des  puissances 
d'une  substitution  g  d'ordre  8.  Soient  A,,  B|,...;  A',,  B',, ...;...  les  doubles 
suites  qui,  jointes  a  g,  forment  son  second  faisceau  G.  Posons  C,  =g"^''»A,, 

D,=^^^«B|,...;  C^=g^P^A\,  D',=^'^'B'i,...;....  On  voit,  comme  au 
n*^  703,  que  les  exposants /?<,  y,,...;  p\ ,  q\, ...;...  pourront  être  choisis  de 
telle  sorte,  que  les  substitutions  de  L  soient  toutes  permutables  aux  fais- 
ceaux (C,  D,,...),  (Cj,  D'j ,...),....  Soit  en  outre  <î  la  substitution  qui  rem- 
place les  indices  de  la  r-h  i^^'"^  série  par  ceux  de  la  suivante,  multipliés  par 
la  puissance  ff  de  la  racine  e  de  la  congruence  e*^—  i  (mod.7).  La  sub- 
stitution *'  =  $CfDf». . .  c/'  D'/'. . . ,  qui  transforme  g  en  g^,  sera  échan- 
geable à  C,  D|,...;  Cj,  D\,. ..;...;  de  plus  elle  est  abélienne  propre;  donc 
elle  appartient  à  L,  et  par  suite  à  J. 

Le  faisceau  (^Jf,  g^,  C<,  D^,...,  C^,  D', ,...)  a  son  ordre  égal  à  8jul'*,  et  ses 
substitutions  sont  échangeables  entre  elles  aux  puissances  ^^rës  de  la  sub- 
stitution 6  qui  multiplie  tous  les  indices  par  —  i.  Et  si  l'on  raisonne  comme 
aux  n"'  824-841  (en  changeant  g,  a',  e:  en  g^,  ^J?',  g),  on  verra  que  ce  fais- 
ceau se  confond  avec  ff,  et  que  si  D(^  o  (mod.  2),  on  aboutira  à  une  absur- 
dité en  supposant  que  4^ contienne  J. 

Soit  au  contraire  0(:^i.  Le  groupe  J  renfermant,  par  définition,  une 
substitution  qui  multiplie  les  exposants  d'échange  par  un  non  résidu  de  7, 
ne  peut  être  contenu  dans  4^,  qui  n'en  renferme  point. 

848.  Si  p^'  =  3,  on  appliquera  encore  les  raisonnements  des  n***  824-841, 
en  remplaçant  Jl'  par  *'. 
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849.  Soit  enfin  p^  =  5.  On  établira,  comme  au  n*^  823,  que  g*  est  formé 
des  doubles  suites  A|,  Bf, ...;...  jointes  à  un  dernier  couple  .a,,  iP«). 

Cela  posé,  L,  et  par  suite  J,  contient  la  substitution  $  qui  remplace  chaque 

indice  de  la  r-h  i'*'"''  série  par  son  conjugué,  multiplié  par  e^ ^  e  étant  une 
racine  de  la  congruence  e*^—  i  (mod.5).  Cette  substitution  $,  apparte- 
nant à  ^et  étant  échangeable  à  A,,  B^, ...;...  transformera  x,  ift)  en  sub- 
stitutions de  la  forme  6*cAo*ift)P,  0'<.i,^ip/,  s,  t,  a,  ]3,  7,  J  étant  des  entiers 
égaux  à  o  ou  à  I  et  satisfaisant  à  la  relation  aJ  — jSy^i  (mod.  îi).  D'ail- 
leurs $',  se  réduisant  à  6,  est  échangeable  à  A^  et  à  ia>.  Il  faut  pour  cela  qu'on 
ait  a  =  5. 

Supposons  que  Ton  n'ait  pas  à  la  fois  a  =  (î'=i,|3  =  y  =  o.  Les  indices 
indépendants  étant  supposés  choisis  de  manière  à  ramener  x,  ifb;  A«, 
B|, ...;...  à  leur  forme  type,  il  sera  facile  de  déterminer  les  substitutions 
échangeables  à  A|,  B|, ...;...  qui  transforment  Ji>,  ift>  en  ô*«>i,"i)i)P,  ô^j^oY-^ft)^ 
(elles  sont  le  produit  d'une  seule  d'entre  elles,  que  nous  savons  construire, 
par  les  substitutions  qui  multiplient  tous  les  indices  par  un  même  facteur); 
et  l'on  voit  qu'elles  multiplient  toutes  les  exposants  d'échange  par  des  non 
résidus  de  5  :  donc  aucune  d'elles  n'est  abélienne  propre,  comme  9  devrait 
l'être. 

Soit  enfin  a  =  d^  =  i,  ]3  =  7=o  :  $  sera  dérivée  de  A,  iib.  Or  la  substi- 
tution g,  dont  les  puissances  reproduisent  le  premier  faisceau  de  L,  est 
échangeable  à  A, ,  B,,...;....  D'autre  part,  elle  est  contenue  dans  4^;  elle  est 
donc  [jermutable  au. faisceau  (ri>,  ilb;  Ai,  B|, ...;...).  Elle  sera  donc  permu- 
table au  faisceau  [x,  ift)).  Donc  <f*g^*9g  =  g^  appartiendra  a  ce  faisceau; 
résultat  absurde,  car  cette  substitution  est  d'ordre  3,  tandis  que  celles  du 
faisceau  (ci>,  ifo)  ont  pour  ordre  un  diviseur  de  4-' 

Donc  ici  encore  il  est  absurde  de  supposer  que  4^contienne  J. 

850.  Quatrième  cas.  —  L  indécomposable  de  troisième  catégorie. 
Soient  comme  précédemment  oi.,,  ife,,...;  Ji,'i,ift)'j,...;...  les  doubles  suites 

qui  fprment  le  second  faisceau  de  4;^;  A|,  B|,,..;  A'^,  B\,...;...  celles  qui 
forment  le  second  faisceau  de  L.  On  verra  comme  au  n**758  que  chacun  des 
faisceaux  (a^i,  'ifb,,...),  (rCj,  ajl)'i,. ..),...  est  formé  par  les  substitutions  d'un 

ou  plusieurs  des  faisceaux  (A,,  B|,...),  (A'^,  B',,...), 

Supposons,  par  exemple,  que  (.i,,,  ife,,...)  soit  formé  par  les  substitutions 
du  faisceau  (A|,  Bo---)-  Soient  ^0  1^  groupe  auxiliaire  correspondant  à 
(x,,  ifei,...)  dans  la  construction  de  ^;  L^  le  groupe  auxiliaire  correspon- 
dant à  (Al,  Bi,...)  dans  la  construction  de  L;  A  le  groupe  formé  par  celles 
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des  substitutions  de  Lq  dont  les  corrélatives  appartiennent  à  J.  Il  est  clair 
que  si  4^ contient  J,  ^0  contient  A.  Or  soit  J©  le  groupe  qui  est  à  L©  ce  que  J 
est  à  L  :  A  contiendra  }o*  En  efTet,  chaque  substitution  de  Jo  est  la  corré- 
lative d'une  substitution  S  de  L,  qui  multiplie  les  exposants  d'échange  par 
un  résidu  quadratique,  tel  que  r^.  Multipliant  S  par  la  substitution  qui 
multiplie  tous  les  indices  par  r~',  on  obtiendra  une  nouvelle  Substitution 
appartenant  à  J  et  ayant  la  même  corrélative  que  S. 

Le  théorème  C  étant  vrai,  par  hypothèse,  pour  les  groupes  4^0*  L.o>  h^ 
le  groupe  4^0  sera  pareil  à  L©-  Donc  ^ et  L  sont  construits  à  l'aide  de  groupes 
auxiliaires  pareils.  Donc  ils  sont  eux-mêmes  pareils. 

Le  théorème  G  est  donc  établi  dans  tous  les  cas. 


NOTES. 


NOTE  A. 

(VOIR  LE  LIVRE  II,  CHAPITRE  P%  §  IV.) 


Soit  G  un  groupe  quelconque  :  on  pourra  déterminer  une  suite  de  groupes  G,  H,  I,  K,. . .,  i 

tels,  que  chacun  d'eux  soit  contenu  dans  le  précédent,  et  permutable  aux  substitutions  de  G, 

mais  ne  soit  contenu  dans  aucun  autre  groupe  plus  général  jouissant  de  cette  double  propriété. 

N     N      N 
Soient  N,  -?  — >  — >  •  •  •  >  i  les  ordres  respectifs  de  ces  groupes. 

La  suite  G,  H,  I,  K,. . . ,  i  pourra  parfois  se  déterminer  de  plusieurs  manières  :  mais  de  quehfue 
manière  que  l'on  opère,  les  facteurs  p,  ç,  r, . . .  resteront  les  mêmes,  à  l'ordre  près. 

Soient  en  effet  G,  H,  I,  K,...,  i  et  G,  H',  \\  K',...,  i  deux  manières  différentes  de  déterminer 
cette  suite;  p,  q,  r,. . .  et  p'y  q\  r',. . .  les  facteurs  correspondants  :  nous  allons  montrer  qu'il 
existe  une  troisième  décomposition  G,  H',  d,  DC,. . .,  i,  où  le  groupe  G  soit  suivi  du  groupe  H', 

et  où  les  facteurs  soient  à  l'ordre  près  égaux  sp^q,  r, . . . . 

Le  groupe  H'  est  contenu  dans  G,  par  hypothèse,  sans  l'être  dans  H.  D'autre  part,  en  descen- 
dant la  série  des  groupes  G,  H,  I^  K, . . . ,  i ,  on  arrivera  nécessairement  à  un  groupe  K  qui  soit 
contenu  dans  H'.  Désignons  comme  au  n^  55  les  diverses  substitutions  de  K  par  le  symbole  X-«; 
celles  de  I  par  le  symbole  i^k^;  celles  de  H  par  h^ipk^:,  celles  de  G  par  g^h^i^A^,  les  indices  a, 

N 
pj  y,  S  ayant  respectivement  — ,  r,  ^,  p  valeurs  distinctes. 

pqr 

Dans  les  substitutions  de  H',  les  indices  (^,  7  prendront  tous  les  systèmes  de  valeurs  possibles  ; 
sans  quoi  le  groupe  (H',  I)  serait  plus  général  que  H',  moins  général  que  G  et  permutable  à  ses 
substitutions,  résultat  contraire  à  Thypothèse.  D'autre  part,  à  chaque  système  de  valeurs  de  ^,  7 
correspondra  un  seul  système  de  valeurs  de  p  :  car  si  H'  contenait  deux  substitutions  telles  que 
S  =  g^h^i^k^  et  T  =  g^h^i^k^,,  il  contiendrait  ST-',  qui  appartient  à  I  sans  appartenir  à  K.  Le 
groupe  formé  par  les  substitutions  communes  à  H'  et  à  I,  lequel  est  évidemment  permutable  aux 
substitutions  de  G,  serait  donc  plus  général  que  K  et  moins  général  que  I,  résultat  inadmissible. 

Enfin,  H'  contenant  K ,  l'indice  a  y  prendra  toutes  les  valeurs  possibles  pour  chaque  système 

N 
de  valeurs  des  autres  indices.  L'ordre  de  H'  sera  donc  égal  au  produit  —  des  nombres  de  valeurs 

des  indices  ^,  7,  a;  et  l'ordre  du  groupe  d  formé  par  les  substitutions  communes  à  H'  et  à  H, 

N 
lesquelles  correspondent  à  la  valeur  ^  =  0,  sera  égal  à  — • 

Gela  posé,  il  est  clair  que  chacun  des  groupes  G,  H',  d,  K,. . .,  1  est  contenu  dans  le  précédent, 

et  permutable  aux  substitutions  de  G.  Chacun  d'eux  est  en  joutre  aussi  général  que  possible  parmi 
ceux  qui  jouissent  de  cette  propriété;  car  s'il  existait,  par  exemple,  un  groupe  DC,  plus  général 
que  K,  qui  fût  contenu  dans  d  et  permutable  aux  substitutions  de  G,  le  groupe  (OC,  I)  serait  plus 
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général  que  I,  contenu  dans  H,  et  permutable  aux  substitutions  de  G,  contrairement  à  Fhypo- 
thèse.  Enfin  .les  facteurs  r,  p^  </,...  qui  correspondent  à  cette  suite  sont  égaux  à  l'ordre  près  à/?, 
7,  /•,...,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  pourra  de  môme,  sans  altérer  autre  chose  que  Tordre  des  facteurs /?,  7,  /*,-.•,  passer  de  la 
suite  G,  H',  3,  K,. ..,  I  à  une  nouvelle  suite  G,  H'.  T,  dCi*  •  «,  i,>  •  -,  6t  enfin  à  la  suite  G,  H\ 

V   V  I 

1   I     IV   y  •    .   .  f      1  • 

Chacun  des  facteurs  p^  q,  r,. .,  est  une  puissance  exacte  de  l'un  des  facteurs  de  composition 

de  G  (59), 


NOTE  B. 

(VOIR  LE  N°  74.) 

Soient  G  un  groupe  quelconque;  CJ  un  de  ses  isomorphes;  a,  ^,. . .  les  facteurs  de  composition 
de  CJ;  X,  ^,. . .  ceux  du  groupe  K  formé  par  celles  des  substitutions  de  G  auxquelles  correspond 
dans  G  la  substitution  i .  Le  groupe  G  aura  pour  facteurs  de  composition  a^  6, . . . ,  a,  P, . . . . 

Soient  en  effet  CJ^  f)^"  •>  >  une  suite  de  groupes  dont  chacun  soit  contenu  dans  le  précédent, 
et  aussi  général  que  possible  parmi  ceux  qui  sont  permutables  à  ses  substitutions  :  ab..,, 
6. ...... ,  I  les  ordres  respectifs  de  ces  groupes;  G,  H,. . .,  K  les  groupes  formés  par  celles  des 

substitutions  de  G  qui  correspondent  respectivement  à  celles  de  C^',  /),... ,  i;  K,  L,. . .  une  suite 
de  groupes  dont  chacun  soit  contenu  dans  le  précédent,  et  aussi  général  que  possible  parmi  ceux 
qui  sont  permutables  à  ses  substitutions;  ap. . . ,  p. ...... ,  i  les  ordres  respectifs  de  ces  groupes. 

On  verra  sans  difficulté  que  les  groupes  G,  H,...,  K,  L,...,  1  ont  pour  ordres  respectifs 
/7Ô. .  .af>.. .,  ^. .  .ap. ..,...,  ap. . .,  p...,...,  i  et  forment  une  suite  telle,  que  chacun  d'eux 
soit  contenu  dans  le  précédent,  et  aussi  général  que  possible  parmi  ceux  qui  sont  permutables  à 
ses  substitutions.  Donc  £/,  ^, . . . ,  a,  p, . . .  seront  bien  les  facteurs  de  composition  de  G. 


NOTE  C. 

(VOIR  LE  N*»  398.) 

Si  l'équation  E  est  primitive,  l'énoncé  du  n^  398  peut  être  remplacé  par  le  suivant ,  qui  est 
plu9  général. 

Si  le  groupe  G  contient  une  substitution  circulaire  d'ordre  premier  p,  il  sera  n  —  p  -^\  fois 
transitif. 

Soient,  en  effet,  S,  T,  U,. . .  les  substitutions  circulaires  d'ordre  p  que  contient  G.  Les  substi- 
tutions de  G  les  transforment  les  unes  dans  les  autres  ;  elles  sont  donc  permutables  au  groupe 
H  =  (S,  T,  U,. . .).  Le  groupe  G  étant  primitif,  H  sera  transitif  (53). 

Soient  donc  /7,,...,  a^^  les  racines  que  S  permute;  s'il  existe  d'autres  racines  que  celles-là, 
l'une  d'elles  au  moins  &,  sera  permutée  avec  l'une  des  précédentes,  telle  que  a,,  dans  l'une  des 
substitutions  T,  U, . . . ,  telle  que  T. 

Cela  posé,  soient  ^  —  7  le  nombre  des  racines  qui  figurent  à  fa  fois  dans  S  et  dans  T;  7  cejui  des 
racines  6,,  63,...  qui  ne  figurent  que  dans  T.  Les  substitutions  S  et  T,  combinées  ensemble, 
donneront  un  groupe  I  de  degré  p  -^  q  <  ^p^  et  dont  l'ordre  est  divisible  par  p  ;  ce  groupe  sera 
donc  q  -h  I  fois  transitif 
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Si  l'on  avait  />  -+-  7  =  /ï,  le  groupe  G,  qui  contient  I,  serait  a  fortiori  q  -j-  i  =  n  —  p  -hi  fois 
transitif,  et  le  théorème  serait  démontré.  Soit  au  contraire  /?  +  7  </z;  Tune  au  moins  r,  des 
/i  —  p—  rj  racines  qui  ne  figurent  pas  dans  S  et T  sera  permutée  avec  Tune  des  précédentes, 
telle  que  ^y,,  dans  Tune  des  substitutions  U,. . .,  telle  que  U. 

Cela  posé,  soit  r/  le  nombre  des  racines  qui  figurent  dans  U  sans  figurer  dans  S;  r  celui  des 
racines  c,,  £*„. .  .^  qui  figurent  dans  U  sans  figurer  dans  S  ni  dans  T.  Les  substitutions  S,  U  dé- 
placent p  -h  q'  racines,  et  forment  tin  groupe  K  qui  sera  7'-+- 1  fois  transitif,  et  a  fortiori  r-hi  fois 
transitif. 

Cela  posé,  le  groupe  L  =  (S,  T,  U),  dont  les  substitutions  déplacent  p-^  q  -h  r  racines,  sera 
q  -hr-^i  fois  transitif.  Et  d'abord  il  est  transitif  :  car  les  substitutions  T,  U  permettent  de  rem- 
placer c^  par  l'une  quelconque  des  racines  c,,  r,,. . .,  ou  par  a^,  que  les  substitutions  de  I  permet- 
tront de  remplacer  à  son  tour  par  l'une  quelconque  des  racines  restantes  z?,,...,  6,,....  Cela 
posé^  L  sera  deux  fois  transitif  :  car  celles  des  substitutions  de  K  qui  laissent  r,  immobile,  per- 
mettent de  remplacer  c,  par  l'une  quelconque  des  racines  t^,,. . .,  c^,  ou  par  o,,  que  les  substitu- 
tions de  I  permettent  de  remplacer  à  son  tour  par  Tune  quelconque  des  racines  restantes  ^,9. . . , 
6,, . . . .  On  verra  de  même  que  L  est  3  fois, . . . ,  7  -f-  r  h-  i  fois  transitif. 

Si  n  =  p  -h  q  -h  r,  Gj  qui  contient  L,  sera  rt  fortiori  q-^r-\-\  =  n— p-\-\  fois  transitif. 
Si  /i  >  /^-h  7  +  /*9  on  recommencera  un  raisonnement  semblable  au  précédent. 

Corollaire,  —  Si  le  groupe  G  ne  contient  pas  le  groupe  alterné,  il  ne  peut  être  plus  de  m  fois 
transitif,  m  étant  un  entier  auquel  nous  avons  assigné  des  limites  (83  et  il3).  Si  donc  on  a 
/?  —  /?  -4- 1  >  /II,  d'où  /?  <  /ï  —  /w  H- 1,  G  ne  pourra  contenir  aucune  substitution  circulaire 
d'ordre  p.  Soit  donc  r  le  groupe  formé  par  les  puissances  d'une  telle  substitution.  Les  groupes  G 
et  r  n  ayant  aucune  substitution  semblable,  le  produit  de  leurs  ordres  /^N  divisera  i  .2...  /2  (40). 

1  .  !i  •  .    /ï 

Donc  ■'   '"    sera  divisible  par  chacun  des  nombres  premiers  inférieurs  à  «  —  w  -+- 1 ;  il  le  sera 

donc  par  leur  produit. 

Ce  résultat  permet  de  simplifier  la  démonstration  du  théorème  du  n®  88.  En  effet,  considérons 
une  fonction  de  n  lettres  dont  le  groupe  G  soit  transitif.  Si  ce  groupe  n'est  pas  primitif,  soit  pi  le 
nombre  des  systèmes  entre  lesquels  se  partagent  les  n  lettres  :  l'ordre  N  de  G  sera  un  diviseur 

de  i.2...fA.  (1.2...  -  j  t  et  le  nombre  t(«)=     '  ^"     des  valeurs  distinctes  de  la  fonction 

sera  un  multiple  de '~r~~ \~  '  ^*  ^"  contraire  G  est  primitif,  ^(n)  sera  un  multiple 

1 .2..  .fA  (  1.2. . .  ^1 

du  produit  des  nombres  premiers  inférieurs  à  /i  —  w  -*-  1  ^  — r — •  1  On  a  wi  <  — 5 —  (^  )  l* 

Soient  maintenant  n  un  entier  fini  quelconque,  et  v  un  entier  moindre  que  n  :  il  est  clair  qu'en 
prenant  h  supérieur  à  une  certaine  limita,  facile  à  déterminer,  on  aura 

«p(X- —  v)  >  I  .2.  .  .V  (^- —  v)  (X-  —  V  —  1).  .  .(^  —  71  -h  l), 

inégalité  dont  la  démonstration  faisait  Vobjet  des  n"*  92-94. 


NOTE  D. 

(VOIR  LE  N«  441.) 
MM.  Cayley  et  Salmon  avaient  découvert  et  étudié  ces  droites  avant  Steioer. 
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NOTE  E. 

(LIVRE  in,  CHAPITRE  IV,  §  III.) 

L'équation  X  dont  dét^end  la  division  des  périodes  par  un  nombre  premier  impair  n  dans  les 
fonctions  hyperelliptiques  à  2X-  périodes  est  de  degré  /i^— 1,  et  l'ordre  il  de  son  groupe  G  est 
égal  à  («  —  i)  («"—  i)  /?"-'. ..(/i*—  1)  72  (2i9-2il).  Biais  si  ion  groupe  dans  un  même  système  celles 
(le  ses  racines  pour  lesquelles  les  indices  /?,,  ^p...,  i\y  q^  ont  le  même  rapport,  on  obtiendra 

71^*—  I  * 

une  réduite  Y  du  degré  — -- — •  Celle-ci  réi^ôlue,  X  deviendra  abélienne,  son  groupe  se  réduisant 

aux  substitutions  qui  multiplient  chaque  indice  par  un  même  facteur  constant. 

Soit  //?  =  j  un  diviseur  quelconque  de  X-  (égal  ou  non  à  Tunité)  :  partageons  les  indices  /?,,  ^,,. . . 

en  /  systèmes  de  a  m  indices.  Celles  des  substitutions  de  G  qui  remplacent  les  indices  de  chaque 
système  par  des  fonctions  des  indices  d'un  même  système  sont  évidemment  en  nombre 

0  =  1.1...  /(«  ~  i)  [(«*-- 1)  «""-'.. .  (/!*-  i)/i]'; 

une  fonction  des  racines  de  X  invariable  par  ces  substitutions  dépendra  donc  d'une  équation  de 
degré  ^. 
Celles  des  substitutions  de  G  qui  remplacent  les  indices  /;,,  /;,,...,  /7,^  par  des  fonctions  de  ces 

mêmes  indices  forment  un  groupe  H,  dont  Tordre  P  est  égal  à  (/i*  —  i )...(/!*  —  «*-'  )(/?  —  i)/ï     » 
En  effet,  la  substitution 

I  /^.>  7i»  P%^  ?r--     Px  -^Piy  7i»  Pty  It—lxi'-  I 

et  ses  analogues  permettent  4ie  remplacer  p^^'i  Pk  P^^  ^^  fonctions  linéaires  quelconques 
des  mêmes  indices  dont  le  déterminant  ne  soit  pas  nul ,  fonctions  qui  peuvent  être  choisies  de 
(«*—  1). .  .(/?*—  7J*-')  manières  distinctes.  D'autre  part,  les  substitutions  de  G  qui  laissent  inva- 
riables /?,,...,  A j  ^"^  dérivées  des  suivantes  : 

1  Pu  7n  A»  7».-  •  •    A»  ^^t^  Pu  ^7î»-  •  •  I 

I  Po  7i»  Pv  7»»--    Pu  !/i-+-A»  Pli  7i»«-  Il 

I  Pn  7i»  Pv  7ji-*     Pi^  Qy-^Piy  Pu  l^-^Pr--   I) 

et  de  leurs  analogues,  et  sont  en  nombre  (/;  —  1)  n     >     . 
Une  fonction  des  racines,  invariable  par  les  substitutions  de  H,  dépendra  d'une  équation  de 

degré  17  =(/i*-4-i)...(/n-  1). 

Dans  le  cas  particulier  où  k  =■  1,  ce  degré  sera  égal  à L'équation  X  aura  donc  deux  ré- 
duites distinctes  de  ce  degré. 

Cette  proposition  se  vérifie  dans  le  cas  particulier  de  la  trisection,  où  l'on  a  une  réduite  du 
40*  degré  9  analogue  à  l'équation  qui  donne  les  ternes  de  doubles  trièdres  de  Steiner  dans  les 
surfaces  du  troisième  ordre. 


NOTES.  mi 

Existe-t-il  eu  général,  comme  pour  )e  cas  particulier  de  lu  trisection  des  fonctions  à  quatre  pé- 

riodes,  des  réduites  d'un  degré  inférieur  à ?  \a\  négative  n'est  guère  douteuse;  mais  elle 

semble  difficile  à  démontrer  généralement,  et  nous  ne  l'avons  établie  jusqu'à  présent  en  toute 
rigueur  que  f>our  la  quintisection  des  fonctions  à  quatre  périodes.  Cette  démonstration  s'effectue 
par  les  procédés  que  nous  avons  appliqués  à  Téqualion  aux  vingt-sept  droites  (  iiO-iriâ).  Maiî^  ici 
la  rompliration  est  beaucoup  plus  grande. 


FIN. 


aok  should  be  rç^iii. 
î)rary  on  or  before  the  last  date 
'ed  below. 

e  is  incurred  by  retaining  it 
"'ecified  tîme. 
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